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Zur Erzeugung der rationalen Raumcurven. 
Von 


WiutHerm Srant in Aachen. 


Fiir die rationalen Raumcurven R,, giebt es zwei Arten von Gebilden, 
welche zu ibnen perspectiv sein kénnen. Das sind die Regelschaaren 
und die Ebenenbiischel. Sie stehen in innigem Zusammenhang mit 
einander; je zwei der einen Art liefern uns ein Gebilde der andern 
Art. Die Regelschaaren entstehen als Schnitte entsprechender Ebenen 
zweier Ebenenbiischel und die Ebenenbiischel durch Verbindung ent- 
sprechender Strahlen zweier Regelschaaren. Beide Gebilde miissen 
deshalb gleichzeitig betrachtet werden. Man kommt dabei auf eine iiber- 
sichtliche Darstellung der Vertheilung der zu R, perspectiven Regel- 
flichen im Raume, Viele Beispiele sollen den Gegenstand erliutern. 
Die Behandlung desselben schliesst sich enge an meinen friiheren 
Aufsatz ,,Zur Erzeugung der ebenen rationalen Curven“*) an und ich 
kann mich deshalb in manchen Entwicklungen kiirzer fassen. Den 
Beweis einiger algebraischer Hiilfssitze habe ich, um den Gang der 
Untersuchungen nicht zu unterbrechen, in einen Anhang verwiesen. 


§ 1. 


1) Bei veriinderlichem uw seien die Coordinaten der Punkte einer 
rationalen Raumcurve gegeben in: 


n 


(1) oxi = Gi(u) = >? aipu? (i= 1,2, 8, 4). 


U 
Es giebt (mn — 3) linear unabhiingige zu den Functionen ,(u) 
conjugirte Formen n'e* Ordnung, welche wir mit 


fu(w) (k= 1,2... (n—3)) 
bezeichnen. Ist: 


Diese Annalen Bd. 38, S. 561. 
Mathematische Anvalen. XL. 1 








Wirnetm Srant. 


@) fel) = >} (}) beowr, 
0 
dann gelten die Gleichungen: 
(3) >} (— 1? dip Dan» = 0 
0 
fiir 


(i =1,2,3,4; k—=1,2...(n—8)). 


Die correspondirenden Determinanten der beiden Formenreihen 
gy; und f; sind einander proportional; d.h. es ist: *) 


(4) | Ap Ag Ar As = T| dy b, eee Dp-1 Dp41 eos by—1 094: coe br—1 Drs eee b.—1 Ds44 eee b, | 
wenn 

prq<r<cs 
und t einen constanten Factor bedeutet. 

Die durch einen Punkt z des Raumes gelegten Ebenen schneiden 
auf R, oo? Punktgruppen aus, welche ein durch drei Formen be- 
stimmtes lineares System bilden. Diesen sind (m — 2) linear unab- 
hingige Formen n‘* Ordnung fi (k as 1... (” — 2)) conjugirt, von 
welchen (nw — 3) in den f,...f»-s gegeben sind. Die Coefficienten 
der (n — 2)'" aber geniigen den Bedingungen: 


(5) o% = > \— 1) Qip Da—2, n—p* 


In Verbindung mit (2) erhalten wir daher die Proportionalitit der 
Determinanten : 


(6) |Z Ap a,4,| cond at |b, d, eve bp—1 bp41 eee bo—1 Do44 eee bp—1 Op. oon eh 


2) Wahlt man den Punkt z auf der Curve R, in dem zu dem 
Parameterwerthe u = 4 gehdrenden Punkte, so erhalten die ,,ebenen 
Schnitte“ des Biindels ¢ den gemeinsamen Factor (wu — 4), weshalb 
unter den conjugirten Formen f die n'° Potenz (u — 4)" sich befindet. 
Als Bedingung hierfiir folgt das Verschwinden aller (n — 2) -reihigen 
Determinanten folgender Matrix: 


| Dik dy ty A+ Dy +> Oynid+toin | 
(7) | Doo = bo, Ae een ben—1 P a ben | = 
} Da-2,0 A + bys, 1 mpm ti Das, n—1 A + Dn—2,n | 


*) Vergl. Brill. Ueber binire Formen und d, Gl. 6" Grades, Diese Annalen 
Ba. 20, 8. 330. 
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Jede Determinante dieser Matrix ist eine Function (m — 2)' Ord- 
nung in 4, deren Coefficienten homogene lineare Functionen sind von 
Determinanten, wie sie auf der rechten Seite der Gleichung (6) auf- 
treten. Ersetzt man diese durch die Determinanten der linken Seite 
von (6), so erhalten wir jedesmal die Gleichung eines Ebenenbiischels 
(nm — 2)" Ordnung, welcher perspectiv ist zu R,; d. h. jede Ebene 
des Biischels enthalt den ihr entsprechenden Punkt von R,, wenn in 
Gl. (1) w =A gesetat wird. 
(m=) solcher Ebenenbiischel, welche aber 
nicht mehr linear unabhingig von einander sind. Fiigt man naimlich 
zu der Matrix (7) als die beiden letzten Horizontalreihen hinzu: 


> bio > gubus “4 > gbint; 
> gb > nbs diel > geben 


bani, ?...@—®8, 


wobei die g, beliebige Werthe haben, so verschwindet die nun voll- 
stiindige n-reihige Determinante. Producte und Potenzen der gy, zur 


zweiten Ordnung giebt es SH e- a folglich erhalten wir: 


Wir erhalten so 


a(o—1) __ (»—2)(®—38) 9, 8 
—— — 2 


linear unabhiingige oder co*"~‘ aeeemeneal (m — 2)" Ordnung, 
welche eee zu R, sind. 


3) Es sei ‘F (A) eine Function (n+) Ordnung in 4(r<n—4), 
deren re Polaren simmtlich conjugirt sind den vier Formen g;. Fiir 
r=0 ist F eine der Formen fe (k= 1 .-. (mn — 3)), fir r——1 

n—1 
sei F’ eine ganz beliebige Function (m — 1)" Ordnung. 
Ist nun: 


(8) "F (4) = > oe My Artr-P , 


so fiigen wir zu der Matrix (7) als (» — 1) Horizontalreihe hinzu: 
My Srp + My Sp Eo Ee Ming Sy = +4 My—aSmpa E Mtn Se Ho Mine Sy 


wodurch wir » Determinanten erhalten, von welchen jede den Factor: 
r+-1 


>? (— IPspartt- 
0 


hat, 


1* 








4 Wirzeto Sraat. 


Nach Wegheben desselben bleibt folgende Matrix tibrig: 


My Mm, +:> Mn—1 | 
I m, Mo ene Mn i 

(9) | M41 tte ees Mn+r | == 0, 
| 


| be+42,0 A+ Dyp49,1 Wag Oa by+2,n—1 A+ bp+2,n | 
a : : 
| 


Da—2,0 A + Dn—2,1 oe eae bn~2,0—1 A + Da—2,n 





Hierdurch sind » Ebenenbiischel (n — r — 3) Ordnung dar- 
gestellt, zwischen deren Gleichungen aber lineare Relationen mit con- 
stanten Coefficienten bestehen. Fiigt man namlich zur Matrix (9) als 
letzte Horizontalreihe hinzu: 


My+1 Merg «+ - Metn (k= —1, 0, owe Yr), 


so verschwindet die nun vollstindige n-reihige Determinante und wir 
erhalten somit 

n—(r+2)—=n—r—2 
linear unabhiingige zu R, perspective Ebenenbiischel (mn —*—3)*" Ord- 


nung, welche zu einer Form "F (a) gehoren. 

Ausser diesen Relationen zwischen den Gleichungen der » Ebenen- 
biischel, giebt es aber noch (wm — r — 4) andere, deren Coefficienten 
lineare Functionen von 4 sind. Man erhilt dieselben, wenn zur 
Matrix (9) als letzte Horizontalreihe hinzugefiigt wird: 


Dio A+ Dar, « . ~ Den-1 4+ din 
k=(r-+ 2), (r +3)... (n — 38). 


Die Gesammtheit der von den b,_2,, unabhingigen linearen Gleichungen 
zwischen den » Ebenenbiischeln ist demnach: 
n—-r—4+rt+2—n—2, 
d. h. aber: Die einander entsprechenden Ebenen aller dieser Biischel 
enthalten dieselbe Gerade oder die » Ebenenbiischel sind perspectiv 
zu derselben Regelfliiche, welche selbst perspectiv zu R, ist. Die 
Gleichung dieser Regelfliche erhalten wir leicht, indem wir aus den 
Gleichungen von (n — r — 2) linear unabhingiger Ebenenbiischel die 
Gréssen 1, 2... 4*-"-5 eliminiren. Die Ordnung der Filiche ist 
somit gleich (n —r— 2). Wir haben den Satz: 


n+r 
Zu jeder Function F(a) (n +r)" Ordnung, deren stimmtliche 
re Polaren conjugirt sind den vier Formen ;(a), gehdrt eine zu R,, 
perspective Regelschaar (n — r — 2)'" Ordnung. 


fiir 
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Fiigen wir zu der Matrix (9) als letzte Horizontalreihe hinzu: 
bA+b,, DAD, .. 4 ud td, 


und ist: 
94 = > (— 1)? aip ba-p, 
0 


so erhalten wir die Gleichung des _,,Punkt-Ebenenbiischels“, welcher 
aus dem Punkte z die Regelschaar (n — r — 2)" Ordnung projicirt. 


§ 2. 
nr 
Ueber die Formen /' (A). 


1) Unter der Voraussetzung, dass zwischen den a;, keine wesent- 
lichen Relationen bestehen, also die R, allgemeiner Natur ist, mége 


bei gegebenem ry die Zahl der linear unabhiingigen Functionen F (a) 
bestimmt werden. 


Es ist: 
n+r 
a+r 
Fa) = >} ("F7) my art» 
0 
und es gelten die Gleichungen: 


(10) > (— 1)? mip Gin—p = 0 
0 
fiir 
t=0,1...7; t—1,2,3,4. 
Zwischen den (n + 7 -+ 1) Coefficienten m, giebt es also 4(r + 1) 
homogene lineare Gleichungen. Es giebt folglich (n — 3r — 3) linear 


unabhiingige Functionen F(a) oder co*—-3*-4 derselben, welche ein 
lineares System bilden. Ferner ergeben die Gleichungen (10) den Satz: 


Die (n — 3r — 3)-reihigen Determinanten, welche aus den Coeffi- 


cienten der linear wunabhdngigen F(a) gebildet werden kinnen, sind 
proportional Functionen (r + 1)" Ordnung der vierreihigen Deter- 
minanten | dy M_Gy ds\. 

Es giebt nun auch im Allgemeinen co*-**-4 zu R, perspective 
Regelflichen (n — r — 2)' Ordnung, wobei 3r <<m—4. Die Ebenen- 
biischel, durch welche diese Regelflichen aus einem Punkte z des 
Raumes projicirt werden, bilden im Allgemeinen kein (§ 9, 4) lineares 
System. 


Kann r > nos 


und zwischen den a;, miissen gewisse Relationen bestehen. 





sein, so haben wir es mit speciellen R, zu thun 














Witueto Sraut, 


a+r 
2) Unter den Functionen F(a) kinnen in jedem Falle drei 


a+r, os n-+rs ~ ° 
F, F, F, ausgewdhit werden, so dass r, +7, +7r,=n—6 ist 
und zwischen den Polaren (n — 1)" Ordnung dieser Functionen keine 


lineare Relation besteht, deren Coefficienten unabhingig von A sind. ~ 


n—l 
Hierbei sei r, > 7, >7, >— 1 und.eine F(A) eine ganz beliebige 
Function (w — 1)’ Ordnung. 


nT 
Die drei Functionen F(a) bestimmen dann die R,, oder die zu 
ihr collinearen Curven vollstindig, da wir in den Polaren n'** Ordnung 
derselben gerade (n — 3) linear unabhingige zu den g;(4) conjugirte 
Formen besitzen. 
Um diese Auswahl zu treffen, nehmen wir fiir r, den gréssten zu 
R, gehérenden Werth. Es ist dann: 
n—4>r,> 7, 
2n—4 
weil die (w — 4)" Polaren einer Form JF (A) alle (nm — 3) Formen 
fe(4) erschépfen und weil fiir 7, = “—* die Gleichungen (10) lésbar 
sind. Ist r, = » — 4, so wiahlen wir 7, = 7,——1. Ist aber 
r,<n—4, so waihlen wir fir r,< 7, die zu R, gehdrende der 


a+r, 
Zahl yr, am niichsten stehende Zahl, so aber, dass die Function F (A) 
nicht Polare von F(a) ist. Es kénnen dann die Functionen "F'(a) 


und ‘F (a) keine gemeinsame Polare (nw — 1)'* Ordnung haben, weil 
sonst diese Functionen die (r,-+ 1) resp. (r, + 1)'* Polaren einer 


. i a a . ' 
Form (4) waren, deren simmtliche Polaren n'* Ordnung con- 


jugirt den 4 Functionen g;(4) sein miissten. 7, kénnte dann nicht 
die grésste zu R,, gehérende Zahl sein. Jedenfalls ist r, +-r,+2<n—3; 


weil die Polaren n'* Ordnung der beiden Formen "F'a) und "Fia) 
héchstens die (n — 3) Functionen /,(4) erschépfen diirfen. Es ist 
aber ferner ; 

r,—rm +1Sn—3r, —5, 


weil die (r, — 7,)'** Polaren von "F'(a) nur (7, — 7, + 1) Functionen 


a+r 
F (4), deren es im Allgemeinen (x — 3r, — 3) linear unabhingige 
giebt, absorbiren. Folglich ist: 
~ GO -— ¢ 
n—", —9>%r7,>— 


ae 
et 5) 
2 


Ist nun 7, +7,—"—5, so wahlen wir r, = — 1- 


PR PRR 54 
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Ist aber 7, + 7, < »—5, so giebt es sicher eine Function 
ars 
F(a) r,=n—6—7r,—7,; da die Polaren (» + 7,)'* Ordnung 


n+r, n+re n+r; 

der Formen F und F nur (7, +7,—2r,-+ 2) Functionen F (a), 
deren es im Allgemeinen (n» — 3r, — 3) linear unabhingige giebt, 
absorbiren. Es ist dann in der That 7, +7, +7, =n — 6. 
a+r, 2+T, 

Zwischen den Polaren (nw — 1) Ordnung der drei Formen F, F 

und F kann nun keine lineare Relation, deren Coefficienten von 4 
unabhingig sind, bestehen, denn sonst miissten sich diese drei Func- 


tionen aus den Polaren zweier anderen "F'(a) und "F'(a), wobei 
s, + s, = » — 5 ist, zusammensetzen lassen und die Polaren n'* Ord- 
nung der beiden letzten Formen miissten iibereinstimmen mit dem 
System der Formen f,(4).*) Die Zahlen rv, und 7, waren in diesem 
Falle nicht die gréssten zu R, gehérenden Zahlen. 


a+r, 
Hiermit ist unser Satz bewiesen; die drei Functionen F(a), 


F(a) und F(a) bestimmen die Curve R, vollstiindig und kénnen 
uater der Bedingung, dass r, + 7,-+7r,; = — 6 ist, beliebig an- 
genommen werden. Man kann hiernach ebensoviele Gattungen von 
Curven R, unterscheiden, als die Zahl » sich in eine Summe von 
drei ganzen positiven Zahlen, welche grésser als Null sind, zerfiillen 
lisst. Diese Zahl der Gattungen ist also die grésste ganze Zahl, 
ate ha 
12 

Zur Curve R, giebt es stets drei perspective Regelflichen von den 

Ordnungen /,, 1, und 1,, so dass 


welche in - enthalten ist. 


L=—n—r,—2, 
lL=—n—1r,—2, 
L=n—*?r, — 2, 
also 1, +1,-+1,—=2n ist. Diese drei Regelflichen sind, wie wir 
spiiter sehen werden, nicht perspectiv zu demselben Ebenenbiischel. 
3) Ist die Curve R, allgemeiner Natur, so folgt: 


n—T7 


fir n=1(mod.3) 1,=” oF _L=1i=—; 


3 ? 
2(n — 
a 
-. Ordnung, welche perspectiv zu R,, sind. 


Es giebt eine Regelschaar - x. Ordnung und oo Regel- 
schaaren ae f} 


Nes . . = wit 
Kir n=2 (mod.3) ist 7, —=7, = a; n= >: 


*) Siehe Anhang, 








Wisetm Srant. 
Es giebt co! Regelschaaren an Ordnung und oof Regel- 


ant 
3 


schaaren 2 ter Ordnung, welche perspectiv zu R, sind. 


Fir »=0 (mod. 3) ist r,=r, = 7, = =—§ 


Es giebt co? zu R, perspective Regelschaaren an ter Ordnung. 


Ueber die Curven C,,. 


1) Folgender Satz giebt uns den wichtigsten Zusammenhang zwischen 


Eigenschaften der "F (a) und der zu dieser Form gehérenden zu R, 
perspectiven Regelschaar. 


Liisst sich eine Function F (A) (n-+r)”" Ordnung, deren r* Polaren 
conjugivt den vier Functionen ;(4) sind, darstellen als eine Summe 
der v (n-+ rj" Potenzen der linearen Functionen (4 — u,), so lésst 
sich durch die Punkte u, von R, eine zu R, projective rationale Curve 
Co (w =v — r — 2) w Ordnung legen, welche mit R, diese v Punkte 
entsprechend gemein hat. Die Verbindungslinien entsprechender Punkte 
beider Curven liefern die Regelschaar (n — r — 2)" Ordnung, welche 


ou "F (A) gehort oder C,, ist auch perspectiv eu dieser Regelschaar. 
Der Beweis dieses Satzes ist ebenso zu fihren wie derjenige des 
analogen Satzes bei den ebenen Curven und kann deshalb iibergangen 
werden.*) Der Satz ist umkehrbar und heisst dann: 
Giebt es eine zu R, projective Curve C, w Ordnung, welche mit 
R, vv sich selbst entsprechende Punkte wu, gemein hat, so giebt es eine 


n+r 
Function F' (4) (r =v —w — 2), deren r Polaren conjugirt den 
Functionen (4) sind und welche sich darstellen lisst als eine Summe 


der v Potenzen (A—u,)"*". Die cu "F (a) gehirende Regelschaar 
(n — r — 2) Ordnung ist perspectiv zu Cy. 


n—1 
2) Betrachten wir den Fall r——1; F(A) ist eine beliebige 
Function (n —1)'* Ordnung, zu welcher eine Regelschaar (nm — 1)'*" Ord- 
nung gehért. Ist » gerade, so giebt es im Allgemeinen eine Dar- 


n—1 
. n ° 
stellung von F’ durch eine Summe von — Potenzen. C, ist von der 


2 
“—2 — , , 
“—= und ist die zur Regelschaar perspective Curve niederster 


Ordnung - 





Ordnung. 





*) Erz, rat. ebener Curven. Diese Annalen Bd, 38, 8. 567. 
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Ist m ungerade, so giebt es im Allgemeinen co! Darstellungen von 


n—1 
F durch eine Summe von “*! Potenzen. Auf der Regelfliiche liegen 


2 
n 


—1 
oo! Curven C, —;— '* Ordnung. 


a—1 
Ist bei ungeradem » die Function F darstellbar als Summe von 
n—1l 
"—1 Potenzen oder verschwindet die Katalektikante von F, so ist 
die Regelschaar (m — 1)" Ordnung so specialisirt, dass es eine zu 


ihr perspective Curve 2 ‘er Ordnung giebt. 
n—1l 
Ist F die Summe von drei Potenzen, so liegt auf der Regelfliiche 


n—1 . 
ein Kegelschnitt. Ist J’ die Summe zweier Potenzen, so hat die Regel- 
fiiche eine einfache Leitgerade (Sehne von R,); und ist endlich 


'F selbst eine Potenz, so ist w= 0 und die Regelfliiche ist in den 
Kegel (n — 1)’ Ordnung tibergegangen, welcher R, aus einem ihrer 
Punkte projicirt. 

3) Es giebt im Allgemeinen co! zu R, projective Curven C, 
we" Ordnung, welche mit R, (2w + 1) Punkte entsprechend gemein 
haben. Es miége die Ordnung der Correspondenzgleichung zwischen 
den Parametern zweier solcher Punkte bestimmt werden. Es ist hier 
zu setzen: 

v=2w+1; r=v—w—2=—w-—1. 


Da es nun oo*-*7-4 Functionen (+ r)' Ordnung FP (A) giebt, 
welche sich durch (» — 3r — 3) derselben linear ausdriicken lassen, 
so muss nach 1) folgende Gleichung bestehen: 

n—3w ao! 2w+1 

> hyp Fy (A) + > GJa(4 — Ug)? = 0. 

1 1 

Wir polarisiren diese Gleichung nach den (2w-+ 1) Gréssen pw, und 
erhalten durch Nullsetzen der Coefficienten der Potenzen von 4 da- 
durch (n — w — 1) Gleichungen. Sie sind linear in den (n — 3w) 
Gréssen hy und den symmetrischen Functionen der w,. Wir eliminiren 
aus innen die (n — 3w) Gréssen h, und erhalten: 


*— wit 
= ( 2w—1 


Gleichungen, welche in den symmetrischen Functionen der u, von der 
Ordnung (n — 3w) sind, Lésen wir w, und gw, von dem Systeme der 
#, ab, so haben wir ¢’ Gleichungen von der Ordnung (n —3w) in 
den Gréssen 1, (u, + m,), @,u. und den symmetrischen Functionen 
der uy... U2w41, deren es 2w giebt. Nun ist die Zahl der Producte 
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und Potenzen (mn — 3w)' Ordnung dieser 2w Functionen ebenfalls 
gleich ¢’, weshalb sie aus den gegebenen Gleichungen eliminirt werden 
kénnen. Es folgt zwischen w, und uw, eine Correspondenzgleichung 
von der Ordnung 
: n—w—l 

(11) be = (n — 30) ( a ): 

Hieraus findet man als Zahl der Curven C,,, welche durch einen 
n—w—l 


Punkt der R, gehen: ( ). Ist 3w —n—1, so legen 


2w 
alle C,, auf der Regelfliiche o— 2 
ist zu R,. 

4) Fir w= 1 folgt ¢, = (m — 2) (wn — 3) gleich der doppelten 
Zahl der dreifachen Secanten von R,, welche durch einen Punkt 
dieser Curve gehen. Es giebt co! zu R, perspective Regelflichen 
(nm — 2) Ordnung mit einfacher Leitgeraden. Unter den oo”—+ Func- 
tionen f; giebt es co', welche sich als Summe von drei Potenzen dar- 
stellen lassen.*) Fiir die R, muss die Bedingung erfiillt sein, dass 
es iiberhaupt eine Function f; giebt, dann aber ist R, eine ebene 
Curve und es giebt co? gerade Linien, welche mit R, in der gesuchten 
Lage sind. Fiir die R, giebt es nur eine Function /, vierter Ordnung, 
welche sich aber auf oo! Arten als Summe von drei Potenzen dar- 
stellen lisst. Bei der R; giebt es co! Functionen f/f; fiinfter Ordnung; 
jede ist die Summe von drei fiinften Potenzen. 


‘ee Ordnung, welche perspectiv 


5) Fiir w= 2 erhalten wir Folgendes. 


Unter den oo*—’ Functionen F (A) giebt es im Allgemeinen oo!, 
welche als Summe von fiinf Potenzen linearer Functionen von 4 dar- 
stellbar sind. Jede solche Darstellung liefert einen zu R, projectiven 
Kegelschnitt, welcher mit R, fiinf Punkte entsprechend gemein hat. 


Fiir die R, giebt es im Allgemeinen keine FB (4). Existirt aber 
eine solche, wozu zwei Bedingungen erforderlich sind, so ist R, per- 
spectiv zu einer Regelschaar zweiter Ordnung, welche von jeder Ebene 
in einem der gesuchten Kegelschnitte getroffen wird. 


Fiir die R, giebt es im Allgemeinen keine F (a). Existirt aber 
eine solehe, wozu eine Bedingung erforderlich ist, so giebt es co* der 
gesuchten Kegelschnitte, welche alle perspectiv zu einer zu R, per- 
spectiven Regelschaar dritter Ordnung liegen. 


8 
Bei der R, giebt es im Allgemeinen eine Function F(A), welche 
sich aber auf co! Arten durch eine Summe von fiinf Potenzen darstellen 


*) Vergl. Meyer, Apolaritit, S. 356. 
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lasst. Wir erhalten co! Kegelschnitte, welche auf der zu R, perspectiven 
Regelschaar vierter Ordnung liegen. 

Fiir die R,, (n>7) finden wir: Es giebt unter den co"? zu R, 
perspectiven Regelschaaren (n —3)'*" Ordnung deren co', welche per- 
spectiv zu einem Kegelschnitt sind. 

Aehnliches folgt, wenn w = 3 ist. 

6) Giebt es eine zu R, projective Curve C,, w'** Ordnung, welche 
mit R, (3w + 2) Punkte entsprechend gemein hat, so muss zwischen 
den Gréssen a;, eine Bedingungsgleichung bestehen, deren Orduung 
in den Determinanten | a,a,a,a;| bestimmt werden soll. Wir haben 
hier zu setzen: 

v=2w+2; r=w. 

Dann muss folgende Gleichung bestehen: 

n—3w—3 2 w+2 


> by Fe) + St4.(4—wyrre = 0. 
1 1 


Nachdem letztere nach den (2w-+ 2) Parametern uw, polarisirt worden 
ist, erhalten wir (n— w— 1) in den Coefficienten h, und den sym- 
metrischen Functionen der gu, lineare Gleichungen. Durch Elimination 
der h, ergeben sich hieraus 


ane ‘nm —w—l 
1 —( 2w+t2 ) 


Gleichungen, welche in den symmetrischen Functionen der w, von der 
Ordnung (n — 3w — 3) sind, Aus ihnen kénnen die Producte und 
Potenzen der letzteren gerade eliminirt werden. Das Resultat ist in 
den (» — 3w—3)-reihigen Determinanten, welche aus den Coefficienten 


der F(a) gebildet werden kénnen, von der Ordnung 7’. Diese Deter- 
minanten sind aber nach ($2, 1) proportional Functionen (7-1)! oder 
hier (w-+-1)'*" Ordnung der vierreihigen Determinanten |a,a,a,a;|. Dem- 
nach ist das Resultat in diesen Determinanten von der Ordnung: 


mn ,(n —w—] 
(12) 1. = (w+1)("o4 9"): 


Ist die Bedingungsgleichung erfiillt, so giebt es unter den co" —* 
zu KR, perspectiven Regelschaaren (n — w — 2) Ordnung eine mit 
einer Leitcurve w'e' Ordnung. 

7) Fir w=0 folgt v—=2, r=—0. C,, reducirt sich auf einen 
Punkt, welcher mit zwei Punkten von FR, zur Deckung kommt; d. h. 
R, hat einen Doppelpunkt. Die Bedingungsgleichung fiir einen Doppel- 
punkt der R, ist also in den vierreihigen Determinanten | a, a_a,ds 

(w—1) (n—2) 


von der Ordnung 
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Ist nm = 3, so muss es eine /, geben oder R, ist eben. 

Ist » = 4 so muss die eine Form /, als Summe azweier vierter 
Potenzen darstellbar sein oder sie ist eine harmonische Form. 

8) Fiir w= 1 folgt r—1, v—4. 

Ist n = 4 so folgt, dass R, eben ist und einen dreifachen Punkt 
besitzt, was drei Bedingungen erfordert. Dann giebt es aber co? 
solcher gerader Linien. 


6 
Ist » = 5, so muss eine Function F(A) existiren, was zwei Be- 
f ? 
dingungen erfordert. Dann aber giebt es co! der gesuchten Geraden, 


6 
da F(A) auf co! Arten durch eine Summe von vier Potenzen dar- 
stellbar ist. 


7 
Ist » = 6, so muss es eine F(A) geben, was eine Bedingung 


7 
erfordert. F'(A) lisst sich auf eine Art durch eine Summe von vier 
Potenzen darstellen. R, ist perspectiv zu einer Regelschaar dritter 
Ordnung, deren einfache Leitlinie die gesuchte Gerade ist. 


Ist »=7, so giebt es im Allgemeinen eine Form F(a), deren 
Katalektikante hier verschwinden muss. J, liegt dann auf einer 
Regelfliche vierter Ordnung mit einer einfachen geraden Leitlinie. 

9) Fiir w = 2 folgt r= 2; v = 6. 


12 
Ist » = 10, so giebt es im Allgemeinen eine Form F(A), deren 
Katalektikante hier verschwinden muss. R,, ist dann perspectiv zu 
einer Regelschaar sechster Ordnung mit einer vierfachen Tangentialebene. 


§ 4. 


° 


Die Curven C,, sind eben. 


1) Wir haben in § 3 rationale zu R, projective Curven C, be- 
trachtet, welche eine bestimmte Zahl von Punkten mit R, entsprechend 
gemein haben. Dabei war keine besondere Voraussetzung iiber die 
Natur der C,, getroffen worden. Es soll jetzt angenommen werden, 
C,, sei eine ebene Curve. Wir bestimmen zuniichst die Zahl der Be- 
dingungen, welche den v Punkten uw, der R, hierdurch auferlegt werden. 

Zu Grunde legen wir wieder die Gleichung: 

n—3r—3 


n-+-r = 
>? hy F,(4) + >i (A — uy)"*” = 0 
1 


1 
fiir jeden Werth von 4, es ist dann: 
w=mvu—r— 2, 
Durch Polarisiren nach den v Parametern mw, ergeben sich hieraus 
(n-+r—v-+1) Gleichungen, welche linear sind in den (n—3r—3) 


aa) 
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Gréssen h, und den symmetrischen Functionen der w,. Eliminiren 
wir aus denselben die Gréssen h,, so erhalten wir eine Matrix von 
(n+-r—v-+1) Verticalreihen und (n — 3r—3) Horizontalreihen, deren 
Elemente linear sind in den symmetrischen Functionen der u,. Alle 
(n—3r—3)-reihigen Determinanten dieser Matrix miissen verschwinden. 
Die Zahl der Bedingungen fiir die v Parameter mw, ist demnach:*) 


(n+-r—v0+1) — (n—3r—3) + 1—4r —v +5. 
Damit nun ferner die Curve C,, eben sei, miissen (w-+1) Punkte 
derselben einer Ebene angehéren. Dazu sind aber: 
(w+1)—4+ 1 = (w—2) 
Bedingungen erforderlich. 


Die Gesammtzahl der Bedingungen, welche wir den v Grdéssen 
ut, auferlegen, ist demnach: 


(4r—v+5) + (w—2)=3r+1. 
2) Damit die Zahl der ebenen Curven eine endliche sei, muss 
= 3r-+1 sein. Hs ist dann ferner: 
380+5 


w+i 
as _———— 


— 2 


~ 


T= 


Die Ordnung von C,, ist ungerade. Es soll jetzt die Anzahl dieser 
ebenen Curven C,, bestimmt werden. 

Wir haben zwei Systeme von Punktgruppen auf R,; erstens das- 
jenige von je v Elementen, welche durch die oben angegebene Matrix 
bestimmt sind und zweitens dasjenige von je » Elementen, welche 
einer Ebene angehéren. Bestimmen wir die Zahl von je (w+ 1) 
Elementen, welche zu Gruppen beider Systeme gehéren, und dividiren 


dieselbe durch (0 m 1). so erhalten wir die Zahl der in Frage stehen- 
den Curven C,. 

Zu diesem Zwecke werfen wir unsre Punktgruppen auf eine Curve 
Tuts (w+1)" Ordnung in einer Mannigfaltigkeit von (w-- 1) Dimen- 
sionen und suchen die Ordnung des Gebildes der linearen Mannig- 
faltigkeiten w'e' Dimension, welche sowohl durch Verbindung von je 
(w-+1) Elementen einer jeden Gruppe des ersten Systems als auch des 
zweiten Systems entstehen. Das Product der Ordnungen beider Ge- 
bilde ist dann die Zahl von je (w+1) Elementen, welche zu Gruppen 
beider Systeme gehdren. 

a) Wir betrachten das erste System. Die Zahl der Bedingungen ist: 


4r—v+5=— ss 4 


*) S. Anhang. 
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Die Zah! der Elemente einer Gruppe: 


swt 


» 


Daher kénnen von einer Gruppe stets: 


L. = et? oe 


Elemente beliebig gewiahlt werden. Es ist nun die Zahl der Vertical- 

reihen der in 1) angegebenen Matrix gleich: 
n—r—-v+l—n—w-—l 

und diejenige der Horizontalreihen gleich: 


30+9 
n—3r—3—n— 2t9. 


Werden somit (w — 2) Elemente einer Gruppe beliebig gewihlt, 
so giebt es noch:*) 


n—w-—-l n—w—l 
(,- seo )-( etd ) 


Gruppen von v Elementen, welche diese (w — 2) Elemente enthalten. 
v — (w—2) giebt uns die Zahl der noch tbrigen Elemente einer 


Gruppe an. 
% — 7") 
3 


ist demnach die Zahl von je (w-++-1) Elementen, von welchen (w — 2) 
beliebig gewihlt werden und welche in einer Gruppe von v Elementen 
enthalten sind. Da nun 2v = 3w + 5 ist, so erhalten wir 


n—w—l w-+9 
ve 3 


Gruppen von je (w-+ 1) Elementen, von welchen (w — 2) beliebig 
gewahlt werden und welche Theile von Gruppen von je » Elementen 
des ersten Systems sind. Durch eine lineare Mannigfaltigkeit (w— 3)‘ 
Dimension lassen sich daher p’ lineare Mannigfaltigkeiten a‘ Dimen- 
sion legen, welche je (w+ 1) zu einer Gruppe von v Elementen des 
ersten Systems gehérende Punkte auf T,,, ausschneiden. p’ ist die 
Ordnung des ersten Gebildes. 

b) Wir betrachten das zweite System von je » Punkten. 

Hier ist durch Annahme dreier Elemente die Gruppe bestimmt. 
Durch eine Mannigfaltigkeit von zwei Dimensionen lassen sich dem- 


nach — lineare Mannigfaltigkeiten «et Dimension legen, welche 


*) 8. Anhang. 
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je (w-+-1) zu einer Gruppe des zweiten Systems gehérende Punkte auf 


Tw 1 ausschneiden. (3-3) ist folglich die Ordnung des zweiten 
Gebildes. 


Da nun (w—2) die Dimension des ersten Gebildes und 3 diejenige 
des zweiten Gebildes ist und 


w—-24+3—20+1, 
so haben beide Gebilde die endliche -Zahl: 


,(n—3 
¥ (wo) 
von Mannigfaltigkeiten w'* Dimension gemein, 
Die gesuchte Zahl der ebenen Curven C,, ist daher: 


‘ n—w—l w+9 3w+5 
m=) (Te )CF) (CD) 
2 3 w+ 


oder nach einer einfachen Umformung: 


(8) p= (Seas) ("$1 


Es giebt bei der allgemeinen R, stets pw ebene 2u Ry projectiven 
Curven C, w' Ordnung, welche mit Ry, sets Punkte entsprechend 


gemein haben, w ist eine wngerade Zahl. 
3) Schliesen wir an 1) dieses Paragraphen an, so erhalten wir fiir 
38w+4 
v=Sr+2, ret, yo ett 
noch oo! ebene Curven C,,. Ein ahnliches Verfahren, wie es in 2) 
eingeschlagen wurde, fiihrt zu dem Satze: 
Die Zahl der durch einen beliebigen Punkt gehenden Ebenen der 
zu R, projectiven ebenen Curven C, wt Ordnung, welche mit R, 


sets + Punkte entsprechend gemein haben, ist gleich: 


n—2 
(14) po— (au) (“+ ?). 


Die Ordnung von C,, muss hier eine gerade Zahl sein. 


Die Zahl der Curven C,,, welche durch einen Punkt der R,, gehen, 
ist gleich: 


(ses 
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4) Setzen wir ferner: 


vmSr-+3; ra “—!, gan ES 
so finden wir: : 

Es giebt oo? ebene zu R, projective Curven C, ww" Ordnung, 
welche mit R, je + 3 Punkte entsprechend gemein haben. Durch 
eine Gerade gehen 


n—1 
(15) Pro = (2 +3) - t ') 
Ebenen dieser Curven; w ist eine wngerade Zahl. 
5) Ist endlich: 


w—2 3w+2 


so finden wir: 
Es giebt o0* ebene zu R, projective Curven C,, welche mit R, je 


= Punkte entsprechend gemein haben. Jede Ebene enthdlt 


n n 
(16) Po —( +) * 4 ') -_ (a: ) 


soleher Curven C,,; w ist eine gerade Zahl. 


§ 5. 
Folgerungen aus dem Vorhergehenden, die mehrfachen Tangentialebenen 
der zu R, perspectiven Regelschaaren. 


Mit Hiilfe der Siitze des vorhergehenden Paragraphen sind wir im 
Stande, das Verhalten der zu R,, perspectiven Regelschaaren gegeniiber 
den Ebenen des Raumes anzugeben. Die projectiven Curven R, und 
C,, erzeugen durch die Verbindungsgeraden entsprechender Punkte eine 
Regelfliiche von der Ordnung k = n —r—2—n-+ w —v. 

Die Ebene der Curve C,, ist aber eine d-fache Tangentialebene 
der Regelfliiche, wenn: 


d=n—v. 
1) Ist nun 
3w-+5 
p— sets 
so erhalten wir: 
n—d—1 Q2n—2d—5 Qn+d—5 
fa | sea} v=n—d; bean 2S = 


3 


und nach (§ 4, (13)) folgt: Die Zahl der d-fachen Tangentialebenen 
der zu R,, perspectiven Regelfliichen k" Ordnung ist gleich 
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3 2n—2d—2 
(13b) pa= (3-3) ( 3 ) n —d — 1=0 (mod. 3). 


17 





3 
Ist insbesondere d = 3, so erhalten wir die Zahl der dreifachen Tan- 
gentialebenen. 
— 1 ; w= saat : gamn—3; kam ae=). 


Wir haben es, dar den gréssten Werth annimmt, mit einer Regel- 
fliche zu thun; die Zahl ihrer dreifachen Ebenen ist: 


_ (7 )\_ «-6-96-6 
P3 = 3 = 2 ; 
wie bekannt. 

Fir d — 4 erhalten wir: 








— 2n —13 2n—1 
ron"; w= = ; vmn—4; k= ; 
und: 
_ nm—3 (2n— 10) (2% — 18) (2n— 16) . 
Ps = 37303 i 2 3 





Unter den oo! zu der allgemeinen R,, perspectiven Regelschaaren 
7 Ordnung giebt es also 32, welche eine vierfache Tangentialebene 
besitzen. 

2) Setzen wir: 





3w+4 
. — i 2 
so erhalten wir: 
cen S28, wee SS, ome ai kaw 2*td—4 
3 ? 3 ’ 3 


und nach (§ 4, (14)) folgt: die d-fachen Tangentialebenen der zu Rn 


perspectiven Regelflichen k" Ordnung bilden einen Ebenenbiischel der 
Ordnung: 


9 2n—2d—1 
(14b) pa= (%—3) ( : ) n — d—2=0 (mod. 3). 
Setzen wir d = 2, so ist: 


n—4 2n—8 
73 =-— 3 yv=n—2; k= 


‘= 








2(m—1) | 
3 


Da r den gréssten Werth annimmt, haben wir es mit einer Regelfliiche 
zu thun. Ihre Doppeltangentialebenen bilden einen Biischel der 


Ordnung : 
2n—5 
, : . k—1) (k—2) 
w= (“E")— Bante, 


Mathematische Annalen. XL. 


wie bekannt. 
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Setzen wir d = 3, so ist: 


n—5. 2n —10. : 3: 
‘-———; «eo; t= n— 3; 

und ferner: 
iad n— 2 (2n--7) (2m— 10) 
dts on 


Die dreifachen Tangentialebenen der zu der allgemeinen FR, perspectiven 
Regelfliichen 5'e* Ordnung bilden einen Biischel 18'* Ordnung. 
3) Wir setzen 


_ 3w-+3 
ie 3 
und erhalten: 
n—d—8 Qni— 2d—3 Qn+d—3 
a} ea vu=n—d; k= +é— 


und nach (§ 4, (15)) folgt: Die d-fachen Tangentialebenen der zu R,, 
perspectiven Regelflichen kr Ordnung umhiillen eine Fiche der Classe: 


(5b) pg = 29) ie i); n — d=0 (mod. 3). 


Setzen wir hier d = 1, so ist: 


n—4 2n—5 
r=———; w= — >: v=n—1; 


,- 2(% — 1) 
3 3 codename 


3 
Da rx den gréssten Werth annimmt, so haben wir es mit den 
Tangeutialebenen einer Regelfliche zu thun, ihre Classe ist 
” 2(m — 1 
Py an 20 = a =k. 
Setzen wir d — 2, so ist 


m—5. 
= ; 0O= 


8 


2n—T7 ¢ 1 2n—1 
ss Ue — 2; k = —___ 








und 
»  2(n—1) (n—2) 
p," = 20-9) (n—2) | 


Die Doppeltangentialebenen der zu der allgemeinen R, perspectiven 
Regelflichen 5'** Ordnung umhiillen eine Fliche 28' Classe. 
Setzen wir: 
d=n— 3, 
so ist: 
r=0; wel; v=—_3; k=n—?2 


” a n-- 1 — (m — 1) (n — 2) (n—3) . 
Pir-s = 2( 3 )= 3 


und ferner: 


Wir erhalten in diesem Falle die Flache der dreifachen Sekanten von R,,. 


4) Wir setzen 
_ 3w+2 


v= = 
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und erhalten: 


n—d—A4, 


2n—2d —2. 
—— oe 


und nach (§ 4, (16)) folgt: Jede Ebene des Raumes ist d-fache Tan- 


gentialebene von py zu R, perspectiven Regelflichen ke" Ordnung und 
es ist: 


v=n—d; k= —— ——— 


(16 b) pi = ("); »—d—1=0 (mod. 3). 
Setzen wir, hier d = 0 so ist: 
_.. eS oun 28 —*. Os ee aes 
=) we en; ke 


Da d = 0 ist, wird, was selbstverstiindlich ist, die Fliche keT Classe 
nicht von jeder beliebigen Ebene beriihrt. — 

5) Zusiiteliche Bemerkung tiber ebene Curven. Bei der ebenen R, 
kann man fragen nach den d-fachen Tangenten der zu R, perspectiven 
Strahlenbiischel k*** Ordnung. Man erhilt in thnlicher Weise wie 

n+d—8 


oben folgende Resultate: Ist k = —“~—— so giebt es 


° n—d—1 
_ eo a 7 
—— (3 -- 9) ( 9 ) 


Strahlenbiischel k't Classe, welche eine d-fache Tangente haben. 


Ist aber: k = ate—*, so bilden die d-fachen Tangenten der 


zu R, perspectiven Strahlenbiischel k'e' Ordnung einen Biischel der 
Ordnung: 
=’, — n—d n— ] . 
o Wud 


Ist endlich kK = "+4—*\ 0 ist jede Gerade der Ebene d-fache 


Tangente von (11) Strahlenbiischeln /'* Ordnung. — 


§ 6. 
Ueber besondere Punkte auf R,,. 


1) Projicirt man R, aus einem ihrer Punkte w auf eine Ebene, 
so entsteht eine ebene Curve Ri, (m—1)'*" Ordnung, zu deren 
»geraden Schnitten“ (n —3) linear unabhingige Formen f;, (4) (n—1)'*" 
Ordnung conjugirt sind. Kann Rj_; auf besondere Weise erzeugt 
werden , so erhalten wir auch besondere Projectionscentren uw auf R,. 

Zuniichst mége das System der Formen /;'(4) bestimmt werden, 

2* 
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Es sei R,_, dargestellt durch : 
n—1 7 
TYe = ¥o(4) = >? agp? (@ = 1, 2, 3). : 


0 


Die zu den vier Formen g;(4) conjugirten Formen /,(4) n'* Ordnung 
sind dann auch conjugirt zu den drei Formen: 


n—1 n—1 
(A— m) ge (2) = — w>P agp dt? + > appa”. 
0 0 
Ist nun 
fd) = DF (5) bara 
0 
so folgt: 


n—1 
>? (= 1)? (apt + Oa.pt1) deynp-1 = 0 
0 
d. h, aber: die Functionen f;' (4) (n—1)" Ordnung sind identisch mit 
den (n—3) nach uw polarisirten Formen f,(4) n*” Ordnung.*) 

2) Wir haben bei der Betrachtung der ebenen rationalen Curven 
folgenden Satz gefunden:**) 

Kann eine zu R,_, projective Curve C, w'* Ordnung so liegen, 
dass sie mit R,, (3w-+ 3) Punkt entsprechend gemein hat, so 
besteht zwischen den (n — 3)-reihigen Determinanten, welche aus den 
Coefficienten der zu den g,(u) conjugirten Formen gebildet werden 
kénnen, eine Gleichung von der Ordnung: 

P n—w—2 

2(w + 1) ( Pig ) 
Ist nun R,_, das perspective Bild von R, und w das Projectionscen- 
trum, so sind alle (n—3)-reihigen Determinanten Functionen (n— 3)‘ 
Ordnung von uw. Es giebt daher: 

__ a) (n—w—2 

(17) 2(w+1)(m—3) ("3,83 ) 
Punkte auf R,, von welchen aus diese Curve in eine ebene R,_, mit 
oben angegebener Eigenschaft projicirt wird. 

3) Fiir w = 0 folgt hieraus: Es giebt 

(n—2) (n— 3) (n—4) 

oo 
Punkte auf R,, von welchen aus diese Curve in eine ebene Ry; mit 
dreifachem Punkte projicirt wird. Diese Punkte von R, liegen des- 


*) Vergl. Fr. Meyer. Ueber Discriminanten etc. Diese Annal. Bd. 38, S. 379. 
**) Erz. rat. ebener Curven. Diese Ann. Bd. 38, 8. 572. 
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halb auf vierfachen Sekanten der R, und die Zahl dieser vierfachen 
Sekanten ist gleich:*) 
(mn — 2) (» — 88 (nw — 4) | 
ta 3.4 
4) Fiir w = 1, erhalten wir: 
4(n — 3)?(m — 4)(m — 5) (m — 6)(m — 7) (m— 8) 
7 1.2.3.4.5.6 





Punkte auf R,, von welchen aus R, in eine ebene R,_; projicirt 
wird, welche - perspectiv zu einem Strahlenbiischel (n— 6)" Ordnung 
mit einer (n—7)-fachen Tangente ist. 


5) Setzen wir w= a= , so finden wir a re Punkte auf 


R,, welche Mittelpunkte der zu R,, perspectiven Punkt-Ebenenbiischeln 
— ‘e Ordnung sind. Dies gilt fiir jedes ungerade », also auch 


wenn (»—5) nicht durch 4 theilbar ist; denn die Bedingung, dass 
3n—5 
ie 
fiir ungerades » zu der ebenen R,_, eine Form F(A) gebért, ist in 
n—1 
2 


ten 


den (n—3)-reihigen Determinanten der (b;, 4+ dxp41) von der 
Ordnung. 


§ 7. 
Die zu R, perspectiven Ebenenbiischel. 


1) Wir betrachten zunichst einen zu R, perspectiven Ebenenbiischel 
g* Ordnung in Verbindung mit einer zu R, perspectiven Regelschaar 


(n — s — 2) Ordnung, zu welcher die Function F(a) gehoren mige. 
Beide Gebilde erzeugen in den Schnitten entsprechender Elemente eine 
rationale Curve (g -+- » — s — 2) Ordnung. Diese ist aber die Curve 
R, selbst und der Rest kann nur aus solchen Strahlen der Regel- 
schaar bestehen, welche in den ihnen entsprechenden Ebenen des 
Biischels liegen. Die Zahl dieser Geraden ist also gleich (g — s — 2). 
Wir wollen die Parameter dieser Geraden als Elemente der Regelschaar 
bestimmen. 
Die Gleichung des Ebenenbiischels sei gegeben in: 


gv 

Wa) = 0. 
Die linke Seite derselben ist eine ganze Function g'* Ordnung in 4, 
deren Coefficienten lineare homogene Functionen der Coordinaten 2; 
eines veranderlichen Punktes sind. 

*) Herr Fr. Meyer hat diese Zahl auf anderem Wege gefunden und hieraus 

die Ordnung der Fliche der dreifachen Sekanten abgeleitet. Vgl. Discriminanten etc, 
Diese Annalen Bd. 38, 8, 380. 
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Setzen wir hier die Ausdriicke fiir die Coordinaten der R, ein, 
also ex; = ;(u), so muss der Factor (A—w) heraustreten und wir 
erhalten nach Wegheben desselben eine Gleichung: 


a—l 
n—1 g-i 
X () =>? '¥3 (a) wre = 0 


in 4 von (g — 1)", in w von (n —1)'* Ordnung. Die Wurzeln von 


Xu) = 0 geben die (n — 1) Punkte von R,, in welchen die Eberie 4 
des Biischels, abgesehen von diesem Punkte 4 die Curve R, noch 
schneidet. Enthalt aber diese Ebene 4 zugleich den Strahl 4 der 
Regelschaar, so schneidet sie dieselbe ausserdem in einer zu R, pro- 
jectiven Curve (m — s — 3) Ordnung, welche mit R, die durch 
X(w) = 0 bestimmten (x — 1) Punkte entsprechend gemein hat. Es 


muss sich daher nach (§ 3, 1) ¥ darstellen lassen als eine Summe der 
(n—1) Potenzen (A—u,)"+*, wenn gw, die Wurzeln von X(w) = 0 sind. 


n— 


1 
Es ist demnach X(u) conjugirt zu allen (s+ 1)" Polaren von 


n+s 
F(u). Polarisiren wir nun die Form: 


ote el n+s 
7 
F(u) = > ( ) Mm, w'ts—P 
er ‘ 
' Pp 


nach den Wurzeln einer beliebigen Gleichung (s + 1)" Ordnung 
a+1 
s+1 
4(#) => (- L)?ypurrt-? = 0. 
0 


so erhalten wir: 
s+1 


n—t1 
n—l oe 
F q )* P Mp-to Astt—of + 


0 Vv 


n—1 
Diese Form ist conjugirt zu X(u), weshalb folgt: 


n—1l s+1 


g~-1 ; 
> {(- 1)s n—1-a(4) >? My+9 bisa} =, 
0 


0 


eine Gleichung (g—1)*" Ordnung in 4, deren Wurzeln zum Theile 
mit den (g—s—2) gesuchten Parametern iibereinstimmen. Da nun 


n—1 n+s 
die Form X(u) conjugirt ist zu allen (s-+-1) Polaren der F'(u), sobald 
unter den (s + 1) Parametern, nach welchen Fu) polarisirt wurde, 


s+ 
der Parameter 4 enthalten ist (§ 6, 1), so hat die letzte Gleichung (a) 


2 
a 
a a 
Ea 
3 
% 
%, 
} 


mF oS arn 





ir 


in 


Id 





fa 
a 
ah 
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s+ 
als .Factor. Nach Wegheben desselben finden wir eine von 4(w) 
unabhiingige Gleichung: 
g—s—2 


O(A) = 0 
(g—s—2)' Ordnung, deren Wurzeln die gesuchten Parameter der 


Geraden sind. Die Function ® kann, wenn Fa) und die Gleichung 


(a) des Ebenenbiischels gegeben sind, stets leicht aufgestellt werden. 
Ihre Coefficienten sind lineare Functionen der Coefficienten m, von 


F und der Constanten, welche in (2) auftreten. Verschwindet (A) 
identisch, so ist der Ebenenbiischel perspectiv zur Regelschaar. 

2) Zu Gleichungen der zu R, perspectiven Ebenenbiischel kommen 
wir, indem wir die zu zweien zu R, perspectiven Regelschaaren per- 
spectiven Ebenenbiischel bestimmen. Die zu den beiden Regelfliichen 
gehérenden Formen seien: 


si n-tr 
nr %, | . ; 
F(A) = >? (” + ") My, Antr—P 
( # 
und 
u-rs 


r+s se ' \ P 
fn = Sp) mie 
0 


Sie diirfen nicht Polaren einer héheren Form, welche zu den g;(A) 
conjugirt ist, sein; sie diirfen also keine gemeinsame Polare (m—1)'* 
Ordnung haben. Dann erhalten wir nach (§ i, (9)) die Gleichung 
des zu beiden Regelschaaren perspectiven Ebenenbiischels in: 


Mo tee Mn—1 
my one My 
My see Mn+r 
, , | 
My vee Mn—1 = 
, , 
m4 eee Mts 
br+o48,04 oe Drts+3,1 oii Dy+s4-3,n—1 A + Dr4-s43,n 
by 2,0 A -{- Dy- 2,1 => b,,.. 2,n—14 + Da—2, M 


Dies ist die Gleichung eines zu R, perspectiven Ebenenbiischels 
(n —r—s—4)'* Ordnung, welcher perspectiv ist zu den beiden Regel- 
schaaren (vn —r— 2)" und (n—s —2)'e" Ordnung. Sind drei Functionen 
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"F(a gegeben, so kann man durch Combination von je zweien der- 
selben, die Gleichungen dreier verschiedener Ebenenbiischel ableiten, 
sobald zwischen den Polaren (n—1)'** Ordnung derselben keine lineare 
Relation besteht. Im andern Falle sind die drei Regelschaaren per- 
spektiv zu demselben Ebenenbiischel. 


3) In (§ 2, 2) haben wir gezeigt, dass unter allen Umstainden 


drei Functionen "Fe ¥ * gefunden werden kénnen, so dass 
nt+n+r=n—6 

ist und zwischen den Polaren (n—1)'*" Ordnung dieser Formen keine 
lineare Relation besteht. Dabei ist 7, > 7, >r,>—1. Die drei 
Functionen bestimmen die R, voilstindig und zugleich drei Regel- 
flichen, welche nicht perspectiv zu demselben Ebenenbiischel sind. Je 
zwei dieser Regelflachen sind perspectiv zu einem Ebenenbiischel, dessen 
Ordnung mit g, resp. g, oder g, bezeichnet werden mége. Dann ist 


nach 2) 
n—ry—%,—4=7+2—9; KRtEHR=HN—1,-2—],, 
N—%—1,—4=er7+2=—9; *Kty=n—7,—-2—h, 
n—r3— 7 —4=rn+2—H; BEH=N-—T—2=—h, 


1 29229;21 
und 


I. + 92+ 93 = 0. 
Die Gleichungen dieser drei Ebenenbiischel schreiben wir: 


9 92 93 
¥,(a) = 0; ¥,(2) = 0; ¥,(a)—0. 


4) Wir kénnen nun zeigen, dass die Gleichung eines jeden zu R,, 
perspectiven Ebenenbiischels sich durch Addition der drei letzten Glei- 
chungen, nachdem diese mit gewissen ganzen Functionen von 4 multi- 
plicirt worden sind, herstellen laisst. Die Gleichung eines beliebigen 
zu R, perspectiven Biischels g‘** Ordnung sei gegeben in: 


¥(a) =0. 
Nach 1) liegen (g — ry, — 2) Strahlen der Regelschaar /,'* Ordnung 
in den ihnen entsprechenden Ebenen dieses Biischels, deren Parameter 


I~ % 
durch eine aufstellbare Gleichung (4) = 0 gegeben sind. 
Wir bilden nun die Gleichung eines zu R, perspectiven Ebenen- 
biischels Q g'** Ordnung in folgendem Ausdrucke: 


I-11 ‘Sr I-92 = 9-9 Ys 
(a) = hy, (2) ¥, (&) + ha (A) He (@) + by O5(2) ¥, (2). 
Die Constanten k,, k,, k, kénnen wir ferner so bestimmen, dass der 


Biischel @ mit dem Biischel ¥ die dem Parameterwerthe w zukommende 


fies Nes Ris. 


voceltC“wr 


eae as a a 
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Ebene entsprechend gemein hat. Entweder ist nun W mit & identisch 
oder nicht, In dem letzteren Falle erzeugen die beiden Ebenenbiischel 
eine zu R, perspective Regelschaar der Ordnung (2g — 1), welche 
mit den Regelschaaren 1,, /,, J,‘ Ordnung (g — g,) resp. (9; — 92) 
und (g — g,) Erzeugende entsprechend gemein hat. Die Regelschaaren 
(2g — 1)" Ordnung und /,'* Ordnung sind perspectiv zu R, und des- 
halb perspectiv zu einem Ebenenbiischel 


g-1 

(29—1) + (+93) — (G—9%) — » = (g—1)'* Ordnung ao. 

Dieser Biischel aber enthilt (g —g,) Ebenen, in welchen die 
ihnen entsprechenden Strahlen der Regelschaar 7,'" Ordnung liegen. 
Da aber: 

(9—1— 92) <9 — I» 

so ist dieser Biischel @ perspectiv zur Regelschaar /,'* Ordnung und 
aus demselben Grunde auch perspectiv zur Regelschaar /,'** Ordnung. 
Die drei Regelschaaren /,, 7, und /,'** Ordnung miissten also perspectiv 
zu einem und demselben Ebenenbiischel sein, was nicht der Fall ist. 


Es ist folglich Wa) mit Q(a), abgesehen von einem constanten 
Factor, identisch; und folglich kann die Gleichung eines jeden zu R, 
perspectiven Ebenenbiischels g'** Ordnung dargestellt werden in: 


g 9 a I-92 92 I~ Is 
(18) ¥ (a) = ya) ¥, (4) + Ig, (A) W, (a) + fy 5 (A) ¥, (2). 
In dem Ausdrucke rechts treten (3g — n + 3) Constante auf; es giebt 
deshalb (3g —"-+ 3) linear unabhéngige zu R, perspective Ebenen- 
biischel g** Ordnung oder es giebt o0°9-"+* derselben, welche ein lineares 
System bilden, da ihre Gleichungen durch Addition von (3g — n — 3) 
linear unabhingigen Gleichungen gefunden werden. 


§ 8. 
Ueber besondere zu R,, covariante Punktgebilde. 


1) Aus dem Punkte z des Raumes wird R, in eine ebene Curve 
R,, projicirt, welche auf besondere Weise erzeugt werden kann, wenn z 
besondere Lagen im Raume annimmt. Bei der Betrachtung der ebenen 
rationalen Curven haben wir den Satz gefunden :*) 

»Kann eine zu R, projective Curve C,, w'** Ordnung so liegen, 
dass beide Curven (3w + 3) Punkte entsprechend gemein haben, so 
besteht zwischen den (n— 2)-reihigen Determinanten der by» eine 
Gleichung von der Ordnung: 

n-—w—l 


2 +1) ("S043 
*) Diese Annalen Bd. 38, 8. 572. 
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Mit Hiilfe von (§ :. (6) schliessen wir hieraus: der Ort der Punkte 


2 aus welchen R, in eine ebene Ri projicirt wird, die mit einer eu ihr © f 
projectiven C,, (3w-+3) Punkte entsprechend gemein hat, ist eine Fliiche ~ r 
von der Ordnung: s 


ii, n—w—l 
2(w + 1) ( 3w +3 ): 

2) Fiir w = 0 erhalten wir wie friiher als Ordnung der Flache der 
dreifachen Sekanten von R, wieder: 

(m— 1) (2 — 2) (2 — 8) 
3 ‘ 

Fir w= 1 kann man die sechs auf R, sich ergebenden Punkte 
durch eine rationale ebene Curve C, verbinden, welche in 2 einen | 
Doppelpunkt hat und so projectiv zu R, ist, dass diese 6 Punkte sich 
selbst entsprechen. Es ist also der Ort der Doppelpunkte der zu R, 
projectiven ebenen C,, welche mit R, sechs Punkte entsprechend 

asi 
gemein haben, eine Flache von der Ordnung 4(” 6 *h, wihrend 


die Ebenen dieser C, eine Fliche von der Classe 4(” 6 ‘) umhiillen. 
(§ 4, (15)). Beide Flichen sind eindeutig auf einander bezogen. 


‘ n—4 — 7 tee 
3) Ist w = —{—, so finden wir eine F’ldche --‘ Ordnung, welche 


die Mittelpunkte der zu R, perspectiven Punkt-Ebenenbiischel ~ _— ¥ 
Ordnung enthdlt. Dies gilt auch noch, wenn » nicht durch 4 theilbar 
ist. R, liegt auf’ dieser Fliche. 

4) Bei geradem » fragen wir weiter nach den Mittelpunkten der 7 
n— 4 





zu R, perspectiven Punkt-Ebenenbiischel te Ordnung. 


> 


Nach (§ 7, 4) wissen wir, dass es 








o n—4 ‘ n—6 
3-5 —n+3=— - 


: sit . a. n—4 
linear unabhiingige zu R, perspective Ebenenbiischel an Ordnung ~ 


gibt, aus deren Gleichungen sich die Gleichungen aller iibrigen linear 
zusammensetzen lassen. Die Coordinaten der Ebenen eines dieser Biischel 
seien gegeben in: 


Bier Hi. pars 


A ape 


a— 


i 
2 2 
OU; = Hy A + ad + ie ok -4° 


t 2 


n—¢ 


: = ° : . n—6 om & 
Hierbei sind die a;, lineare Functionen von —~— gegebenen Grdssen, | 


deren Coefficienteu so bestimmt werden miissen, dass alle Ebenen des © 





kte © 


thr 
che 


der 


kte 
1en 
‘ich 
R. 


end 


end 


len. 


Iche 
» 
—. we 


ibar 


der 


ung 


near 
chel 





& 
3 
3 
ee 
| 


sen, 7 


des F 


ies 


ae 


Bd 


Rationale Raumcurven. 


27 


Biischels durch einen Punkt gehen. Es verschwinden somit alle vier- 
reihigen Determinanten der Matrix: 


Big Sy °° @ 








| 

a. . . 
- | on 0. 
Bs * : | 
G59 ie Se 

Se 

. =s —8 : — 
Das sind +1-—3= = Bedingungen fiir die “— ; °. Coef- 


ficienten , “ite demnach neithaiines sind.*) Wir finden somit 


(n — 2) (nm — 4) (n — 6) 
2.4.6 





Punkt-Ebenenbiischel, *—_* ‘e Ordnung, welche perspectiv zu R, sind. 
Die Mittelpunkte derselben liegen auf der Fliche =" Ordnung, welche 
in 3) gefunden wurde, und sind Knotenpunkte derselben. 

Fiir xn = 8 enthilt die Fliche vierter Ordnung die Doppelcurven 
aller zu R, perspectiven Regelschaaren fiinfter Ordnung. 

Fiir » = 10 hat die Fliche ftinfter Ordnung vier Knotenpunkte 
und enthilt die Doppelcurve 10'* Ordnung der zu Ry. perspectiven 
Regelfliche sechster Ordnung. Letztere hat in den vier Knotenpunkten 
der ersten Fliche dreifache Punkte. 

5) Wir aehmen jetzt an, sei 20-9 und fragen nach den zu 


R, perspectiven Punkt-Ebenenbiischeln ~—~ 3 ter Ordnung. Es giebt im 
Allgemeinen nach (§ 7, 4) = el —n oe 3= SS linear unab- 
hingige zu R, perspective Ebenenbiischel ~—~ 3 ter Ordnung. Die Coordi- 


naten der Ebenen eines dieser Biischel or sich demnach aus- 
driicken in: 


n—3 n-—5 


ou = aya? + ana * 4... T? os 





* 4s : : n—3 +s . 
wobei die «;, lineare Functionen von —~— gegebenen Grossen sind, 


deren Coefficienten wir so bestimmen wollen, dass alle Ebenen des 
Biischels mit einer beliebig angenommenen Ebene v durch einen Punkt 
gehen. Es miissen dann alle vierreihigen Determinanten der folgen- 
den Matrix verschwinden: 


*) S. Anhang. 
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1} Bq rr & 





| 1,2 || 
Vy Mag | = 
i Vz Asq \| 
| Uy yo a! n—3 || 
“It 
Das sind fiir die “ 3 zu bestimmenden Coefficienten _- Be- 
dingungen. Wir finden somit*) in jeder Ebene fae) Mittel- 


punkte solcher Biischel. 
Die Mittelpunkte der zu 
n 


—3 ” : 
a Ordnung erfiillen demnach eine Curve 


R, perspectiven Punkt- Ebenenbiischel 
(mn — 1) (n— 
ee 3 am 
welche (§ 6, 5) mit R, “—Y"—8) Punkte gemein hat. Diese Curve 


werden wir spiter noch durch sie enthaltende Flichen niiher bestimmen. 
Fiir » = 7 erhalten wir eine cubische Raumcurve, die Doppelcurve 
der zu R, perspectiven Regelschaar vierter Ordnung. 


3 
3) ter Ordnung, 


g 9. 


Ebenenbiischel und Regelschaaren in perspectiver Lage. 
1) In (§ 7, 1) haben wir eine Gleichung: 


O(4) = 0 


aufgestellt, deren Wurzeln die Parameter der Ebenen eines zu R, 
perspectiven Ebenenbiischels g'* Ordnung sind, welche die ihnen ent- 
sprechenden Strahlen einer zu R,, perspectiven Regelschaar (nm —s — 2)" 
Ordnung enthalten. Die Coefficienten von 4” sind bilineare Functionen 


der Coefficienten von und der Constanten, welche in der Gleichung 


des Ebenenbiischels (a) = 0 auftreten. Verschwinden alle Coefficien- 
ten der AZ, so ist der Ebenenbiischel perspectiv zur Regelschaar. Es sind 
in diesem Falle (g —s— 1) Gleichungen zu erfiillen. Wir fragen 
nun: kann der Biischel g'** Ordnung perspectiv zu irgend einer Regel- 
schaar (n — s — 2) Ordnung sein? Es giebt (§ 2, 1) (n — 3s — 3) 


n+s 
linear unabhingige Functionen F’(4), durch welche alle iibrigen linear 


ausdriickbar sind. Wir ersetzen deshalb F(a) durch 


*) Anhang. 
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n—3 s—3 
> he BQ) 
1 
und erhalten fiir die (n — 3s — 3) Gréssen h, (g — s — 1) lineare 
Bedingungsgleichungen. Ist also: 
n—3s—3>9—8 
oder 
n—g—32>2s, 
so ist der beliebig angenommene zu R, perspective Biischel g' Ord. 
auch perspectiv zu einer oder unendlich vielen Regelschaaren (n — s—2)' 
Ordnung. 
2) Wir setzen nun voraus, dass 
n—g—3< 2s 
sei. 

Dann kann nicht jeder Biwchel g'* Ordnung perspectiv zu einer 
Regelschaar (n — s — 2)' Ordnung sein. Eliminiren wir jetzt aus 
den (g —s — 1) Gleichungen die (n — 3s — 3) Gréssen h,, so ent- 
steht eine Matrix mit (g — s — 1) Verticalreihen und (n — 3s — 3) 
Horizontalreihen, deren simmtliche (n — 3s — 3) reihigen Determi- 
nanten verschwinden miissen. Die Zahl der Bedingungen, welche sich 
hierdurch ergeben, ist deshalb: 


g—s—1— (n—3s—3) + 1—g—n+ 2s+3. 
Es giebt aber (3g + 3 — m) linear unabhiingige Ebenenbiischel 
g Ordnung, durch deren Gleichungen alle iibrigen linear sich aus- 
driicken lassen. Ersetzen wir deshalb ¥ (a) durch; 
3g+3-—n 


>} ba ¥(4) 


1 


so sind alle Elemente unserer Matrix lineare Functionen der (3g-+-3 — n) 
Gréssen k,. Die zu Regelschaaren (n — s — 2)" Ordnung perspectiven 
Ebenenbiischel g‘* Ordnung bilden demnach eine Mannigfaltigkeit von 


(39+3—n) — (g—n42s43) —1—29—2s—1 
Dimensionen und der Ordnung: 


g—s—1 
( — 8s —4)-*) 
d. h.: jede lineare Mannigfaltigkeit von (g — + 2s-+ 3) Dimen- 


sionen, welche in der Mannigfaltigkeit von (3g + 2— m) Dimen- 
sionen aller zu R, perspectiven Ebenenbiischel g'** Ordnung enthalten 


*) S. Anhang. 
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ist, liefert (J je Sly” Ebeneubiischel, welche auch perspectiv zu 
Regelschaaren (n — s — 2)'*" Ordnung sind. 
3) Wir betrachten nun insbesondere die zu R, perspectiven Punkt- 
Ebenenbiischel g'** Ordnung und finden dann leicht folgende Sitze: 
Alle zu R, perspectiven Punkt-Ebenenbiischel g'” Ordnung bdilden 
eine Mannigfaltigkeit von (2g —n-+ 4) Dimensionen von der Ord- 


nung (7 t > 


Alle zu R, perspectiven Punkt-Ebenenbiischel g'” Ordnung, deren 
Mittelpunkte auf einer bestimmten Ebene liegen, bilden eine Mannig- 


on a ‘ / P 1 
faltigkeit von (2g — n + 3) Dimensionen von der Ordnung (7 t ) : 

Alle zu R, perspectiven Punkt-Ebenenbiischel g*’ Ordnung, deren 
Mittelpunkte einer gegebenen Geraden angehiren, bilden eine Mannig- 
faltigkeit von (2g — n+ 2) Dimensionen von der Ordnung 


(94 ')=-@+n. 


Alle zu R, perspectiven Punktebenbiischel g” Ordnung, deren 
" Mittelpunkte in einen gegebenen Punkt fallen, bilden eine Mannigfaltig- 


keit von (2 g — 2+ 1) Dimensionen von der Ordnung e t ‘) = 1, 


4) Wir combiniren nun die beiden Bedingungen; erstens, dass 
der Ebenenbiischel g'** Ordnung perspectiv ist zu einer Regelschaar 
(n — s — 2)' Ordnung und zweitens, dass der Ebenenbiischel ein 
Punkt-Ebenenbiischel ist und erhalten folgende Sitze: 

Alle zu R, perspectiven Punkt-Ebenenbiischel g‘” Ordnung, welche 
perspectiv zu Regelschaaren (n — s — 2) Ordnung sind, bilden eine 
Mannigfaltigkeit von 

(g — 2s + 1) Dimensionen 


(? t ') (? 7 a 4) ten Ordnung, 


und der 


n— 38 — 
wenn iiber die Lage des Mittelpunktes des Biischels keine Voraussetzung 


gemacht wird; von 
(g — 2s) Dimensionen 


(° > ') (3 ie ae '1) ten Ordnung, 


wenn der Mittelpunkt des Biischels einer bestimmten Ebene angehirt, 
von 


und der 


(g — 2s — 1) Dimensionen 


G 1 oe es 1 
(! 1 ) eae 3s — 4) ten Ordnung , 


and der 
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wenn der Mittelpunkt des Biischels ‘auf einer gegebenen Geraden liegt; 


von 
(g — 2s — 2) Dimensionen 


+1 —s—1 
(9 0 ) 7- 8e— 4) ‘en Ordnung, 


wenn der Mittelpunkt des Biischels ein gegebener Punkt ist. 


und der 


§ 10. 


Ueber die Vertheilung der zu R,, perspectiven Regelschaaren im 
Raume. 


1) In §8 haben wir Punktgebilde betrachtet, welche fiir die Pro- 
jection der R, aus einem Punkte des Gebildes in eine ebene RF’, von 
Bedeutung sind. Wir werden hier noch andere zu R, gehérende Punkt- 
gebilde kennen lernen, welche zwar fiir die R, von keiner Bedeutung 
sind, aber wichtige Aufschliisse iiber die Higenschaften der zu R, per- 
spectiven Regelschaaren geben. Die Beziehung zwischen s und g soll 
nun der Art angenommen werden, dass die Dimensionen der in (§ 9, 4) 
betrachteten Mannigfaltigkeiten von Ebenenbiischeln g'*" Ordnung gleich 
Null sind, sodass wir in den Ordnungszahlen endliche Zahlen von 
Biischeln erhalten. Von dem Mittelpunkt des Biischels aus wird die 
Regelschaar (n—s—2)'*" Ordnung projicirt durch einen Ebenenbiischel 
g'* Ordnung, weshalb er ein d = (nm — s — 2 — g)-facher Punkt der 
Regelfliiche ist. Aus (§ 9, 4) ergeben sich dann folgende Siitze. 

2) Wir setzen: 

g—2s+1=0; d=n—3s-— 1 
oder : 


ds - sk 


Qn+d—5. 
3 3 : 


7 


2n — 2d — 2 n—d—T7\ 
3 3 Punkte , 
3 d—8 


in welchen Regelflichen kr Ordnung einen d-fachen Punkt haben. 
Hierbei ist » — d — 1 =0 (mod. 3) und d>3. 
Fiir d = 3 erhalten wir: 


k=n—s-—-2= 


2n —2d —5 
s= ———— 


I= 
und finden: 
Es giebt: 


n—4 ’ 2%—2 2n— 11 
$= -—-— 3 k= —— H I= - 3 e 


Wir haben es mit einer Regelfliiche zu thun; fiir die Zahl ihrer 
dreifachen Punkte finden wir 
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2n—8 2nm—11 Wm—14 
cl. A SER SM na 
1-2-3 1-2-3 
wie bekannt. , 
Fiir gerades » haben wir in (§ 8, 4) eine endliche Anzahl ‘von 


Punkten gefunden, von welchen aus R, in eine ebene R, projicirt 





wird, die perspectiv zu einem Strahlenbiischel (j _ 2)er Ordnung ist. 


Diese Punkte erhalten wir auch hier, wenn wir setzen: 


n-+2 
den - 
dann ist: 
o-—2. k 3n—6. n—A4 
. a a. —_s “2 


und fiir die Zahl der Punkte folgt: 
(nm — 2) (n — 4) (n — 6) 
me Se 
wie friiher. 
Setzen wir ferner bei geradem n: 


n—A4 
it ais a>, 
so ist: 
*. 4 3n—8. n—2 
s 4? “a ? g 2° 


und fiir die Zahl der Punkte folgt: 
n(n — 2) (n — 4) (nm — 8) (n— 12) 
ae lh ——«_ 
Diese Punkte liegen auf der in (§ 8, 3) gefundenen Flache > ter Ord- 


n 


nung. Ist g> =» 80 haben die Punkte keine fur das Bild Rj, charakte- 
ristische Lage. 


Fiir ungerades » haben wir in (§ 8, 5) als Ort der Mittelpunkte 
n—3 
2 





der zu R,, perspectiven Punkt-Ebenenbiischeln 
Curve e—De—s) ‘ee Ordnung gefunden. Die hier betrachteten Punkte 


liegen auf dieser Curve, wenn wir setzen: 


ter Ordnung eine 


a a= Ges 





Dann ist: 








m—1_ Dy SE n—3 
_— 4 ’ — 4 ? = ° 


und fiir die Zahl der Punkte erhalten wir: 


(m— 1) (w—3)(m—5) | n—9 
——_— ne 
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2) Wir setzen nun: 
g—2s=0; d=n—3s—2 
oder: 
n—ad—2. —e Qn+-d—4. 2n—2d—4 
——* =e —  - . 
und finden: 
Der Ort der d-fachen Punkte der zu R,, perspectiven Regelschaaren 


we Mth) (2-8-8 
kter Ordnung ist eine Curve der ( 3 ) ( $ yp Ordnung. 
2 d—2 


Hierbei ist » — d — 2=0 (mod. 3) und d>2. 
Ist d = 2 so folgt: 





Wir haben es mit der zu R, perspectiven Regelschaar niederster 
Ordnung zu thun; ihre Doppelcurve ist von der Ordnung: 


2n—5 2n—-8 


- FF. (k—1) (k—2) 
1-2 ——_.. 
wie bekannt. 
Fiir gerades n liegt unsere Curve auf der in (§ 8, 3) betrachteten 
Fliche = Ordnung, wenn: 
—2 
d = ee ? 
dann ist: 
n—2. ban 22-8 n—2 


= => ———— : o-_ —— 


4°? 4 °? 
Die Ordnung unserer Curve ist dann: 


m(n—2) n—6 
2-4 4 


Fiir wngerades n fallt unsere Curve mit der in (§ 8, 5) gefundenen 


n—1) (n— 
Curve =) —3) ter Ordnung zusammen, wenn: 


2-4 
n+1 
; coke = 
ist; denn es folgt: 
sat). bee: see 
evi #4. a eo 2 


und fiir die Ordnung der Curve arp e), 
3) Wir setzen 
g—-2s—1=0; d=n—3s—3, 
also 


Mathematische Annalen, XL. 3 
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und finden nach (§ 9, 4): 


Der Ort der d-fachen Punkte der eu R, perspectiven Regelschaaren 
kr Ordnung ist eine Fliche 


asad 2-2-2 a—@ 
= 7 = ( 3 = 2d ( 3 )- Ordnung. 
d—1 d 


Hierbei ist » — d = 0 (mod. 3) und d>1. 
Ist d= 1 so folgt: 





—4 2n—2 --5 
sa“; ka“; on See 


* ir ke: a 


Wir haben es wieder mit der zu R, perspectiven Regelschaar niederster 
Ordnung zu thun, fiir deren Ordnung: 


n—1 
»( 3 )-1 folgt. 
1 


Fiir gerades » erhalten wir die in (§ 8, 3) gefundene Fliche + ter Ord- 
nung, wenn wir setzen d = , dann ist 


m—4. ion SS nm—2 
2. * 2 2° 


4) Wir setzen schliesslich 
g—2s—2=—0; d=n—3s—4 











oder: 
_— —_ 2 — _ —? 
n—d—4 k 2n+d ee . 2n 2s = 


3 ’ 8 ’ —— oe 
und finden nach (§ 9, 4): 


Jeder Punkt des Rawmes ist d-facher Punkt von 


Ss = 


zu Rt, perspectiven Regelschaaren kt Ordnung. Hierbei ist n — d — 1 
= 0 (mod. 3) und d>0. 
Fir d= 1 folgt 


sS= 








a—S . k 3e-—1. 2n—A4 
a ee ee 





Durch jeden Punkt des Raumes gehen somit ae Regelschaaren 


2n—1 
—z— ' Ordnung. 
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Setzen wir d= a, so ist 
5 an—8 n—1 = 
sm "5; ee I eee tee | ( 3 y=. 
d 
Jeder Punkt des Raumes ist also oe -facher Punkt einer zu R, 


perspectiven Regelschaar ans te Ordnung. Die zu R, perspectiven 


Regelschaaren: dritter Ordnung bilden daher einen Flichenbiischel. 
Die Doppeleurven der zu Ry, perspectiven Regelschaaren sechster Ord- 
nung erfiillen den Raum der Art, dass durch jeden Punkt nur eine 
solche Curve geht. 


§ 11. 
Verhalten einer Geraden zu R, und den Regelschaaren. 


1) Die Ebenen eines Biischels erster Ordnung mit dem Triger yz 
schneiden R; in co! Punktgruppen, welchen oo! Formen g;(A) ent- 
sprechen. Diesen sind nun conjugirt (n — 1) linear unabhiingige 
Functionen f,(4), welche bekanntlich im Allgemeinen die (m — 2)'# 


2n—2 
Polaren einer bestimmten Form F'(4) (2%—2)'** Ordnung in 4 sind.*) 
Aus der Beziehung (§ 3, (5). 


4; -> (— 1)? dip bn—2, n—p 
0 


folgt nun, wenn: 


on—2 2n—2 ‘ ’ 
“F(a) ->} ra " M, A*»-2- 
0 


OY + O22; -»> (— 1)? Msp din—p 
0 
fiir 
t=(0,1,2...(m—2); tml, 2,3, 4. 


Wir haben somit (4m — 4) lineare Gleichungen zwischen den 2(m— 1) 
Gréssen 9; und 6, und den (2m — 1) Grdéssen M,. Hierdurch ist die 


2n—2 
Function F' bestimmt. Es folgt: 


*) Vgl. Fr. Meyer, Apolaritiit. Tiibingen 1883. 8S. 365. 
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Die Coefficienten von 4” sind Functionen (nw — 1)'*" Ordnung der Deter- 
minanten | ¥ 2 a» a, |. 


2n—2 
Fiir jede Gerade 7Z des Raumes ist die Form F(A) im Allgemeinen 
eindeutig bestimmt. Schneidet die Gerade yz die Curve R, in dem 


2n—2 
Punkte w, so wird F(A) gleich der Potenz (A—w)"*. Ist y@ eine 
mehrfache Sekante von R,, welcher die Parameterwerthe m,. uw... . Uy 


2n—2 ‘ 
zukommen, so ist F(A) nicht mehr vollstiindig bestimmt, sondern 
es ist: 


2n—2 a 
F(A) => ky(A — Up)*-* 
1 


wobei die k, ganz beliebige Constante sind. 
2) Die Gleichung: 


2n—2 
F(a) =0 
stellt uns einen Liniencomplex K,_; von der Ordnung (n — 1) dar, 


dessen Kegel die Curve R, in ihren Punkte 4 in (2m — 2) unendlich 
benachbarten Punkten schneiden. Alle Sehnen von R, gehéren diesem 


Complexe an. Wird ‘F (A) = 0 polarisirt nach den (2m — 2) Wurzeln 
einer Gleichung y(u)—=0, so erhilt man die Gleichung eines Complexes 
(n—1)" Ordnung, welcher ebenfalls alle Sehnen von R, enthilt und 
ausserdem in den Punkten von R,, welche den Parametern 7(u) = 0 
entsprechen, Strahlenbiindel besitzt.*) Setzt man in die Gleichung 
dieses Complexes 2; = ;(u) ein, so ergiebt sich nach Fortheben des 
Factors 4(4) die Gleichung des Kegels (m — 1)'** Ordnung, durch welchen 
R, von ihrem Punkte w aus projicirt wird. Es giebt also o0®"-* 
Complexe (n — 1) Ordnung, welche das Sehnensystem von R, ent- 
halten. 


2n—2 
3) Unter den Polaren der F(A) befinden sich auch alle Func- 


tionen F(a), deren siimmtliche re" Polaren conjugirt sind zu den vier 
Functionen g;(4), und zwar gilt folgender Satz, dessen Beweis ich 
tibergehe: 


*) Vergl. d. Ann, Bd. 38, S. 580. 
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2n—2 
Polarisirt man F'(A) nach den (n — r — 2) Parametern der Er- 
zeugenden, in welchen die Gerade y# eine zu R, perspective Regel- 


schaar schneidet, so erhalt man die Function Fa, zu welcher diese 
Regelschaar gehért. Dies gilt auch noch fir r—=—1. Die (n—r—2) 
o Parameter, nach welchen wir polarisiren, sind deshalb so zu bestimmen, 


‘ 3 dass die resultirende ¥ (2) conjugirt ist den Functionen g;(A). 


2n—2 
4) Polarisirt man F'(4) = 0 nach den » Parametern von Punkten 
der R,, welche in einer Ebene wu liegen, so folgt: 


n—2 n—2 
(uy) F, (2) + (us) F, (4) = 0 
. weil diese Polare verschwinden muss, sobald w die Gerade y@ enthilt. 


Wollen wir also die (n — r — 2) Parameter der Erzeugenden einer 
zu R, perspectiven Regelschaar, welche von y@ geschnitten werden, 


n—2} 
bestimmen, so haben wir die nach ihnen polarisirten Functionen F, (4) 


und F(a) identisch gleich Null zu setzen. Wir haben somit fiir die 
symmetrischen Functionen dieser Parameter 2(r- 1) lineare Glei- 
chungen; d. h.: Die Gruppen dieser Parameter bilden eine Involution 
(n — r — 2)" Ordnung (n —3r —4)'* Stufe. Letztere hat bekanntlich 
(wn --3r—3)(2r-+2) Gruppen mit je einem (n — 3r — 3)-fachen Ele- 
" mente. Dies gilt nur fiir r > — 1. 
1 Jede Gerade des Raumes, welche R, nicht schneidet, hat folglich 
l ; mit (n—3r—3)(2r-+2) zu R, perspectiven Regelschaaren (n—r—2)* 
Ordnuny (n — 3r — 3) unendlich nahe Punkte gemein. Ist z. Br = 1, 
n=9, so folgt: Jede Gerade osculirt 12 zu R, perspective Regel- 
schaaren 6‘ Ordnung. 


§ 12. 


Curven ungerader Ordnung. 


1) Die Ebenen eines Biindels mit dem Mittelpunkte 2 schneiden 
R, in oc? Punktgruppen, zu welchen co? Formen g;(4) gehéren. 


Diesen ist nun stets eine Form sn 4 te Ordnung conjugirt, sobald 


or FF wT Sy a S| FF 


SET PEPER. 


nm ungerade ist.*) Sie liefert uns den zu R, perspectiven Punkt- 


EES es 





Ebenenbiischel “—* ter Ordnung, welcher ¢ zum Mittelpunkte hat. 


2 


Ist z ein secon 3 -facher Punkt einer zu R, perspectiven Regelschaar 


n--r 
(n—r—2) Ordnung, so ist die zu letzterer gehérende Function F'(A) eine 


*) Vergl. Erz. ebener Curven. Diese Annal, Bd. 38, 8. 565. 
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—2r—3 —3 
n—*'—*" te Polare der Form —~——~ ‘ Ordnun enommen nach den 
2 2 , 


3n 


Parametern der durch z gehenden Erzeugenden der Fliche. 
Ist die Form gegeben in: 


a3 a=" 7 3n—8 sas 
. 2 , = P 
® (A) = > ( y ) M, 4 . 


so finden wir fiir die Coefficienten M, nach (§ 1, (5)) folgende 
Gleichungen : 
0:2; = Ap (— 1) Misy Ci,n-p 
0 
fiir 
ban@, 1--- 252, tanh, 8,5,4 


9 
~ 








Wir haben also 2(m — 1) Gleichungen fiir die ~ 


und die a Gréssen M,. Unsere Function ist somit bestimmt; 


Gréssen 0; 


ihre Coefficienten M, sind Functionen “—* 


minanten | 2a) 4a,4,|. 
Fiir jeden Punkt z des Raumes ist ® im Allgemeinen eindeutig 
bestimmt. Liegt z in dem Punkte uw von R,, so ist: 





‘er Ordnung der Deter- 


sn—s 

(4) =(@—p) *. 
Liegt aber ¢ auf der Curve D cane e— 5) 8) ter Ordnung, welche wir 
in (§ 9, 5) bestimmt haben, so erhalten wir oo! Functionen (A), 


3n— 
ae 


welche simmtlich die ersten Polaren einer Form 2" —* te Ordnung sind. 


2) Die Gleichung: 
(4) = 0 


stellt uns bei gegebenem 4 eine Fliche ™ > te Ordnung dar, welche 


die Curve D enthalt und welche daher die R, in den feats) 


festen Punkten schneidet, welche jene Curve mit R, gemein hat. 
Die iibrigen 8 Schnittpunkte der Fliche mit R, vereinigen sich 
in dem Punkte 4 von R,. Polarisirt man © = nach den Wurzeln 


einer Gleichung z4(u) = 0 Leet ‘re QOrdnung, so erhalt man die 


Gleichung einer Flaiche, welche R, schneidet in oS Punkten, 


deren Parameter durch y(u) 0 gegeben sind. 


' So eed 
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2n- 
3) Die Form (A) ist at te Polare von oc? Formen F (A), welche 


($ 11, 1) zu den Geraden des Strahlenbiindels z gehéren. Die Para- 
meter, nach welchen eine der letzteren Functionen polarisirt werden 


7 Ebenen des zu (4) gehérenden Punkt- 


Ebenenbiischels, welche durch den betrachteten Strahl des Biindels 
gehen. 


4) Polarisirt man (4) nach den m Parametern von Punkten, in 
welchen eine Ebene u die Curve R, schneidet, so lést sich der Factor 
(uz) ab, da (A) conjugirt ist zu allen durch ¢ gehenden ebenen 
Schnitten der R,. Der Restfactor ist eine Function ,(4) von der 
n—3 

2 





muss, entsprechen den 


Ordnung 





in A und den Coordinaten 2;. 

®, (4) = 0 
ist die Gleichung einer Fliche A, welche die Curve D enthalt und 
mit R, den Punkt 4 o> . th gemein hat. Polarisirt man ®, (4)—=0 


2 
n—3 
2 





nach beliebigen 





Parametern, so erhalt man die Gleichung einer 


Flache A a—* ‘er Ordnung, welche R, abgesehen von den = Kor) 





Punkten der Curve D in den ‘>= Punkten schneidet, zu welchen 


n—3 
diese Parameter gehéren. Wir haben somit co * Flachen Bae Ord- 
nung, welche die Curve D enthalten. 


5) Durch a—* feste Punkte auf R, gehen noch oo! Flaichen A, 
welche einen zu R, perspectiven Flachenbiischel bilden. Die Grundcurve 


dieses Biischels besteht aus D und einer Curve 0 (m — 8) (% — 5) ter 


2.4 
— Punkte mit R, gemein hat. Die Punkte dieses 


zweiten Theiles d der Grundcurve haben eine besondere geometrische 
Bedeutung. 








Ordnung, welche 


=f 
2 


Strahlen einer Regelschaar (nm — 3)**" Ord- 


Sind namlich die Parameter der ™ 





Punkte auf R, identisch 
n—5d 
2 
nung, welche durch den Punkt z gehen, so ist die nach diesen Para- 

3n — 3 


5 — ‘* Ordnung eine 


Function F(a), zu welcher die Regelschaar (» — 3)'*" Ordnung gehirt. 


, ‘ —s 
Die nach diesen eee Parametern genommene Polare von ®, (A) ver- 





mit den Parametern von 


metern genommene Polare der Function (A) 


schwindet demnach identisch. Wir schliessen hieraus: Der zweite 
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Theil 0 der Grundcurve ist der Ort der “—* -fachen Punkten von 


zu FR, perspectiven Regelschaaren (n — 3)'* Ordnung, deren — in 


einem Punkte von 0 zusammenstossenden Strahlen den “—° auf R,, an- 


a 
genommenen Punkten entsprechen, also diese Punkte enthalten. Die 
—— -fachen Punkte dieser Regelschaaren liegen aber auf der Curve D. 

Fir »=7 ist D dritter und 0 erster Ordnung; @ liegt auf der 
zu R, perspectiven Regelschaar 4'* Ordnung. 

6) Zwei zu R, perspective Flichenbiischel erzeugen eine Fliche 
(mn — 3) Ordnung, auf welcher R, liegt und welche D zur Doppel- 
curve hat. Auf ihr liegen zwei Schaaren von Curven eI ens) ter Ord- 
nung. Die Curven der einen Schaar sind Curven 0 und schneiden 


R, je Leos mal, die Curven der andern Schaar haben mit R, nur je 


einen Punkt gemein. Zu jeder Involution S—5 w Ordnung erster 
g J > g 


Stufe auf R, gehért eine solche Fliche (m — 3) Ordnung. 





7) Hat R,, eine — -fache Secante, so schneidet der Ebenen- 
biischel, welcher diese Secante zum Triiger hat, eine Involution 


hm Ordnung erster Stufe auf R, aus. Letzterer ist nun sets eine 


n—1 n—1 
bestimmte Form f' (4) (w — 1)" Ordnung conjugirt. Die Form F (A) 
liefert eine zu R, perspective Regelschaar (mn — 1)'*" Ordnung, welche 


von den Ebenen des Biischels in 00’ ebenen Curven — ter Ordnung 
(§ 3, 2) geschnitten wird. Die = -fache Secante einer R,, ist des- 


halb auch not -fache Erzeugende der Regelschaar. Alle Punkt- 





Ebenenbiischel + ‘er Ordnung, welche perspectiv zu R, sind und 


ihre Mittelpunkte auf der Secante haben, sind auch perspectiv zu der 
Regelschaar (n — 1)'** Ordnung und bilden ein lineares System erster 
Stufe. 

Fiir » = 3 liefert jede einfache Secante eine Regelschaar zweiter 
Ordnung. Jede Sehne der R, ist Doppellinie einer Regelschaar vierter 
Ordnung, deren iibrigen Doppellinien zwei dreifache Secanten sind. 
Fir » =7 finden sich noch oo! dieser Regelschaaren 6' Ordnung; 
fiir » = 9 aber nur noch 105 Regelschaaren 8'*" Ordnung; fiir » > 9 
giebt es solcher Regelschaaren (n —1)'** Ordnung im Allgemeinen nicht. 
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§ 13. 


Curven dritter Ordnung. 

In einigen Beispielen mége das Vorstehende etwas niiher aus- 
gefiihrt werden. Wir beginnen mit Curven ungerader Ordnung. Es 
sei R, gegeben in: 

Oy = aj, 4° 4 a; a? te Qi,24 a. i,3 (¢ = i. 2, 3, 4). 

Wihlen wir nach (§ 1, 1) eine beliebige Form dritter Ordnung 

fy = bio 48 + 3d, 4? + 3b,,4 + D3, 
so erhalten wir fiir die zu R, perspectiven Ebenenbiischel erster Ord- 
nung die Gleichungen: 


Dy d + Oy, = 93 Dy A + dyp = 93 DyA + D3 = 0, 


wobei nur einzusetzen ist: 


Dig = | 2G, Ay Gg]; Dy, = | 2A, A, G5 |; Dyy = Fay A, y\; Dy, == | Paya, Ay). 
Die Matrix: 
! Diy Oy, Ory = 0%) 
{| Diy Bye ys || 


giebt die co* Flichen zweiter Ordnung, auf welchen R, liegt. 
Die Ebenenbiischel: 
} Big h + Oy, By AF Diy DQ a + Diy ! = 
! a) C Cy | 
sind perspectiv zu eimer Fliche zweiter Ordnung, deren Gleichung 
by ir Dia 
(by, By, big | =O 
ly GC 
ist. 
Zu jeder solchen Flaiche gehért eine quadratische Form: 
CA? + 2c,A +c, =—0, 
deren conjugirte Formen auf R, eine Involution bestimmen, deren 
Punktpaare durch die Leitlinien der Fliche verbunden sind. (§ 2, 2). 
Ist: 
fy = by 4° + 3d, 4* + 3bq24 + dys 
eine beliebige Form dritter Ordnung, so hat man in: 
by A Hy Dy A Dy By A+ OY; 
| boo by, bo» tess 
by, by» bos 


*) Vergl. Meyer, Apolaritit. 8, 21. 
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die Gleichung eines zu R, perspectiven Ebenenbiischels, dessen Triger 

eine Sehne von R, ist. Die Parameter der Punkte von R,, welche diese 

Sehne verbindet, sind die Wurzeln der Hesse’schen Form von f,. Alle 

Formen f,, welche dieselbe Hesse’sche Form haben, alsoeine besondere 

Involution dritter Ordnung bilden, liefern denselben Ebenenbiischel.*) 
Setzen wir symbolisch: 


f= a; f, = Be = B°, 
(BB’)? («B) («B") a, == 0 


die Gleichung des Ebenenbiischels; oder auch wenn H die Hesse’sche 
Form von f, bedeutet, in bekannter Schreibart: 


(fy H), = 0. 


so ist: 


§ 14. 
Curven fiinfter Ordnung. 


Nach § 12 bilden wir zunichst die zu einem beliebigen Punkte z 
gehérende Function (4), Ist R; gegeben in: 


or; = > Aip °-?, 
so folgt: ° 
: 0 0 1 —6A 154? —2Q0At 15a* —6A> 28 | 
OA)—|2 Oa a, aly ats tty a, 0 | 
0 20 @ ay a, as a; As, | 
Hierbei sind die beiden letzten Horizontalreihen unter Hinzufiigen der 


Indices 4 je viermal zu schreiben. Aus (A) bilden wir ®,(4) und 
finden in 


| Ae Q@y @ G@ Gs & @ O | 
| @ O Gy G Gy Gy G& a; | 
die Gleichung des zu R, perspectiven Biischels erster Ordnung. 
6 
Polarisirt man ®(4)=0 nach der Wurzel von %,(u)=—0, so 
5 

erhalt man eine Gleichung: (4) =O fiinfter Ordnung in 4 und 
dritter Ordnung in den Coordinaten z;. Bleibt 4 constant, so ist 


5 
¥ (a4) =0 die Gleichung einer Regelschaar dritter Ordnung, welche 


5 
perspectiv ist zu R,. Halt man den Punkt z fest, so ist Y(A) eine 
Form f,, welche conjugirt ist allen ebenen Schnitten der R,; und zu 
welcher die Regelschaar dritter Ordnung gehdrt, auf der ¢ liegt. 








*) Vergl. Sturm: Darst. binirer Formen auf der cub. Raumcurve. Journal 
fiir Math. Bd. 86, 8. 116. 
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5 

Die Gleichung Y(4) =O Andert sich nicht, wenn man sie polarisirt 
nach den Wurzeln von cot Formen fiinfter Ordnung, welche conjugirt 
sind derjenigen f,, welche 4 zur Wurzel hat. 


6 
Setzt man die Katalektikante von (A) gleich Null, so erhalt man 
die Gleichung der von den dreifachen Secanten der R, gebildeten 
Flaiche achter Ordnung. 


§ 15. 
Curven siebenter Ordnung. 
Fiir die Punkte der R, haben wir die Darstellung: 
7 
OX; = A? aip A. 
0 


8 
Fiir die Form F(a), deren erste Polaren conjugirt sind allen 
ebenen Schnitten der R,, finden wir (§ 2, 1): 


, |1 —8A 2842... —8a7 as 
F(a)=|a) a G +++ @ O}- 
0 Ay a, Ss . a. | 


Zu dieser Form gehoért die zu R, perspective Regelschaar vierter 


Ordnung. Verschwindet die Katalektikante von F(a), so hat diese 
Regelschaar eine einfache gerade Leitlinie. (§ 3, 8). Die Doppel- 
curve D derselben hat mit R, 12 Punkte gemein. (§ 12, 4). *) 

Um die Gleichung der Regelfliiche zu erhalten, bilden wir nach 
§ 12 die Form (A) neunter Ordnung. Wir finden: 


(0 0 0 1 —9A 3642 - .-- —3647 OAS 2° 
(a) = |* 00m a GM «tt Ay 0 0: 
iO «00 a@ : a, 0} 
10 Os 0 O @ a@&--- -  @y 


und hieraus folgt: 


—1 24 —4’? 0 00---0 0 QO 
2 2 ol telhy . 0 O 
0, (a) = 0 ° a a a; 
0 g O 0 @ -°*::+ @ O 
0 o & © DO @peet ee © et 


*) Vergl. Schumacher. Zur Eintheilung der Strahlencongr. Diese Annal. 
Bd. 38, 8. 306, 
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Polarisirt man ,(2) = 0 einmal nach w, das andere mal nach », 
so erhalten wir zwei zu R, und der Regelschaar vierter Ordnung per- 
spective Flichenbiischel (§ 12, 5). Die Gleichwng dieser Regelfliche 
ist also die gleich Null gesetzte Discriminante der Form 9, (a). Fir 
jeden Punkt derselben ist eine erste Polare von (4) gleich der Form 


8 : 

F(a) (§ 12, 1). Die letzte Form lisst sich auf oo? Arten durch eine 
Summe von acht Potenzen linearer Functionen von 4 darstellen. Jedes- 
mal erhalten wir (§ 3, 1) eine zu der Regelschaar vierter Ordnung 
perspective Curve C, fiinfter Ordnung, welche auch perspectiv zu einem 
Ebenenbiischel erster Ordnung ist. Die acht Punkte, welche R, mit 
C, entsprechend gemein hat, sind folglich diejenigen Punkte, welche 
in den ihnen entsprechenden Ebenen eines beliebigen zu R, projectiven 
Biischels erster Ordnung liegen. 

2) Aus der Form (A) erhalt man eine f,, wenn man sie nach 
zweien solchen Parametern polarisirt, nach welchen ®, (4) polarisirt ver- 
schwindet. Diese Parameterpaare bilden daher eine durch den Punkt z 
bestimmte Involution zweiter Ordnung. Durch g gehen demnach oo! 
Doppelcurven der oo zu R, perspectiven Regelschaaren fiinfter Ord- 
nung (§ 12, 1). 

Zwei verschiedene Formen /; liefern zwei Regelfliichen fiinfter 
Ordnung, welche perspectiv zu einem Ebenenbiischel dritter Ordnung 
sind, Soll letzterer ein Punkt-Ebenenbiischel sein oder sollen die 
Doppelcurven beider Regelfliichen sich schneiden, so miissen die beiden 
f; die zweiten Polaren einer Form neunter Ordnung sein. 

Zwischen den Coefficienten der f, besteht daher die Beziehung: 


Dio ber “>? Des 
| Des es Dic 
ie + + ee 
| =). 
Boo ber - + > Des 
bot - + + Des 
Dos - ++ Dor 


3) Die rationalen Curven gewinnen an Interesse, wenn sie in 
Zusammenhang mit den Untersuchungen des Herrn Reye itiber lineare 
Mannigfaltigkeiten collinearer Ebeneuriume betrachtet werden. *) 

Nach (§ 8, 4) giebt es cot zu R,; perspective Ebenenbiischel 
dritter Ordnung, welche co‘ unter einander collineare Ebenenriume 
bestimmen, die einer linearen Mannigfaltigkeit |2,| angehoren. 





*) Reye, Ueber lin. Mannigfaltigkeiten etc. Journal fiir die reine u. ang. 
Math. Bd, 108, S. 90. 
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,,Die Mannigfaltigkeit | 2,| enthalt oo® singulire in Ebenenbiindel 
ausgeartete Raiume; jeder Punkt der Hauptcurve C' von |2,| ist von 
oo', jeder andere Punkt ist von einem dieser Riume der Doppelpunkt.“ 

Dem entsprechend fanden wir: Jeder Punkt des Raumes ist Mittel- 
punkt eines zu R, perspectiven Punkt-Ebenenbiischels dritter Ordnung, 
wihrend jeder Punkt von D, und R, Mittelpunkt von oo! solcher 
Biischel ist. Die Hauptcurve C’® zerfallt hier in D, und R,. ,,Die oof 
Kernflichen eines Gebiisches von |2,| enthalten die Hauptcurve und 
schneiden sich zu je zweien in den oo® Kerncurven C*.‘ In unsrem 
Falle giebt es co Kerncurven c*, welche in D, und eine beliebige andre 
der Regelfliiche vierter Orduung angehérende cubische Raumcurve zerfiallt. 
Jede andere C® hat mit der Hauptcurve C!° nach Herrn Reye 20 Punkte 
gemein, von welchen hier 2 auf D, und 18 auf R, fallen. 

»Die singuliiren Riume von |2,|, deren Doppelpunkte mit drei 
Punkten von C' in einer Geraden liegen, bilden einen Raumbiischel.“ 

Hier haben wir drei Arten dreifacher Secanten von C'!*, Erstens, 
, die dreifachen Secanten von R,“‘ und wir fanden: Die Punkt-Ebenen- 
biischel dritter Ordnung, deren Mittelpunkte auf einer solchen Secante 
liegen, sind perspectiv zu einer Regelschaar sechster Ordnung und 
bilden ein Biischel (§ 12, 7). Zweitens, ,,die Sehnen von R,, welche 
D, treffen“; die Punkt-Ebenenbiischel haben eine sich selbst ent- 
sprechende Ebene gemein und sind perspectiv zu einer Regelschaar 
fiinfter Ordnung. Drittens, ,,die Sehnen von D,, welche R, treffen“; 
die Punkt-Ebenenbiischel haben zwei Ebenen entsprechend und sind 
perspectiv zu einer Regelschaar vierter Ordnung. 

ln der Mannigfaltigkeit | 2,| giebt es i. A. 20 zweifach singulire 
Raume, deren Ebenen niimlich durch je eine Axe gehen. Diese Axen 
haben mit C' je vier Punkte gemein.“ Die R, hat in der That 20 
vierfache Secanten (§ 6, 3). 


§ 16. 
Curven neunter Ordnung. 


1 

1) Zu der Curve R, gehéren oo? Formen F (4), deren erste Polaren 
conjugirt sind zu den drei g;(4). (§ 2,1). Jede derselben liefert eine 
zu Ry perspective Regelschaar sechster Ordnung. Je zwei der Letzteren 
sind perspectiv zu einem Ebenenbiischel dritter Ordnung. Der Ort 
der Mittelpunkte der zu R, perspectiven Punkt-Ebenenbiischel dritter 
Ord, ist eine Curve D, sechster Ordnung, welche mit R, 24 Punkte 
gemein hat (§ 8, 5). 


12 
2) Jeder Punkt z des Raumes liefert eine Form (A) zwélfter 
Ordnung in 4, vierter Ordnung in den ¢; Hieraus folgt eine Form 
,(A) dritter Ordnung in 4 und den Coordinaten 2; (§ 12, 2, 4). 
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12 
Soll die Polare von (4) nach den Parametern 4, und 4, eine 


10 

Form F(A) ergeben, so muss die Polare von ,(4) nach diesen Para- 
metern identisch verschwinden. Fiir (4, + 4,) und 4,4, folgen dem- 
nach zwei Gleichungen. Eliminirt man aus ihnen und den gleich Null 


12 
gesetzten zweiten Polaren von (4) nach diesen Parametern die sym- 
metrischen Functionen derselben, so erhilt man eine Gleichung: 


10 
U(a) = 0 
zehnter Ordnung in 4 und den Coordinaten z;. Die linke Seite dieser 
Gleichung, die zweite Ueberschiebung von (A) iiber die Hesse’sche 


0 
Form von 6, (A), ist dann eine Form F(a). Letztere giebt uns eine 
Regelschaar sechster Ordnung, deren Doppeleurve durch den Punkt z 
geht (§ 12, 5) und (§ 10, 4). Unsere Gleichung stellt bei festem 4 
eine Flache U,, 10‘ Ordnung dar, welche die Curve D, dreimal und 
die R, zweimal enthialt. Sie ist der Ort von oo! Doppelcurven d,, 
zehnter Ordnung von Regelschaaren sechster Ordnung und zwar ge- 


10 
héren zu letzteren diejenigen Formen F(u), welche 4 zur Wurzel 


10 
haben. Polarisirt man U(4) =O nach beliebigen 10 Parametern, so 
erhalten wir die Gleichung einer Flache 10 Ordnung des Ortes von 


oo! Curven d,,, deren Formen F(a) ein lineares System bilden. 

Zwei Flachen U,, schneiden sich stets in einer d,, und ausserdem 
in der 9 mal zahlenden D, und der 4 mal zihlenden R,. Hieraus 
folgt leicht, dass jede d,, mit R, 32 Punkte gemein hat. 


12 
3) Fallen die beiden Parameter 4, und 4,, nach welchen (A) zu 


1 

polarisiren ist, wenn wir eine F(a) erhalten wollen, zusammen, so 
ist der Punkt 2 Schnittpunkt von zwei unendlich nahen Erzeugenden 
einer Regelschaar sechster Ordnung. Der Ort des Punktes z wird 
demnach gegeben in einer Gleichung, deren linke Seite die Discrimi- 
nante von ®,(A) ist und ist daher eine Fliche zwélfter Ordnung. Sie 
enthalt die Curve D, viermal und hat R, zur Riickkehrkante. Eine 
d,, hat mit der Flache abgesehen von Pankten auf D, und R, noch 
8 Punkte gemein. 

4) Es giebt oo? zu R, perspective Ebenenbiischel dritter Ordnung, 
welche oo? unter einander collinearer Riume einer linearen Mannig- 
faltigkeit oder eines Raumbiindels | 2,| liefern.*) Man erkennt leicht, 


*) Vergl. Reye, lineare Mannigfalt. Journal fiir Math, Bd. 104, 8S. 227 und 
Schur, Ueber die durch coll. Grundgebilde erzeugten Curven. Diese Annal. 
Bd. 18, 8S. 7. 
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dass die Kerncurve c® von |2,| in unserem Falle mit D, zusammen- 
fallt und dass die Ordnungsflichen F'* durch die Gleichungen , (4) =0 
resp. deren Polaren gegeben sind. Der Raumbiindel |Z,| wird gestiitzt 
yon oo® collinearen Ebenenbiindeln eines linearen Complexes |S8;|. In 
unserem Falle folgt, dass die Punkte der R, die Mittelpunkte von 
oo! collinearen Ebenenbiindeln sind, wenn die denselben Ebenenbiischeln 
dritter Ordnung angehérenden Ebenen als homologe bezeichnet werden. 
Der Raumbiindel ist ganz allgemeiner Natur. 

Die Anwendung der Reye’schen Untersuchungen tiber lineare 
Mannigfaltigkeiten projectiver und collinearer Grundgebilde auf ratio- 
nale Raumcurven lasst sich stets durchfiihren, sobald zu R,, perspective 
Ebenenbiischel der Ordnung 1, 2 oder 3 existiren. 


§ 17. 
Curven vierter Ordnung. 
Von den Curven grader Ordnung will ich nur die R, behandeln. 
1) Die Coordinaten von R, seien gegeben durch: 
OX; = Ain At + ay A® + aig d? + aigd + aig = Gi (A). 


Es giebt hier eine zu den 4 Functionen g;(4) conjugirte Form /, (A). 
Wir nehmen eine zweite Form /,(4) hinzu und erhalten in den zwei- 
reihigen Determinanten der Matrix 


| bid + bi bi A + bi» bi24 + bys by34 + Dy, | 
' boo + boy by, 4 a bo» bo» A + bos bog A + Dog 
die Gleichungen der zu R, perspectiven Ebenenbiischel zweiter Ordnung, 
wenn wir fiir |b, b, | setzen |xa,.a,a,| ete. 


Fiir die zu R, perspectiven Ebenenbiischel erster Ordnung erhalten 
wir die Matrix: 


= 0 











Bog + bo boy A+ bo» by + bos by A + bog 
Dio Bay Dio bis = 0. 
by By» bis bis 








Diese Ebenenbiischel sind saémmtlich perspectiv einer Regelschaar 
zweiter Ordnung, fiir deren Gleichung 
Bio bi, bie bis | 
bog Da, by dag 
By Dyn Dig Day | 
| Boy Dap bag Dag 


folgt. 
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Oder ausgerechnet: 


— |b, Dy |? + |b, b4| |b, b,| + [by bs| |b9b2| — \byby| |B b.| + | bs by| [bp dy | 
+ |b, b,| |b.b3| = 0. *) 

Die Form /,(4) lasst sich auf cot Arten durch eine Summe von 
drei Potenzen linearer Functionen (4 — w,) darstellen. Die drei Punkte 
#, von R, liegen jedesmal auf einer Geraden (§ 3, 1), einer dreifachen 
Secante der R,, welche perspectiv zur Regelschaar zweiter Ordnung 
ist. Diese Geraden sind zugleich die Traiger der zu R, perspectiven 
Ebenenbiischel erster Ordnung. Die Formen dritter Ordnung, durch 
welche die drei Punkte der R, auf einer solchen Secante bestimmt 
werden, sind die ersten Polaren einer Form vierter Ordnung, welche 
mit /,(4) dieselbe Hesse’sche Form hat und dadurch bestimmt ist. 
Wir bezeichnen sie symbolisch mit a‘. 


3 
2) Jede beliebige Form F'(A) liefert eine zu R, perspective Regel- 
schaar dritter Ordnung, zu welcher ein Ebenenbiischel erster Ordnung 
perspectiv ist. Setzen wir symbolisch: 
3 
f(A) = at= alt; (4) — Bt; FA) =n, 
so erhalten wir die Gleichung dieses Ebenenbiischels in: 


(aa)? (a B) (ay) (a'B) (a’y) (By) Ba = 0. 
Es ist dann ferner durch (ay)'a,—0O der Parameter v bestimmt, 
nach welchem a,‘ polarisirt werden muss, damit wir in den Wurzeln 
der Polaren die drei Punkte erhalten, welche der Traiger des Ebenen- 
biischels mit R, gemein hat. Wir kénnen dann die Gleichung des 
Ebenenbiischels auch schreiben: 


(ac ec")? (wa) (a’ a) («B) (a’B) (a8) a,b, = 9. 
Zu den Polaren a,'a, der Form a, gehéren besondere Regel- 


schaaren dritter Ordnung, zu welchen allen ein Ebenenbiischel zweiter 
Ordnung perspectiv ist. Die Gleichung des Letzteren ist: 


(aa’)? (aa) (aB) (a’@) (a’B) (@B) eB, = 0. 
Der Mittelpunkt dieses Biischels ist der dreifache Punkt der Steiner’- 
schen Flache, fiir welche R, eine Haupttangentencurve ist. 


§ 19. 
Ueber die Gattungen rationaler Curven von gegebener Ordnung. 
1) In (§ 2, 1) haben wir gezeigt, dass es fiir jede R, drei Formen: 
a-tr, . a+r, 
Fla); Fla); i (A) giebt, zwischen deren Polaren (m — 1)'*" Ordnung 


*) Vergl. Meyer, Apolaritét. 8S. 20. 
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keine lineare Relation besteht und wobei 7, + r, + r, =n — 6. 
Diese drei Formen bestimmen die R, in projectivem Sinne vollstiindig. 
Aus ibnen folgen drei zu R, perspective Regelschaaren und Ebenen- 
biischel. Sind die Ordnungen der Regelschaaren 1,, l,, 1,, diejenigen 
der Ebenenbiischel g,, g., gg, so haben wir (§ 7, 3) gefunden: 


re L=g+ 9; +7, +1, =—2n, 
%=%+2; L—gyta I+9+9,—=0 
9s = 1; + 2; lL=gtg,! ~' meter 


Wir haben dann ebensoviele Gattungen einer R, von einander 
unterscheiden kénnen, als die Zahl » in eine Summe dreier ganzen 
positiven Zahlen, grésser als Null, zerlegt werden kann. Die Zahl 
dieser Gattungen ist die grésste ganze Zahl, welche in w+ sich 
vorfindet. Selbstverstiindlich sind alle diese Gattungen der allgemeinsten 
unter ihnen untergeordnet. 

2) Als Beispiel mége die Curve siebenter Ordnung dienen. Wir 


haben vier Gattungen, welche durch folgende Tabelle veranschaulicht 
werden: 





lt | 1. rs | Ly | l, l; | 9 92\ Is 





If. O | 0 |4/5|5)3/\2\|2 
Biri-t |—1 4/46 3 3)1 
MI) 2 | 0 |—1/3 15/6) 4 21 
IvVis}—1;—1/2/6/6/5(1/1 


I. Wir haben es mit der allgemeinen R; zu thun. Unterarten 
finden wir in: 


8 

a) F(A) ist eine Summe von vier Potenzen. Die zu R, per- 
spective Regelschaar 4'** Ordnung hat eine einfache gerade 
Leitlinie. 


8 

b) F(A) ist eine Summe von drei Potenzen. R, hat einen 
dreifachen Punkt, welcher Spitze eines Kegels ist, in 
welchen die Regelfliiche vierter Ordnung itibergeht. 


c) F(a) ist eine Summe von zwei Potenzen. £&, erniedrigt 
sich auf eine R,. 

II. Es giebt oot zu R, perspective Regelschaaren vierter Ordnung, 
welche alle perspectiv zu demselben Ebenenbiischel erster Ordnung 
sind. Der Trager des letzteren ist dreifache Linie jeder dieser Regel- 
schaaren und hat mit R, sechs Punkte gemein. Sind die Parameter 
der sechs Punkte gegeben durch c,° == 0 und ist ferner: 


Mathematische Annalen, XL. 4 
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F(a) = ai; F, (a) = 6,8, 
so verschwinden identisch die Beziehungen: 
(ac)® a2? =0 und (be)* b,2?=0, 
wodurch die Coefficienten von ¢,° bestimmt sind. 
Unter den oo' Formen F(a) finden sich, da die Katalektikante 


von F, (a) + pF, (a) in w von der fiinften Ordnung ist, fiinf Formen, 
von welchen jede als Summe von vier Potenzen darstellbar sind. Unter 
den oo' Regelschaaren vierter Ordnung giebt es daher auch 5, welche 
eine einfache gerade Leitlinie besitzen. 


a) Kine der Formen F(a) ist eine Summe von drei Potenzen. 
Diese liefert einen Kegel vierter Ordnung, welcher zwei 
Regelschaaren vierter Ordnung mit einer einfachen geraden 
Leitlinie absorbirt. 


8 
b) Zwei der Formen F(A) sind je eine Summe von drei 
Potenzen. R, hat zwei dreifache Punkte. Ausser der Ver- 


bindungslinie derselben giebt es nur eine einfache Secante 
der R,. 


Ill. R, liegt auf einer Regelschaar dritter Ordnung und oo* Regel- 
schaaren fiinfter Ordnung. Alle sind perspectiv zu einem Ebenen- 
biischel erster Ordnung, dessen Triiger R; in sechs Punkten schneidet. 
Die Parameter dieser Punkte seien gegeben in c;°— 0. Ist ferner: 


F(a) =a; F(a) =i, 
so verschwinden identisch die Beziehungen: 
(ac)’ a2=0 und (bc)'h=0, 
wodurch ¢,° bestimmt ist. 
F(a) ist im Allgemeinen eine Summe von fiinf Potenzen, die 


den fiinf Punkten entsprechen, welche die einfache Leitgerade der 
Regelschaar dritter Ordnung mit R, gemein hat. 


9 
a) Ist F(A) eine Summe von vier Potenzen, so hat R, einen 
vierfachen Punkt. Die Regelschaar dritter Ordnung ist 
ein Kegel. 


9 
b) Ist F(A) Summe dreier Potenzen, so erniedrigt sich R, 
auf eine R,. 


IV. R, liegt auf einer Fliche zweiter Ordnung und hat co! sechs- 
fache Secanten. 
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a) Ist F(A) eine Summe von fiinf Potenzen, so hat R, einen 
fiinffachen Punkt; die Regelflache zweiter Ordnung ist ein 
Kegel. 


0 
b) Ist F(a) Summe von vier Potenzen, so erniedrigt sich R, 
auf eine R,. 


Anhang. 


1) Wiederholt sind in der vorstehenden Arbeit Matrices von p 
Horizontalreihen und q Verticalreihen (p> q) aufgetreten, deren 
simmtliche g-reihigen Determinanten verschwinden. Dabei waren die 
Elemente der Matrix lineare homogene Functionen einer bestimmten 
Zahl » von Verinderlichen. Es handelte sich darum die Systeme der 
Veriinderlichen, welche den Gleichungen geniigen, zu ermitteln resp. 
die Zahl der Lésungen anzugeben, wenn die Zahl der Bedingungen 
gleich ist (xn — 1). Dieses Problem ist zuerst von Herrn Roberts*) 
vollstindig gelést worden auch fiir den allgemeineren Fall, dass die 
Elemente der Matrix nicht mebr linear in den Verinderlichen sind. 
Herr Brill hat dann diesen allgemeinen Fall untersucht, um die Be- 
dingungen fiir das Verschwinden der Determinanten durch andere 
Bedingungsgleichungen zu ersetzen, welche durch successive Elimi- 
nation aus den ersten hervorgehen.**) Sind die Elemente der Matrix 
lineare Functionen der Verinderlichen, so spielen die Bedingungen in 
der Theorie linearer Mannigfaltigkeiten collinearer Riume eine her- 
vorragende Rolle.***) Herr Reye hat deshalb fiir besondere Werthe 
der p und q die Zahl der Lésungen ermittelt. 

Ich werde hier bei beliebigen Zahlen p und q auf eine einfache 
Weise das Problem behandeln. Die Elemente der Matrix seien lineare 
homogene Functionen der » Variabeln: 2, 2, ... %n—1, welche 
wir auffassen als die Coefficienten einer Gleichung (nm — 1) Ord- 
nung in uw. 

n—1 


3 us 20 


0 


Dann sind die Gréssen x, die symmetrischen Functionen der Wurzeln 
Hy, Hy... Mn-1 dieser Gleichung. Die Matrix liefert uns nun im 


*) S. Roberts. Sur l’ordre des conditions etc. Journal fiir Math. Bd, 67. 
8. 266. 
**) Brill, Ueber algebr. Correspondenzen. Diese Annal, Bd, 36. S. 826. 
***) Reye, Lineare Mannigfalt, projectiver Grundgebilde. Journal fiir Math. 
Bd. 108. 8S. 108. 


4* 
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Ganzen (°) Gleichungen, welche in diesen symmetrischen Functionen 


von der Ordnung g sind. Von den Wurzeln uw, lésen wir eine uw, ab 
und bezeichnen die symmetrischen Functionen der tibrigen wo, fy ... iln—1 


mit ¥,% ---Yn—2- Die Zahl der Producte und Potenzen dieser (» — 1) 
Gréssen zur g'** Ordnung ist nun gleich: 


2 oo. = (%— 2) 


(e+) +3)... (¢+9—8) . (4 +7 = *) ia (4 sc is " 
i 2 aa 2 q . 

Ist nun p = q +  — 2, so lassen sich diese Producte und Potenzen 

der y; gerade aus den vorhandenen Gleichungen eliminiren. Es folgt 


eine Gleichung, welche in uw, von der Ordnung q (°) ist, Die Wurzeln 


derselben gehéren zu je » —1==p—gq-+1 zu einem Systeme der 
Ly, %,..-%n-1- Solcher Systeme giebt es folglich: 


ter O- (2) 
p—q+i \@ 2~ i 
fiir welche alle g-reihigen Determinanten der Matrix verschwinden. 


Ist m aber grésser als (p —q-+ 2), so ergeben die 2, x... %n—1 
noch unendlich viele Systeme, welche eine Mannigfaltigkeit von 


(n — p+ q— 2) Dimensionen und der Ordnung (, P 1) bilden ; 


d. h, die Zahl der Lésungen wird eine endliche gleich (, P 1) , wenn 
wir zu den Bedingungen noch (n — p + q — 2) lineare Gleichungen 
zwischen den 2, 2, . .. %,-1 hinzufiigen. 

2) Wir wollen folgenden Satz beweisen: 


Besteht zwischen den » Polaren (m — 1) Ordnung der drei 


"Fr rit n+r, Z 5 
Formen F(A), F(A), F(A), wobei r, +7, +7, = n— 6 ist, eine 
lineare Relation mit constanten Coefficienten, so lassen sich die drei 


“ n+s, 
Formen linear zusammensetzen aus den Polaren gweier Formen F(A) 


und "Fa, wobei s,-++- s,—= — 5ist, und das System der co”—4 Polaren 
n't Ordnung der drei ersten Formen ist identisch mit dem Systeme 
der co*-* Polaren n'* Ordnung der beiden letzten Formen. 

Beweis. Die drei ersten Formen liefern in ihren Polaren (n— 1) 
Ordnung 7, + 2+ 7,+2+7,+2—1—n — 1 linear unabhingige 
Formen (n—1)'* Ordnung, zu welchen eine conjugirte Form (n— 1)' 
Ordnung existirt. 

Die Wurzeln der letzteren seien ,, My)... Un—t. 

Dann haben wir folgende Darstellung der drei ersten Formen: 





ul 
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a—1 a—1 
nt ta 
F(a)= >> Op (A—uy)"t"; Fa-> 6, (A—uy)"*; 
1 
nr, n—t - 
Fay— > 5 (a— a), 
1 
wobei die Gréssen @,, 6), tp vollkommen bestimmt sind. 
Wir setzen nun: 


n—1 


n+s, na — 
F(A) => hy (4 — pp)"; Fa)=> ky (A — Uy)" 
1 1 


und suchen die Constanten h, und k, sowie s, und s, den Bedingungen 
unseres Satzes gemiiss zu bestimmen. 
By, 8g Py ym Mg Bg n= 8s 75 
Sind 4, 943 %o» Po} Xs» Ys Functionen von (4), deren Ord- 
nungen durch die tiber die Zeichen gesetzten Zahlen bestimmt seien, 
so haben wir folgende Gleichungen zu erfiillen. 


hy 4 (Up) + Rp Pi (Up) = Op 
hy %o(Up) + kp Py (Mp) = Gp} fiir p= 1,2... (wn — 1). 
hyp 45 (Mp) + hp G3 (Up) = Tp 


Setzen wir nun: 


U, (4) mm 3 (A) @; (A) ~— By (A) Po (A), 
U.(A) = 43(4) 1 (4) — 11 (A) 93 (4), 
Uy (A) = x41 (4) 92(4) — w2(4) 9, (4), 


so sind die Functionen U,, U,, U, von den Ord. resp.: r,-+-1, +1, 
r, +1, es folgen die Gleichungen: 


Op U, (up) ot Sy U, (Up) + Tp U; (up) == Q fiir p= 1,2...(" —1), 
, (4) U, (A) + g(a) U, (a) + (4) U3 (4) = 0, 
41(A) UO, (A) + 42(A) Oy (A) + 45 (4) Uy (4) =O. 


Die Functionen U,, U,, U, sind durch die ersten (n — 1) Gleichungen 
bestimmt, denn wir haben in ihren Coefficienten 7, -+-7,-++-7,+6—n 
Gréssen zur Verfiigung. Wir benutzen, unter der Voraussetzung 
8, <8, , die zweite Gleichung zur Bestimmung der Functionen ,, 9., 93. 
Die linke Seite derselben ist in 4 von der Ordnung (s, + 1) und in 
den Coefficienten der y,, @,, 9, haben wir tiber (3s, — » + 9) Gréssen 
zu verfiigen. 

_ Ist deshalb bei gradem n 





38, —n-+8=s,+4+2 oder: 8,—=-— ~-; 5 =— >—, 





LE 
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so sind die Functionen g,, 9,, 9, eindeutig bestimmt und die Gréssen 
hp zu berechnen aus: 


hp Us (Up) = Op Po(Up) — Sp Yi (Up) ete. 
Die Functionen 4,, %, %3 sind nicht vollstiindig bestimmt, eben- 


sowenig wie die Gréssen k,, da eine (s, — s,)** Polare von ra ohne 


die Bedeutung der ‘F zu andern, zu letzterer hinzugefiigt werden kann. 


Ist aber m ungerade, so erhalten wir fiir s, — s, =" , co! Lésungen 


fir die Functionen 9,, 9,, 9,, welche diejenigen fiir 4,, 42, %3 mit- 


A apr, attr, a+ 
enthalten. Nur, wenn zwischen den Functionen F, F, F ausser 


der im Satze vorgesehenen, noch andere Bedingungen existiren, kann 


n—4 n— 
{oy und 8, < —; 


Die drei ersten Formen liefern im Ganzen (m — 3) linear un- 
abhingige Polaren n'* Ordnung; dieselbe Anzahl erhalten wir in den 
Polaren n‘* Ordnung der beiden zweiten Formen. Die Systeme der 
Polaren n‘** Ordnung beider Formenreihen sind also identisch. — 
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Die einfachen Gruppen im ersten und zweiten Hundert der 
Ordnungszahlen. 


Von 


Orro Hétper in Ttbingen. 


Einleitung. 


Es wire von dem gréssten Interesse, wenn eine Uebersicht der 
simmtlichen einfachen Gruppen von einer endlichen Zahl von Opera- 
tionen gegeben werden kénnte. Ich lege dabei die abstracte Auf- 
fassung zu Grunde, vermége welcher von der speciellen Darstellung 
der Gruppe abgesehen wird, also holoedrisch isomorphe Gruppen als 
identisch anzusehen sind*), Man kennt bereits verschiedene Typen 
einfacher Gruppen, deren jeder unendlich viele Individuen umfasst. 
Dahin gehéren einmal die Gruppen von Primzahlordnung, die tber- 
haupt keine Untergruppe besitzen; dann die alternirende Gruppe, d. h. 
die Gesammtheit der geraden Vertauschungen von » Dingen, die 
einfach ist, wenn » > 4. Ausserdem hat Herr C. Jordan*™) noch 
andere einfache Gruppen aufgestellt, die aus der ,,linearen Gruppe“, 
der ,,abelschen“ und den beiden ,,hypoabelschen“ Gruppen durch 
Zerlegung hervorgehen. Man kann also sechs bekannte Typen von 
einfachen Gruppen zihlen, es ist ‘aber nicht ohne Weiteres zu iiber- 
sehen, in wie weit diese verschieden sind. Ich bemerke in dieser 
Hinsicht nur, dass die Gruppe der 60 geraden Vertauschungen von 
5 Dingen, oder, was dasselbe ist, die [kosaedergruppe auch dem dritten 
Typus angehért. Dieser gleiche Typus liefert zweimal eine Gruppe 
von 168 Operationen, fiir zwei verschiedene Specialisirungen der noch 
willkiirlichen Zahlen. Es giebt aber, wie aus der folgenden Unter- 
suchung hervorgehen wird, vom abstracten Standpunkt betrachtet, 


*) Hinsichtlich der Definition einer abstracten Gruppe vergl. man: Fro- 
benius, Journal fiir Math. Bd. 100, p. 180, Dyck, diese Ann. Bd. XX, p. 1, 
Weber ebendaselbst p. 302. 

**) Traité des substitutions et des équations algébriques. Paris 1870, 
p. 91— 213. 
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nur eine einfache Gruppe der Ordnung 168, so dass also die beiden 
erhaltenen Gruppen tibereinkommen miissen. 

Durch solche Umstiinde ist die Uebersicht erschwert; ausserdem 
mégen vielleicht noch einfache Gruppen ganz anderer Art existiren. 

In dem Folgenden habe ich nun die Méglichkeit einfache Gruppen 
zu bilden von Ordnungszahl zu Ordnungszahl gepriift. Die erste Ver- 
anlassung dazu gab mir die unbewiesene Bemerkung von Galois, dass 
die kleinste zusammengesetzte Ordnungszahl einer einfachen Gruppe 
gleich 60 ist*). Ich habe die Untersuchung bis zur Ordnung 200 fort- 
gesetzt und stehe nicht an, sie zu verdffentlichen, obwohl sie mir 
keine bis jetzt unbekannte einfache Gruppe geliefert hat. Es giebt 
in dem genannten Zahlgebiet nur zwei einfache Gruppen mit zusammen- 
gesetater Ordnungszahl, die von 60 und die von 168 Operationen, welche 
letztere der Modulargleichung fiir die Transformation 7'** Ordnung der 
elliptischen Functionen angehért. Es ist fiir manche Anwendungen 
der Gruppentheorie von Werth, die andern in diesen Rahmen fallenden 
Gruppen mit zusammengesetzter Ordnungszahl als zusammengesetzt 
erwiesen zu haben. Auch diirfte die hier benutzte Methode von 
einigem Interesse sein, so lange man nicht iiber eine bessere verfiigt, 
die geeignet ist, das Problem allgemein zu erledigen. 

Ich erwahne noch die folgende Consequenz aus dem angefiihrten 
Resultat. Alle Gruppen, deren Ordnung nicht grisser ist als 200 und 
verschieden von 60, 120, 168, 180, sind auflésbar, entsprechen also 
Gleichungen, die durch Wureelzeichen gelist werden kinnen. Es sind 
nimlich die Factoren der Zusammensetzung einer beliebigen Gruppe 
Ordnungszahlen von einfachen Gruppen **). Eine nichtauflésbare Gruppe 
muss nun mindestens einen Factor der Zusammensetzung haben, der 


nicht Primzahl ist***), somit mindestens einen Factor aus der Reihe 
60, 168 u.s. w. 


§ 1. 
Die zur Untersuchung nothwendigen allgemeinen Hilfssitze. 


Das wichtigste Hilfsmittel bei diesen Betrachtungen bilden die 
Siitze des Herrn Sylowy). Nach diesen Siitzen ist jede Gruppe 


*) Liouville’sches Journal, Bd. XI, p. 409. 

**) Mathematische Annalen Bd. 34, p. 30 bis 33. Vgl. auch C. Jordan: 
Bulletin de la société mathématique de France. T.I, p. 48. 

. ***) Cf. Jordan: Traité des substitutions etc., p. 387, Théoréme JI], 

+) Mathematische Annalen Bd. 5, p. 584. Es ist zu bemerken, dass die Ab- 
handlung des Herrn Sylow von Buchstabenvertauschungen handelt. Dass aber 
das Resultat von der Darstellung der Gruppe unabhingig ist, kann schon daraus 
ersehen werden, dass jede Gruppe durch Vertauschungen von Buchstaben aus- 
gedriickt werden kann. (Man vergl. Frobenius und Stickelberger, Journal 
fir Mathematik Bd. 86, p. 230 Anm, und Dyck, Math, Aun. Bd. 22, p. 84). 
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zusammengesetzt, deren Ordnung ein Product von mehreren gleichen 
Primzahlen ist, und zwar ist eine solche Gruppe auflésbar. Ist ferner 
die Ordnung » einer beliebigen Gruppe G durch die Primzahlpotenz 
p? theilbar, ohne es durch p+ zu sein, so giebt es genau xp -+ 1 
Untergruppen der Ordnung p?, die simmtlich unter einander gleich- 
berechtigt sind, und es ist n= pe-v-(xp-+ 1). 

Hieraus will ich noch eine Folgerung ziehen. Es seien 

H,, My, 0. © 

die simmtlichén Untergruppen der Ordnung p?, so dass also 


y=up+l 

ist. Transformirt man diese Gruppen mit irgend einer Operation der 
Gesammtgruppe G, so tauschen sie sich unter einander um, und zwar 
kann aus jeder Gruppe H, jede andere Hg werden, weil alle Gruppen 
H gleichberechtigt sind. Man kann so jeder Operation von G eine 
Vertauschung der Buchstaben H,, H., ...H, zuordnen und erhilt 
dann eine transitive, der Gruppe G isomorphe Gruppe von Buchstaben- 
vertauschungen. Ist nun dieser JIsomorphismus ein meroedrischer*), 
so entsprechen der identischen Substitution 


MM, ... oy 

(n, 4,...% 
mehrere Operationen von G, die eine ausgezeichnete Untergruppe von 
G ausmachen. Eine Ausnahme bildet der Fall r=1; in diesem wiirde 
die ausgezeichnete Untergruppe mit der Gesammtgruppe zusammen- 
fallen; es wiirde aber in diesem Fall die Gruppe der Ordnung p® selbst 
eine ausgezeichnete Untergruppe von G sein**). Nimmt man also die 
Voraussetzung hinzu, dass die Gruppe G einfach sein soll, so muss 
der in Rede stehende Isomorphismus holoedrisch sein, die Gruppe G 
ist also darstellbar als transitive Gruppe von Vertauschungen von 


xp -+ 1 Buchstaben. Es muss also auch (xp -+ 1)! durch m theilbar 
sein. So erhilt man folgende Siitze: 


Hilfssatz I. Die Ordnung n einer Gruppe sei eine zusammen- 
gesetate Zahl wnd durch die Primzahl p theilbar, es sei s der grisste 
Theiler von n, der =1 ist mod. p; wofern s! durch n nicht theilbar ist, 
so ist die Gruppe zusammengesetet. 


Hilfssatz Il.° Ist die Ordnung n einer einfachen Gruppe durch 
die Primzahl p theilbar, und ist unter den Theilern von n, die =1 
sind mod. p, genau einer t, fiir den t! ein Vielfaches von n ist, so 

*) Jordan: Traité des subst, p. 56. 

**) Diese kénnte auch mit der Gesammtgruppe G identisch sein, wenn 
nimlich »—=0 und »=1, dann wiire aber G wieder zusammengesetzt, ausser, 
wenn » =p, was ich ausschliesse. 
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kann die Gruppe als transitive Gruppe von Vertauschungen von t Buch- 
staben dargestellt werden. 


Ich werde ausserdem noch folgenden Satz gebrauchen: 


Hilfssatz III. Es sei die Ordnung n einer Gruppe durch die 
Primzahlpotenz p® theilbar, ohne es durch pe zu sein, und es sei n= pe -m, 
wo m> 1. Wenn die Gruppe eine Operation von der Ordnung p® 
enthdlt, und p® grésser ist als der grisste von m verschiedene Theiler 
von m, so ist die Gruppe zusammengesetet. 

Der letzte Satz lisst sich folgendermassen beweisen: 


Die Gruppe werde mit G bezeichnet. Es sei S die vorausgesetzte 
Operation von der Ordnung p?, und H, die aus den Potenzen von S 
bestehende Untergruppe. H, ist dann eine jener x Untergruppen der 
Ordnung p* und x ein Theiler von m. Ist r = 1, so ist H, eine aus- 
gezeichnete Untergruppe, also die Gruppe G zusammengesetzt. Im 
andern Fall, r > 1, ist G wieder mit einer Gruppe von Vertauschungen 
von r Buchstaben isomorph, also entweder zusammengesetzt, oder mit 
der Buchstabengruppe holoedrisch isomorph. Dieser Fall allein ist 
weiter zu discutiren. Man denke sich jetzt die Operation S durch die 
r Buchstaben dargestellt. Da S die Ordnung p? besitzt, muss mindestens 


einer der Buchstabencyklen, aus denen S besteht, p® Buchstaben ent- 
halten es ist also 


r>p. 


Nun ist aber nach Voraussetzung jeder von m verschiedene Theiler 
von m kleiner als p¢, also, da r Theiler von m ist, 


r= mM 


Man hat also gerade m Gruppen der Ordnung p®, die alle in der 
Gruppe G gleichberechtigt sind und mit 


H,, H,, -.- Hm 


bezeichnet werden moégen. Jede dieser Gruppen besteht aus den 
Potenzen einer Operation und enthilt Operationen der Ordnung p? in 
der Anzahl 
p (py?) = pet (p — 1). 

Nimmt man alle Operationen der Ordnung p? aus allen diesen Gruppen, 
so sind sie saimmtlich verschieden; stimmte niimlich eine Operation 
der Ordnung p? aus H, mit einer Operation derselben Ordnung aus H, 
tiberein, so kénnten H, und H, nicht von einander verschieden sein. 
Also enthalt die Gruppe G jedenfalls m - p?-!-(p — 1) Operationen 
der Ordnung pe. 

Untersuchen wir jetzt die Zahl der Operationen von der Ordnung 
p’, wo 6< @ ist. Die Gruppe H, enthilt o(p’) = p’-'(p — 1) Opera- 
tionen der Ordnung p’. Jede von diesen Operationen ist eine Potenz 
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von jeder andern von ihnen, zB. von S?*°, Die sémmtlichen 
Potenzen dieser letzten Operation bilden eine Gruppe J, von der Ord- 
nung p’, und diese besteht aus den simmtlichen Operationen von H,, 
deren Ordnung nicht grésser ist als p’. Man findet so zu jeder Gruppe 
H, eine zugehérige Grappe Jz von der Ordnung p’. Die Gruppen 
J,, Ja, --- da 
sind sammtlich gleichberechtigt. Es geht z. B. die Gruppe H, durch 
Transformation mit einer Operation U der Gruppe G in H, iiber; es 
miissen aber dabei auch. die Operationen von H,, deren Ordnung nicht 
grésser als p’ ist, in die Operationen von H, tibergehen, deren Ord- 
nung <p%; somit wird J, aus J, erhalten durch Transformation mit 
der Operation U. Es kommt auch jede Gruppe, die in der Gruppe G 
mit J, gleichberechtigt ist, in der Reihe J,,J,,...dm vor. Ist 
namlich [ eine Gruppe, die aus J, durch Transformation mit der Opera- 
tion V erhalten wird, und ftihrt V die Gruppe H, in H, tiber, so muss 
V auch J, in J, iiberfiihren, und es ist also [ mit J, identisch. 
Es fragt sich noch ob die Gruppen 


> An J, ere Im 


von einander verschieden sind. Nehmen wir an, die Gruppen Jj,d>,...d, 
seien identisch, und die andern von diesen verschieden. Es sei @, von 
1,2,...¥ verschieden. Nun muss es eine Operation W geben, die 
H, in He, tiberfiihrt, diese selbe Operation fiihre H,,...H, in 
He,,---He, tiber. Es werden dann J,, J,,... J, durch Transfor- 
mation mit Win dz,,Ja,,... Ja, tibergehen. Diese letzteren Gruppen 
sind also identisch, und die Indices @,, @,...@y, die jedenfalls von 
einander verschieden sind, sind somit auch von 1, 2,...v ver- 
schieden. Man kann diesen Schluss fortsetzen und findet, dass die 
Gruppen 
Jy, Ja, «+. Im 

sich in 4 Classen von je v Gruppen ordnen miissen, so dass alle 
Gruppen einer Classe identisch sind, und m=Av. Es giebt also 
genau A mit J, gleichberechtigte Gruppen, und 4 ist ein Theiler von m. 
Man wiederholt jetzt die friiheren Schliisse. Ist 4 = 1, so ist J, eine 
ausgezeichnete Untergruppe von G. Ist 4>1, so besteht Isomorphismus 
zwischen G und einer transitiven Gruppe von Substitutionen von A 
Buchstaben; es ist dann entweder G zusammengesetz, oder es gilt 
von A dasselbe wie oben von 7, d. h. man findet 


A= m. 
Ks ist also nur der Fall weiter zu behandeln, wo die Gruppen 


Fao tes ss 
verschieden sind. si 
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Jede dieser Gruppen besteht aus den Potenzen einer ihrer Opera- 
tionen von der Ordnung p’. Es sind desshalb alle Operationen der 
Ordnung p’, die in diesen m Gruppen enthalten sind, verschieden, 


diese sind aber nichts Anderes als die Operationen der Ordnung p° 
aus den Gruppen 


H,, &,.~-. A, 
und sind in der Anzahl 


m-p?-*(p — 1). 
Man findet so, dass alle Operationen der Gruppen 
H,, Ss ; 
mit Ausnahme der Identitit, verschieden sind. Diese Gruppen liefern 
also 
m( pe — 1) 


Operationen, deren Ordnung gleich einer Potenz von p ist. 

Ausser diesen enthilt die Gesammtgruppe G noch m Operationen. 
Es sind nun zwei Fille zu unterscheiden. Erstens: Es sei m eine 
Primzahlpotenz, m= q*. Es muss dann nach dem Sylow’ schen Satze 
eine Untergruppe F von der m'*" Ordnung existiren. Alle Operationen 
von F’, ausser der Identitiit, haben zur Ordnung eine Potenz von gq, 
also miissen jene m Operationen, die wir iibrig behalten haben, be- 
stehen aus der Identitiéit und aus m — 1 Operationen, die eine Potenz 
von g zur Ordnungszahl haben. Zugleich sind diese m — 1 die simmt- 
lichen mit dieser Eigenschaft behafteten Operationen von G. Daraus 
folgt, dass jene m Operationen in sich tibergehen, wenn sie mit einer 
beliebigen Operation der Gesammtgruppe transformirt werden, d. h. 
F ist in der Gesammtgruppe G ausgezeichnet enthalten. 

Es bleibt noch der Fall iibrig, in welchem m durch verschiedene 
Primzahlen gq, q,,... theilbar ist. Von diesen modge g die grésste 
sein. Es giebt dann nach dem Satz von Cauchy Operationen von 
der Ordnung q, q; u. 8. w.; es sind diese alle unter jenen m iibrig- 
gebliebenen Operationen zu suchen, von denen aber jetzt nicht be- 
hauptet werden kann, dass sie eine Gruppe bilden. Die Zahl der im 
Ganzen vorhandenen Operationen von der Ordnung q ist kleiner als m. 
Da nun allemal g—1 Operationen der Ordnung gq einer und derselben 
Untergruppe der Ordnung g angehéren, so kann G nicht ganz = : 
soleher Untergruppen enthalten. Sei K eine Untergruppe der Ord- 
nung q, so ist a fortiori die Anzahl a der mit K gleichberechtigten 


. m : m : . * 
kleiner als co also kleiner als — somit auch kleiner als der grésste 
oer 1 


von m verschiedene Theiler von m. Es ist nun ein mehrfach schon 
angewendeter Schluss zu wiederholen; entweder ist die Gruppe zu- 
sammengesetzt oder sie ist als transitive Gruppe von Vertauschungen 
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von @ Buchstaben darstellbar. Die letzte Anaahme ist aber wider- 
sprechend, weil p@ grésser angenommen wurde als der grésste von m 
verschiedene Theiler von m, und die Gruppe eine Substitution der 
Ordnung p? enthalten soll, die aus a Buchstaben sich nicht bilden lisst. 

Damit ist der Hilfssatz III vollstiindig bewiesen. Setzt man e=1, 
so folgt die Existenz einer Operation von der Ordnung p? aus dem 
Cauchy’schen Satz, und es ergiebt sich der 


Zusatz. Ist die Ordnung einer Gruppe gleich p.m, wo m von 
Eins verschieden und durch die Primzahl p nicht theilbar ist, und ist 
p grosser als der grisste von m verschiedene Theiler von m, so ist die 
Gruppe zusammengesetet. 


Ich betrachte noch den Fall, dass die Ordnung einer Gruppe 
gleich dem Product von drei Primzahlen ist; n =p, .p,.p,. Ist zu- 
niichst p, = p, = pz, so ist die Gruppe zusammengesetzt. Ausserdem 
sind noch drei Fille zu unterscheiden: p, =p, > ps, p, > Py = Dy 
und p, > p. > ps. Im ersten dieser Faille kann man den Hilfssatz I 
verwenden, indem man p mit p, und p, identificirt; die Gruppe ist 
also zusammengesetzt.*) In den beiden andern Fillen ist der Zusatz 
zum Hilfssatz II anzuwenden. Man setzt p=—p, und m=—p,.p, 
und findet wieder, dass die Gruppe zusammengesetzt ist. 

Ist die Ordnung » das Produst aus zwei Primzahlen, so erhiilt 
man unmittelbar dasselbe Resultat. Es gilt also allgemein: 


Lehrsatz IV. Eine Gruppe, deren Ordnung gleich dem Product 


von swei oder drei, gleichen oder ungleichen, Primzahlen ist, ist auf- 
lésbar. 


§ 2. 
Weitere Saitze iiber Buchstabenvertauschungen. 


Ob es sich gleich hier um die abstracten Gruppen handelt, wird doch 
deren Darstellung durch Buchstabenvertauschungen **) im Folgenden 


*) Vgl. Sylow a.a. O. p. 589, Théoréme V. 
**) Hinsichtlich der Bezeichnung von Buchstabenvertauschungen herrscht 


nicht die wiinschenswerthe Uebereinstimmung. Ich stelle im Folgenden die Sub- 
stitutionen so dar, dass z, B. 


bh, 
ative 


die Substitution ausdriickt, die 1 in 2, 2 in 5, 5 in 1, 3 in 4 und 4 in 8 iiber- 
fiihrt, Das Product SZ' zweier Substitutienen wird entsprechend der Formel: 


12345 25431 ab 12345 
ooy 41523) \41528 
gebildet. Um die Substitution S mittelst der Substitution Z' za transformiren, 


hat man nur in der Darstellung von S die Vertauschung 7 auszutiihren, und man 
erhiilt dann: 7'~'ST. 
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eine Rolle spielen, und es werden dabei einige besondere Sitze niitzlich 
sein. Zunichst erinnere ich daran, dass jede einfache Gruppe von 
Buchstabenvertauschungen, deren Ordnung grésser als zwei ist, aus- 
schliesslich aus geraden Substitutionen bestehen muss, weil im andern 
Fall die geraden Substitutionen der Gruppe eine ausgezeichnete Unter- 
gruppe von halb so grosser Ordnungszahl ausmachen. 

Hat man ferner eine Reihe von Buchstabenvertauschungen S, 7, U,..., 
und wird eine Gruppe G definirt durch die Gesammtheit der Substitu- 
tionen, die aus S, 7, U,... sich zusammensetzen lassen, so hat man 
zuerst die Transitivitét der Gruppe zu beurtheilen. Man greife zu 
diesem Zweck irgend einen Buchstaben, etwa z,, heraus und suche 
dann alle die Buchstaben, die in den Substitutionen S, 7, U,... an 
Stelle von x, treten. Nun suche man alle Buchstaben, die in den- 
selben Substitutionen an Stelle der schon gefundenen Buchstaben treten, 
und fahre so fort, bis dieser Process abgeschlossen ist. Man findet 
so die Gesammtheit der Buchstaben, die in der Gruppe G an Stelle 
von 2, treten kénnen. Diese Buchstaben bilden ein System. Es 
kénnen mehrere solcher Systeme vorhanden sein, so dass nun jeder 
Buchstabe eines Systems an Stelle jedes andern desselben Systems, 
aber niemals an Stelle eines Buchstaben eines andern Systems treten 
kann; man nennt die Gruppe dann intransitiv, und die Systeme sind 
die ,,Systeme der Intransitivitét“. Bilden alle Buchstaben ein einziges 
System, so ist die Gruppe transitiv. 

Die vorstehende Bemerkung macht den folgenden Satz zur An- 
wendung sehr geeignet: 


Lehrsatz V. Jede transitive Gruppe von Buchstabenvertauschungen, 
die aus gewissen Cirkularsubstitutionen dritter Ordnung zusammengesetet 
werden kann, ist mit der alternirenden Gruppe identisch.*) 

Um dies zu beweisen, nehme ich zuerst zwei Substitutionen an, 
die zwei Buchstaben gemeinsam enthalten, (abc) und (dbc). Man 
bildet daraus 

(dbc)“ (abe) (dbc) = (acd), 


(dbc) (abc) (dbc) = (adb) 


und erhalt so alle Cirkularsubstitutionen 3'* Ordnung, die aus a, b, c, d 
gebildet werden kénnen. Sind aber zwei Substitutionen gegeben so 
wie (abc) und (ade), die einen Buchstaben gemeinsam enthalten, so 
bilde man 


*) Gewisse, viel gebrauchte Sitze erscheinen als specielle Fille von diesem. 
Man vergl. z. B. Netto, Substitutionentheorie und ihre Anwendung auf die 
Algebra, Leipzig 1882, p. 35, Lehrsatz IX. Nahe verwandt mit dem Satz des 
Textes ist die Prop. V des Herrn Askwith im Quaterly Journal of Mathematics 
vol, XXIV, p. 121. : 





' ~~ “ = ~~ ’ “ 


=e wo ws 


ae _—_ =~ 


Einfache Gruppen. 


(ade) (abe) (ade) = (dbc), 
(ade) (abc) (ade) = (ebc), 


Man hat also die drei Substitutionen (abc), (dbc) und (ebc); nimmt 
man von diesen je zwei zusammen, so liefert das unmittelbar vorher- 
gehende Verfahren alle Cirkularsubstitutionen aus dreien der Buch- 
staben a, b, c, d, e mit Ausnahme von (ade), was von vornherein 
gegeben war. 

Sollen nun die Cirkularsubstitutionen (;, C,, C,,... dritter 
Orduang eine transitive Gruppe von Vertauschungen von m Buch- 
staben erzeugen, so miissen zwei der Substitutionen, etwa C, und C,, 
einen oder zwei Buchstaben gemein haben. Man kann dann aus C, 
und ©, nach dem Vorigen alle Substitutionen von der Form (&7£) 
zusammensetzen, die aus den Buchstaben A von C, und C, sich bilden 
lassen. Nun muss unter den Substitutionen C auch eine sein, die 
einen der Buchstaben A und zugleich einen neuen Buchstaben enthiilt, 
denn sonst kénnte die erzeugte Gruppe nicht transitiv sein. Es sei 
C, eine solche Substitution 

C; — (agh), 


wo a zu den Buchstaben A gehért, g aber nicht. Sind b und ¢ zwei 
andere Buchstaben A, so setzt sich aus C, und C, die Substitution 


(abc) zusammen, und diese muss zusammen mit C, (oder (agh)) auch 


(beg) und (abg) ergeben. Man erhiilt also alle Cirkularsubstitutionen 
3’ Ordnung, die g und zwei der Buchstaben A enthalten, somit alle 
Cirkularsubstitutionen 3‘ Ordnung aus den Buchstaben A und g. 
Man kann so fortfahren, zu schliessen, und fiigt stets einen weiteren 
Buchstaben hinzu. Schliesslich ergiebt sich, dass alle geraden Sub- 
stitutionen der m Buchstaben aus C,, C,, C;, ... zusammengesetzt 
werden kénnen. 


Ich nehme jetzt eine einfache transitive Gruppe an, die eine 
Cirkularsubstitution C von der dritten Ordnung enthalten soll. Man 
setze aus C und aus den mit C gleichberechtigten Substitutionen eine 
Gruppe zusammen, so muss diese in der Gesammtgruppe ausgezeichnet 
enthalten, also mit der als einfach. vorausgesetzten Gesammtgruppe 
identisch sein. Durch Anwendung des letzten Lehrsatzes findet man 
nun den 


Hilfssatz VI. Jede einfache transitive Gruppe von Vertauschungen 
von m Buchstaben, die eine Cirkularsubstitution dritter Ordnung enthiilt, 


ist mit der alternirenden Gruppe von der Ordnung as m! identisch. 


Es handele sich jetzt um Vertauschungen von 6 Buchstaben, und 
es sei irgend eine einfache und transitive Gruppe G zu bestimmen. 
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Die Ordnung einer solchen Gruppe ist durch 6 theilbar*), und es ent- 
halt somit G eine Operation von der dritten Ordnung. Ist diese 
Operation eine Circularsubstitution, so besteht G aus den 360 geraden 
Substitutionen. Im andern Fall enthilt die Gruppe G eine Substitution 
von der Form 
(abe) (def). 

Nun giebt es bekanntlich Functionen von 6 Gréssen, die sechs- 
werthig sind, ohne in Beziehung auf fiinf der Argumente symmetrisch 
zu sein.**) Es sei g, eine soleche Function von a, b, ¢, d, e, f, 


Pir Por ++ Ve 
seien die Werthe, die sie vermége der 720 Substitutionen annimmt. Jede 
der Functionen bleibt bei einer Gruppe von 120 Substitutionen un- 
geindert, und keine dieser Gruppen enthalt eine Circularsubstitution 
von der dritten Ordnung.***) Fiihrt man in den Functiouen 


Pir Prr- ++ De 

alle 6! Substitutionen der Buchstaben a, b, c, d, e, f aus, so erhilt 
man zu jeder dieser Substitutionen eine Substitution der Buchstaben 
P15 Po»--- GP - Es giebt keine von der Identitét verschiedene Sub- 
stitution von a, b, ¢, d, e, f, die alle Functionen » ungeindert lisst, 
weil die Gesammtheit der Vertauschungen von 6 Buchstaben ausser 
der alternirenden Gruppe keine ausgezeichnete Untergruppe besitzt. 
Man kann daraus schliessen, dass die erhaltenen Substitutionen von 
Pi» Po>-++ Py alle verschieden sind. 

Damit ist ein holoedrischer Isomorphismus definirt zwischen der 
Gesammtheit B der 6! Substitutionen von a, b, c, d, e, f und der 
Gesammtheit ® der Substitutionen der Buchstaben 9,, 9,, 3, 9, 
%;, Y,- Die Substitution (abc) andert jede der Functionen g, also 
entspricht ihr in ® eine Substitution, die jeden Buchstaben Andert 
und von der dritten Ordnung ist, also die Form 


(Pa, Par Pas) (Pa, Pas Pas) 

haben muss. Aus dem holoedrischen Isomorphismus folgt, dass einer 
ganzen Classe von gleichberechtigten Substitutionen der Gruppe B eine 
Classe von gleichberechtigten Substitutionen der Gruppe ® entsprechen 
muss. Es entspricht also dem Typus der Substitution (abc) der Typus 
der Substitution (gp, p. 3) (M; Pg P,), und also auch dem Typus der 
Substitution (abc) (def) der Typus der Substitution (, 93). 

Nun handelt es sich aber um eine Gruppe G von Vertauchungen 
der Buchstaben a, b, c, d, e, f, welche eine Substitution (abc) (def) 


*) Cf. J. A. Serret: Cours d’algébre supérieure, V. ed. Paris 1885, Tome II, 
p. 341, Théoréme I. 
**) Vergl.z. B. J. A.Serret; Cours d’algébre supérieure, T. II, p. 335—340. 
***) Ebendaselbst p. 336. 





nt- 
se 


on 


hs- 
ch 


de 
n- 
on 


Alt 
en 
ib- 
st, 
ser 


on 


ler 
ler 





Einfache Gruppen. 65 


enthilt. Man suche zu jeder Substitution von G@ die entsprechende 
Substitution der Buchstaben 9,, 92, 3, 4, P5, Pg- Man erhiilt so 
eine isomorphe Gruppe J von ebensoviel Substitutionen wie G, und 
da G eine Substitution (abc) (def) enthalt, so enthalt J eine Circular- 
substitution dritter Ordnung. J muss ebenso wie G eine einfache 
Gruppe sein, dagegen kann J intransitiv sein. 

Die in J vorhandene Circularsubstitution sei (M293 9,). Ist die 
Gruppe intransitiv, so gehéren gz, yg und g, zu demselben System der 
Intransitivitit, und dieses umfasse v Buchstaben (vy > 3). Die Sub- 
stitutionen von J setzen diese v Buchstaben in bestimmter Weise um, 
und man kann so eine Gruppe K von Vertauschungen von v Buch- 
staben definiren, die transitiv und mit J isomorph ist. Wenn dieser 
Isomorphismus meroedrisch wire, miisste J zusammengesetzt sein, was 
ausgeschlossen ist. Es ist also auch G mit K holoedrisch isomorph. 
K ist jetzt eine einfache, transitive Gruppe von Vertauschungen von 
v Buchstaben, welche die Circularsubstitution (me gs ,) enthilt. Es ist 
somit K die alternirende Gruppe aus den v Buchstaben. Der Fall, in 
dem J transitiv ist, unterscheidet sich von dem anderen nur dadurch, 
dass man v = 6 zu setzen hat. Es sind dann J und K mit einander 
und mit der Gesammtheit der geraden Vertauschungen von 9, 92,.-.Q¢ 
identisch. Somit enthalt in diesem Fall J eine Substitution von dem 
Typus (9; P23) (45 Pe), und also G eine Circularsubstitution dritter 
Ordnung. Es ist dann G selbst mit der alternirenden Gruppe aus 
den a, b, ¢, d, e, f identisch. In dem Fall, in welchem J intransitiv 
ist, hat man v < 6 und > 3 anzunehmen. Ware iibrigens v = 3, so 
bestinde K und also auch G nur aus drei Substitutionen, es bestiinde 
somit G aus den Potenzen der Operation 


(abe) (def), 

was der Voraussetzung widerspricht, dass G transitiv sein sollte. Es 
ist ferner die Annahme v = 4 auszuschliessen, denn die aus 4 Buch- 
staben gebildete alternirende Gruppe ist zusammengesetzt. Somit bleibt 
nur die Annahme v = 5 iibrig, und man findet so das Resultat:*) 

Hilfssatz VII. Eine einfache transitive Gruppe von Vertauschungen 
von 6 Buchstaben ist entweder mit der alternirenden Gruppe von der 
Ordnung 720 identisch oder mit der Ikosaedergruppe**) holoedrisch 
isomorph. 


*) Man kénnte hier auch die schon vorhandenen Aufziihlungen von Gruppen 
von Vertauschungen von 6 Buchstaben benutzen. 

**) Vergl. z. B. F. Klein: Vorlesungen iiber das Ikosaeder, Leipzig 1884, 
p. 19. 
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§ 3. 
Uebersicht der Ordnungszahlen von 1 bis 200. 


Ist p irgend eine Primzahl, so giebt es eine einzige Gruppe von 
der Ordnung p, und diese ist einfach; eine solche Gruppe besteht eben 
aus den Potenzen einer Operation von der Ordnung p. Um nun die 
tibrigen einfachen Gruppen zu finden, hat man vermége des Lehr- 
satzes IV nur alle Zahlen zu untersuchen, die gleich einem Product 
von mehr als drei Primzahlen sind, und von diesen kann man vermége 
der Sylow’schen Resultate wieder diejenigen weglassen, die Potenzen 
von Primzahlen sind. 

Die folgende Zusammenstellung enthalt alle die nach dem eben 
Bemerkten noch zu untersuchenden Zahlen, soweit sie nicht grésser 
sind als 200. Die meisten dieser Zahlen kénnen vermége des Hilfs- 
satzes I nicht Ordnungszahlen einfacher Gruppen sein; zwei Zahlen 
erledigen sich durch den Zusatz zum Hilfssatz 11, was noch mit 
mehreren andern geschehen kénnte, die ich aber in die erste Kategorie 
gestellt habe, um die Fruchtbarkeit der Sylow’schen Sitze ins Licht 
zu setzen. Ich habe neben jede Zahl ihre Zerlegung gesetzt und dabei 
immer die Primzahl vorangestellt, welche bei der Anwendung des all- 
gemeinen Satzes mit p zu identificiren ist. 

1) Ordnungszahlen, die vermége des Hilfssatzes I auszuschliessen 
sind: 

24 = 23.3, 36 = 37.27, 40 = 5.23, 48 = 24.3, 
54 = 33.2, 72 == 37,25, = 80 = 24.5, 84 =< 7.27.3, 
88 = 11.23, 96 = 25.3, 100 —=57.2?, 104 — 13.23, 
108 = 3°.2?, 126 = 7.2.37, 135 — 33.5, 136 = 17.28, 
140 = 5.27.7, 150 = 57.2.3, 152— 19.23, 156 = 13.2?.3, 
160 = 2°.5, 162 = 34.2, 176 —=11.24, 184 — 23.23, 
189 = 3°.7, 192 = 2°.3, 196=— 77.27, 198 — 11.2.3? 
200 = 5?.23. 


2) Nach dem Zusatz zum dritten Hilfssatz sind auszuschliessen: 
56 = 7 . 23, 132 = 11. 2?. 3, 


3) Fir die folgenden Ordnungszahlen ist die Frage vorlaufig un- 
entschieden : : 


60, 90, 112, 120, 144, 168, 180. 
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§ 4. 
Theilweise Behandlung der noch nicht erledigten Ordnungszahlen. 
Die Zahlen: 
60 = 5.27.3, 90—5.2.3%, 12025.25.3 


gestatten die Anwendung des Hilfssatzes I], wenn in diesem p= 5 
gesetzt wird. Wenn es einfache Gruppen von diesen Ordnungszahlen 
giebt, so miissen diese darstellbar sein als transitive Gruppen von 
Vertauschungen von 6 Buchstaben. Es kommt nun der Hilfssatz VII 
in Anwendung und ergiebt, dass die Ikosaedergruppe die einzige ein- 
fache Gruppe von 60 Operationen ist, und dass einfache Gruppen von 
den Ordnungen 90 und 120 nicht existiren. 

Die Ordnungszahl 112 — 24.7 kann folgendermassen erledigt 
werden. Giibe es eine einfache Gruppe G von dieser Ordnung, so 
miisste diese als Gruppe von Vertauschungen von 7 Buchstaben dar- 
stellbar sein; man hat, um dies einzusehen, im Hilfssatz Il nur 
m= 112 und p=2 zu setzen. Da nun 2‘ die héchste Potenz ist, 
welche die Ordnung theilt, so existirt eine Untergruppe J von 16 
Substitutionen, die wir uns in den 7 Buchstaben dargestellt denken 
wollen. Nun ist aber 16 auch die héchste Potenz von 2, welche in 
7! enthalten ist. Es sind also nach dem Sylow’schen Satz je zwei 
Gruppen von der Ordnung 16, die aus 7 Buchstaben gebildet sind, in 
der Gesammtgruppe der Vertauschungen von 7 Buchstaben gleich- 
berechtigt, also ahnlich. Nun ist von Cauchy*) eine Gruppe der 
Ordnung 16 von 7 Buchstaben gebildet worden. Diese lasst sich aus 
den Substitutionen 


(4), (3%), (G55), (4 4g) (4244) 
zusammensetzen, wobei a, in Ruhe bleibt. Diese Gruppe enthalt Trans- 
positionen, es enthiilt also auch die ihr ahnliche Gruppe J und somit 
auch die vorausgesetzte Gruppe G ungerade Substitutionen. Dies 


ist aber mit der vorausgesetzten Hinfachheit der Gruppe G unver- 
triglich. 


g 5. 
Die Ordnungszahl 144. 


Von den drei Zahlen, die noch zu erledigen sind, erfordert jede 
eine besondere Untersuchung. Indem ich eine einfache Gruppe G von 
der Ordnung 144 vorliufig voraussetze, ordne ich die Operationen dieser 
Gruppe in Classen, so dass gleichberechtigte in dieselbe Classe kommen. 


*) Exercices d’analyse et de physique mathématique, Paris 1840, T. III, 
pag. 195. 


5* 
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Ausser der identischen Operation finde ich nun eine Classe von h, 
Operationen, eine von h, Operationen u. s. w., so dass 
1+, +h, +.-- led 

ist. Keine der Zahlen h darf gleich 1 angenommen werden, denn 
sonst enthielte die Gruppe eine nur mit sich selbst gleichberechtigte 
Operation S; die Potenzen von S bildeten dann eine ausgezeichnete 
Untergruppe; fiele diese mit der Gesammtgruppe zusammen, so kénnte 
G ohnedies nicht einfach sein- 

Transformirt man jetzt die h, Operationen 7 der einen Classe mit 
den Operationen von G, so werden die Operationen 7' unter einander 
vertauscht und ergeben eine mit G isomorphe transitive Gruppe von 
Vertauschungen von h, Buchstaben. Der Isomorphismus muss wieder 
holoedrisch sein, d. h. G ist als transitive Gruppe von h, Buchstaben 
darstellbar. 

Hieraus folgt, dass die Ordnung » von G durch h, theilbar ist. 
Dies zeigt sich auch aus einer andern Beziehung. Ist nimlich 7’, eine 
von den h, Operationen, und enthilt die Gruppe G genau g Opera- 
tionen, die mit 7’; vertauschbar sind, so ist*) 


h,.g=n. 
Aus der obigen Gleichung ergiebt sich nun die Congruenz 
1+h, +h, +---=0 mod, 2. 


Es kénnen also nicht alle die Zahlen h gerade sein. Sei h, ungerade, 
so ist es als von 1 verschiedener Theiler von 144 entweder 3 oder 9; 
die erste Annahme ist aber auszuschliessen, weil die Gruppe G nicht 
durch 3 Buchstaben dargestellt werden kann. Man findet jetzt aus 

hig —_ ie, 
dass 

I= 16 

anzunehmen ist. Die g mit 7’, vertauschbaren Operationen bilden 
eine Gruppe, und da in dieser Gruppe die Operation 7, selbst ent- 
halten ist, muss die Ordnung von 7, eine Potenz von 2 sein. Es sei 
diese Potenz gleich 2*, so ist 7,°°~* eine Operation von der Ordnung 
2. Es seien 7,, T,,... TZ’, die Operationen, die mit 7; in eine Classe 
gehéren. Es sind dann auch die Operationen der Reihe 


GP. IP 
alle gleichberechtigt, und es enthalt andererseits diese Reihe jede mit 


T,* gleichberechtigte Operation. Dies beweist man leicht, indem 
man den auf 8. 59 fiir Gruppen gemachten Schluss hier auf Opera- 
tionen tibertragt. Auf gleiche Weise sieht man, dass die Operationen 





*) Vgl. Frobenius: Journal fiir Math. Bd. 100, pag. 181. 
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der letzten Reihe entweder alle verschieden sein, oder zu je v iiberein- 
stimmen miissen. Die Anzahl der verschiedenen Operationen in dieser 
Reihe ist also ein Theiler von 9, und 7,2" gehdrt zu einer Classe 
von 1, 3 oder 9 gleichberechtigten. Die beiden ersten Fille sind aus 
den obigen Griinden auszuschliessen. Die vorausgesetzte Gruppe enthilt 
also eine Classe von 9 gleichberechtigten Operationen zweiter Ordnung. 
Ich bezeichne jetzt diese 9 Operationen mit 
0,, 9,, O3,... Oy. 

Die Gruppe G kann nun auch als transitive Gruppe von Vertauschungen 
der 0,, 0,,... ©, dargestellt werden, indem man jeder Operation U 
von G diejenige Vertauschung der Buchstaben © zuordnet, die bei der 
Transformation der © mittelst U entsteht. Der Deutlichkeit wegen 
will ich die in Frage komménden Buchstabenvertauschungen besonders 
bezeichnen, die der Operation ©, entsprechende mit B, u.s. w. Es 
wird also B, eine Buchstabenvertauschung sein, bei der 0, am Ort 
bleibt, diese Vertauschung ist gerade anzunehmen und von der Ord- 
nung 2. Man hat also entweder 


I. B, — (®,) (9,) (95) (9,) (9;) (0,9;) (0, Q,) 


I. B, = (9,) (0, Qs) (0, 95) (0, 9;) (0,95), 


denn alle anderen méglichen Annahmen lassen sich durch passende 
Aenderung der Bezeichnung auf eine von diesen beiden zuriickfihren. 

I. Wir behandeln zunichst die erste der genannten Annahmen*). 
Man muss nun dasselbe erhalten, wenn man entweder alle Buchstaben 
von B, — als Operationen 0 betrachtet — mit ©, transformirt oder 
die Buchstabenvertauschung B, mit der Buchstabenvertauschung B, 
transformirt. Dabei ist B, die dem ©, entsprechende Buchstabenver- 
tauschung. Weil aber in der Substitution B, der Buchstabe 0, an 
seiner Stelle bleibt, so ist nach der Definition von B, 


Or 0,0, = ,, 
also ©, mit ©, vertauschbar. Somit ist auch B, mit B, vertauschbar. 
Es wird also B, in sich tibergeftihrt, wenn alle Buchstaben von B, 
mit ©, transformirt werden. ©, transformirt also die Buchstaben 
0,,9., O,, O,, 0; in einander und ebenso 0,, 0,, O,, Oy in einander, 


oder 


*) Man kénnte diesen Fall ausschliessen vermége eines von Herrn Jordan 
ausgesprochenen Satzes, Nach diesem muss jede transitive und primitive Gruppe 
von Vertauschungen von mehr als 8 Buchstaben, die eine Substitution von der 
Form (a, 4) (a3@,) enthiilt, die alternirende Gruppe enthalten (Journal fiir Math. 
Bd. 79, p. 256). Die Primitivitit der vorausgesetzten Gruppe wire leicht zu 
erweisen, Jede einfache transitive Gruppe von m Buchstaben ist entweder 
primitiv oder als transitive Gruppe von nur m, Buchstaben darstellbar, wo m, 
ein Theiler von m ist, 
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und zwar werden die letzten vier Buchstaben imprimitiv ver- 
tauscht. 


Es ist jetzt leicht zu sehen, dass nur die folgenden wesentlich 
verschiedenen Fialle zu unterscheiden sind: 


1) By, = (®;) (82) (Os) (4) (95) (969s) (079s), 
2) B, = (®;) (®2) (3) (0,95) (8697) (Os) (8s), 
denn B, und B, miissen zwar ahnlich, aber doch verschieden sein, und 
B, wuss 0, und 0, an der Stelle lassen. 
Betrachten wir den Fall 1), so ergiebt sich, dass sowohl 9, als 
©, mit jeder der Operationen 
0,, 0, Q;, 0,, 8; 


und mit keiner der iibrigen Operationen © vertauschbar ist. Nennt 
man zwei Operationen 0; und ©, zusammengehérig, wenn sie mit den- 
selben Operationen aus der Reihe 


©,, 9,, O3, 94, O;, O%,» 97, Os, O 
vertauschbar sind, so gilt der Satz: Wenn zwei Operationen je mit 
einer dritten zusammengehérig sind, so sind sie auch unter sich zu- 
sammengehorig. Man kann jetzt die 9 Operationen © in Systeme von 
zusammengehdrigen vertheilen und findet leicht, dass diese Systeme in 
Beziehung auf die Gruppe von Vertauschungen der © Systeme der 


Imprimitivitét sind, also gleichviel Buchstaben enthalten, und zwar 
je 3. Man hat also 3 Systeme. Diese vertauschen sich unter einander 
vermége der Substitutionen der Gruppe, und diese ist also einer Gruppe 
von Vertauschungen von 3 Buchstaben isomorph. Dies kénnte nur 
ein meroedrischer Isomorphismus sein, was mit der vorausgesetzten 
Kinfachheit der Gruppe G nicht zusammenbestehen kann. Der Fall 
1) ist also auszuschliessen. 
Betrachten wir den Fall 2). Die Formel B, liefert 


e;" Q; 8, = 8, ’ 
wahrend aus der Form von B, folgt 
Q;70,0,—0,, 07'0, 0, —0,, 

d. h. von den Operationen 0,, ©, und 0, ist jede mit jeder vertausch- 
bar. Es giebt also Aggregate von 3 Operationen © von dieser Higen- 
schaft. Man sucht jetzt alle solchen Aggregate zu bilden. Nimmt 
man 9, und 9, in ein solches Aggregat auf, so ist es bestimmt, denn 
©, ist, wie die Formel fiir B, zeigt, nur mit 0,, 0,, 0,, 0, ver- 
tauschbar, und ©, nur mit 0,, 0,, ©,, O,; man erhilt also nur das 
Aggregat ©,,0,,0,. Aehnliches gilt, wenn man in das Aggregat von 
vornherein ©, aufnimmt und eine andere von den 4 mit 0, vertauschbaren 
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Operationen ©,, 9;, 9,, O;, z. B. ©,, denn fiir B, kénnen nun ganz 
analoge Betrachtungen angestellt werden wie fir B,. So kann man 
auf 4 Arten eines der erwihnten Aggregate mit dem Buchstaben 0, 
bilden, dabei wird aber jedes offenbar doppelt gezaihlt. Man hat also 
2 Aggregate mit dem Buchstaben @,. Wegen der Gleichberechtigung 
muss dasselbe gelten, wenn man 0; statt ©, setzt, was durch Trans- 


formation sofort eingesehen werden kann. Somit lassen sich 22 = 6 


Aggregate im Ganzen bilden. Jedes solche Aggregat enthialt drei 
Operationen. ©, von denen jede mit jeder vertauschbar ist. Diese 
Aggregate verhalten sich anders als jene Systeme der Imprimitivitit, 
sofern zwei verschiedene Aggregate einen und denselben Buchstaben 
enthalten kénnen. Jedenfalls aber tauschen diese Aggregate sich 
gegenseitig um, wenn sie mit den Operationen der Gruppe G trans- 
formirt werden. Man erhilt so eine Gruppe [ von Vertauschungen 
von 6 Buchstaben, die mit G isomorph ist. Diese neue Gruppe [ 
braucht nicht transitiv zu sein, enthalt aber jedenfalls eine Substitution 
die gewisse Aggregate versetzt. Wiire der Isomorphismus von G und 
[ meroedrisch, so kénnte G nicht einfach sein. Ist er holoedrisch, 
so ist G darstellbar als transitive oder intransitive Gruppe [ von 6 
Buchstaben. Ist [ transitiv, so kommt man in Widerspruch mit dem 
Lehrsatz VII. Ist [ intransitiv, so ist [, und also auch G@ darstellbar 
als Gruppe von weniger als 6 Buchstaben (vgl. die Betrachtung auf 
S. 65); dann kénnte aber die Anzahl der Operationen nicht 144 sein. 
II. Es ist jetzt der Fall zu untersuchen, wo 
B, = (9) (©, 95) (0,95) (O49) (0; Op) 

angenommen wird, Man sieht aus dieser Formel, dass 0, mit keiner 
andern von den Operationen © vertauschbar ist. Man versuche jetzt 
B, zu bilden. Diese Substitution muss ©, an der Stelle lassen; die 
iibrigen Buchstaben © ordnen sich in B, in 4 Cyklen von 2 Buch- 
staben. Ich suche nun den Buchstaben, der mit 0, in denselben 
Cyklus kommt. Ist dieser ©,, so ist ein gewisser Abschluss erreicht. 
Ist aber der zu ©, gehérige Buchstabe ein anderer, nimlich 0;, so 
nehme ich den Buchstaben ©,, der in B, mit 0; zusammen vorkommt, 
und suche denjenigen, der in B, mit ©, vertauscht wird. Ist der 
zuletzt gesuchte ©,, so ist wiederum ein gewisser Abschluss erreicht, 
ist er ©,, so gehért in B, mit ©, ein Buchstabe O,, zusammen, der 
noch nicht vorgekommen ist. Man sucht jetzt den Buchstaben, der in 
B, mit 0,, vertauscht wird u.s, f. So ersieht man, dass man B, auf 
viererlei wesentlich verschiedene Arten annehmen kann: 


B, = (92) (0,93) (--) (C++) C++) 
= (,) (9,9) (9,9) (- +) C++), 


oder 
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oder 
— (®,) (0, 0,) (0; 8.) (9, 9;) (0, 85), 


== (9,) (8, 9,) (8; Og) (97 Og) (8,9). 

Wo die Punkte stehen, ist die Buchstabenvertheilung noch unbekannt. 
Die vier gefundenen Fille geben fiir B,B, der Reihe nach: 

> Ser 

(14325). ™ 

(1 4 6 3 2 7 5) (8) (8), 

(1468329 7 5), 
indem ich jetzt zur Abkiirzung nur die Indices setze. Im zweiten Fall 
hiitte man eine Substitution, deren Ordnung durch 5 theilbar ist, im 
dritten Fall eine Substitution von der Ordnung 7. Diese beiden Fille 
sind auszuschliessen, weil die Ordnung 144 der gesuchten Gruppe 
durch 5 und 7 nicht theilbar ist. Aber auch der vierte Fall ist weg- 
zulassen. Wenn niamlich eine einfache Gruppe von der Ordnung 144 
eine Substitution von der Ordnung 9 enthielte, so befiinden wir uns 
im Widerspruch mit dem Hilfssatz III. 

Es bleibt also nur der erste Fall 
B, = (®,) (0,95) (--)(--) (++), 

und es handelt sich nur darum, wie die leeren Stellen auszufiillen sind. 


Durch abnliche Betrachtungen wie auf 8S. 71 findet man drei wesent- 
lich verschiedene mégliche Annahmen: 


B, = (0,) (0, ®;) (8,9;) (0,97) (8,9), 

B, _ (9,) (9,95) (9, Q;) (0, 9s) (8,95), 

B, = (9) (0,93) (0,0,) (8,95) (0; Oy). 
Macht man die erste Annahme, so wird 

B, By = (1 3 2) (4) (5) (6) (7) (8) (9) 
macht man aber die zweite Annahme, so erhilt man 
B, B, = (1 3 2) (4) (6) (69) (78), 


B, . B,. By . By =(1 2 3) (4) (5) (6) (2) (8) (9). 
In diesen beiden Fallen enthielte also die Gruppe, falls sie in den 
Buchstaben © geschrieben wird, eine Circularsubstitution von der 


Ordnung 3, diese Fille sind also vermége des Hilfssatzes VI aus- 
zuschliessen. 


Man hat also anzunehmen: 
B, = (1) (23) (45) (67) (89), 
B, = (2) (13) (46) (78) (59). 
Es ergiebt sich hieraus 


oder 


7 


also 
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Bz" B, B, = (3) (21) (69) (48) (75), 
welche Operation offenbar mit B, zu bezeichnen ist. Man kann aber 
jetzt auch die iibrigen Operationen B bilden. Offenbar muss von irgend 
zwei Operationen B; und B, dasselbe gelten wie von B, und B,, d, h. 
man hat die Formen: 


B; = (i) (Bh) (++) (+ -) C+), 
By = (hk) (th) (++) (+ +) (+). 
Mit anderen Worten: Der Buchstabe, der in B, mit ¢ zusammen vor- 
kommt, muss derselbe sein wie derjenige, welcher in B; mit k zusam- 
men vorkommt. Wenn man hierauf achtet, so kann man jede Operation 
durch den blossen Vergleich mit B,, B, und B, bilden, Man erhilt: 
B, = (4) (15) (26) (88) (79), 
B, = (5) (14) (29) (37) 68), 
B, = (6) (17) (24) 39) 8), 
B, = (7) (16) (28) (85) (49), 
B, = (8) (19) (27) (84) (56), 
B, = (9) (18) (25) (36) (47). 
Dies miissten also die 9 gleichberechtigten Operationen von der 
Ordnung 2 sein, und diese miissten zusammengesetzt eine ausgezeichnete 
Untergruppe der ganzen Gruppe ergeben, d. h. in diesem Fall die 


Gesammtgruppe wieder erzeugen. Allein diese 9 Operationen ergeben 
nur eine Gruppe von 18 Operationen. Um dies einzusehen, bilde man: 


B, B, = (132) (497) (568) = W, 
B, B, = (154) (287) (869) = V. 
Man constatirt, dass 


W.V=V.W 

ist; es erzeugen also W und V zusammen eine Gruppe 9'*" Ordnung H. 
Ferner ist. 

By’ WB,= WwW, 

Br’ VB,=V™~. 
Die Gruppe H wird also durch B, in sich transformirt, und es wird 
B, mit W und V eine Gruppe J von 18 Operationen erzeugen. Indem 
man nun B, mehrmals mittelst W und V transformirt, erkennt man, 
dass die simmtlichen Operationen B,, B,, ... By, in der Gruppe J 
enthalten sind, also keine umfassendere Gruppe erzeugen. 


Damit ist bewiesen, dass eine einfache Gruppe von der Ordnung 
144 nicht existirt. 
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§ 6. 
Gelegentliche Bemerkung iiber das Tripelsystem von neun Elementen. 


Es liegt nahe, hier eine Bemerkung anzukniipfen, die nicht un- 
mittelbar mit dem Gegenstand dieser Arbeit zusammenhiingt. Von den 


Operationen B,, B,,...B, gehdren gewisse Tripel zusammen ver- 
mége der Formeln 


B; = (#) (hh) (--) (++) (++); 
By = (h) (hk) (++) (++) C+), 
B, = (h) GR) (- +) (C++ )5 
die erste dieser Operationen mit der zweiten transformirt giebt die 
dritte, und dasselbe gilt in jeder Reihenfolge. Es ist leicht zu sehen, 
wie man diese Tripel aus der Tafel der Operationen 
B,, By, .. DB, 
abzulesen hat. Man erhilt: 
123, 145, 167, 189, 246, 259, 278, 348, 357, 369, 479, 568. 
Das ist das Tripelsystem von neun Elementen.*) Es giebt abgesehen 
von den Unterschieden der Benennung nur ein solches. Man kann 
dies auch so ausdriicken: alle Tripelsysteme von 9 Elementen sind 
aibnlich. Bezeichnet man die Gesammtheit der Substitutionen der 
Zahlzeichen 1, 2,...9, die das Tripelsystem nicht indern, mit P, so 
ist die gefundene Gruppe von 18 Operationen eine Untergruppe von P. 
Die Gruppe P ist bekanntlich auflésbar. Ich will zeigen, dass 
dies auf einfache Weise aus den Principien der vorliegenden Unter- 
suchung gefolgert werden kann. Rechnet man namlich die unter sich 
ahnlichen Tripelsysteme, welche aus denselben neun Zeichen gebildet 
werden kénnen, als verschieden, so ergiebt eine kleine Ueberlegung 
deren Anzahl gleich 
7.5.3.4.2. 
Die Gesammtheit P der Substitutionen, die ein solches Tripelsystem un- 
geiindert lassen, besteht also aus 
9! 
V.E.804.3 


Substitutionen. Da nun das oben aufgestellte Tripelsystem durch die 
ungerade Substitution 


(1) (2) (8) (45) (69) (78) 


nicht geaindert wird, so besteht P aus geraden und ungeraden Sub- 
stitutionen und besitzt eine ausgezeichnete Untergruppe von der Ord- 


= 432 


*) Cf. Netto Substitutionentheorie u. s. w. p. 220 und p. 232. 
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nung 216. Es ist aber 216 — 3°. 2°, und der Hilfssatz I lehrt, dass 
eine Gruppe von dieser Ordnung zusammengesetzt sein muss. Man 
spalte die Gruppe von 216 Operationen in zwei Factoren*); jeder 
dieser Factoren hat eine Ordnung, die < 108 und nicht gleich 60 ist. 
Wir haben aber nachgewiesen, dass keiner zusammengesetzten Zahl < 144, 
ausser 60, eine einfache Gruppe entspricht, woraus schon hervorgeht, 
dass fiir jede nicht auflésbare Gruppe, deren Ordnung n < 144 ist, 
» durch 60 theilbar sein muss (s. die Bemerkung am Schluss der Ein- 
leitung). Jene beiden Factoren sind also auflésbare Gruppen, und es 
gilt also dasselbe von der Gruppe P. Es muss desshalb auch jede 
Untergruppe der Gruppe P auflésbar sein**). 

In dem Vorhergehenden ist ein Beweis fiir die Thatsache ent- 
halten, dass die Hesse’sche Gleichung 9" Grades durch Wurzelzeichen 
gelist werden kann ***), 


§ 7. 
Die Ordnungszahl 168. 


168 = 7.2°.3. Es ergiebt sich aus dem Hilfssatz Il, dass eine 
einfache Gruppe von der Ordnung 168 als transitive Gruppe von Ver- 
tauschungen von 8 Buchstaben dargestellt werden kann. 

Ich bestimme alle transitiven Gruppen von Vertauschungen von 
8 Buchstaben von der Ordnung 168. Es sei G eine solche Gruppe. 
Die Substitutionen von G, welche einen der 8 Buchstaben nicht aindern, 
bilden eine Gruppe [ von 21 Substitutionen. Diese Gruppe von der 
Ordnung 21 enthalt nach dem Satz von Cauchy eine Substitution von 
S von der Orduung 7. Ich nehme an, dass 

S = (Gy Gy dy Gy A; O54), 

so dass also a, der Buchstabe ist, den [ nicht andert. Es kann aber 
. keine Substitution von der Ordnung 7 enthalten, abgesehen von den 
Potenzen von S; denn wire T eine solche Substitution und nicht in 
S ausdriickbar, so wiirde die Formel 

; SeTs 
49 Substitutionen enthalten, die alle verschieden und in der Gruppe [ 
enthalten sein miissten. Es wird also jede Substitution U von [ die 
Substitution S in eine Potenz von S verwandeln: 


U-*SU = 8S’. 
Hieraus kann die Form von U bestimmt werden. Es handelt sich 
jetzt um Vertauschungen von nur 7 Buchstaben a, , a,, @3, Gy, 3, gy 7 


*) Vgl. diese Annalen, Bd. 34}, p. 32 unten. 
**) C. Jordan, Traité etc. p, 387, no. 521. Corollaire I. 
***) Hesse: Crelle’s Journal fiir Mathematik, Bd. 34, p. 193. 
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und wir kénnen so lange die Festsetzung treffen, dass die Indices w 

mod, 7 zu betrachten sind. Also a, —=a,, wenn k =1/ mod. 7, so dass b, 
fiir den Augenblick a, nichts anderes bedeutet als a, und nicht zu 

verwechseln ist mit dem friiheren Buchstaben a,, der durch die Sub- L 
stitutionen von [ nicht geandert wird. Man erhalt nun fiir U die 

Form*) 

Oe q 

7? cd d 

a 


Wenn man hier r die Reste 1, 2, 3, 4, 5, 6 und s die Reste 0, 1, 2, 3, 4, 
5,6 mod. 7 durchlaufen lisst, so bekommt man 42 Substitutionen. 
Diese bilden die metacyklische Gruppe aus 7 Buchstaben; dieselbe hat 


nur eine Untergruppe von 21 Substitutionen, die halbmetacyklische I 
Gruppe. Man erhiilt die letztere, indem man fiir r nur die quadratischen ( 
Reste setzt. Die Substitutionen von F sind also in der Formel 
Az ¢ =0,1,2 | 
as s = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 
enthalten. g bedeutet eine Primitivwurzel der Primzahl 7, kann also ; 
gleich 3 genommen werden. Mit s=0 mod. 7 erhalt man die Sub- si 
stitutionen der Gruppe [, die a, nicht andern, es sind dies also nur S. 
die drei folgenden is 


1, (4, 4%) (43g), (a GM) (43 as a5); 
von diesen bezeichne ich die mittlere mit U),. 
Uy = (@; 24) (G34, a;)- 

Ich gehe jetzt zuriick zu der Gruppe G von 8 Buchstaben, womit 
natiirlich auch die Bestimmung aufgehoben ist, dass die Indices der a 
mod. 7 zu betrachten sind. Da die Gruppe [ transitiv ist und 6 
Circularsubstitutionen 7'* Ordnung enthilt, so ist die Gruppe G doppelt 
transitiv und schliesst 48 Cireularsubstitutionen 7‘ Ordnung in sich. 

R sei eine solche Circularsubstitution, die den Buchstaben a, 
nicht andert. Es miissen nun alle Substitutionen von G, die a, nicht 
iindern, die Substitution R in eine Potenz von R verwandeln. Dies 
muss auch fiir U, gelten, folglich ist 


U,'RU, = Re. 
Hieraus bestimme ich R. Es sei 
R= (b,b, b;b,b; bgb;), 
wo b,,b,,...6, die Buchstaben a,, a,, 43, G4, @;, G, @ in irgend 
einer Reihenfolge bedeuten, und die Indices der Buchstaben b — und 


nur diese — mod. 7 zu betrachten sind. Da iibrigens die Substitution 
R durch irgend eine ihrer Potenzen in der ganzen Betrachtung ersetzt 





*) Vgl. Serret Cours d’algébre p, 669. 
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werden kann, so geschieht der Allgemeinheit kein Eintrag, wenn 
b, =a, und b, = a, gesetzt wird. Es ist nun 

Re = (b, Dita Di+20 D1480 cee bi460) . 
Diese letztere cyklische Folge muss aus der cyklischen Folge 

b, b,b, .. . b; 

durch die Substitution U, erhalten werden, und zwar muss — wegen 
des Ausdrucks der Substitution U, in den a,, a,... — a), d. h. b,, 
aus a,, d. h. b,, erhalten werden. Somit ist 


itn G3 he ws -) : 
b, ia bo+20 boise « 
List man diese Substitution in Cyklen auf, so erhilt man als ersten 
Cyklus 
b, by bate bapitaye**° 
Da diese Substitution von der Ordnung 3 sein soll, muss 
beta) a = by 


oe + a+ 1=0 (mod, 7). 
Man erhalt die Lésungen « =2 und «= 4. 
Es ist also im ersten Fall (a = 2): 


U, — (b, by b,) (bs b,b;). 


sein, d. h. 


Da aber 
Uy = (4; 4,44) (43 4645) , 
so findet man 
b, = 4,, b; = as; 
die Buchstaben b,, b,, b, sind entweder respective gleich a,, a,, a 
oder gleich a,, a;, a, oder gleich a;, as, a. 
Im zweiten Fall (« = 4) ist 
Uy = (b, by bg) (646755), 
und somit b, = a,, b, = a,; ferner b,, b,, b, der Reihe nach gleich 
i, Gg, a, oder gleich a,, a;, a, oder gleich a;, a3, a. 
Es bleiben somit sechs mégliche Arten die Substitution R zu 
bilden tibrig: 


5 


R = (4,243 4,4; 4 6s), RY = (A, dy Ag G3 Ay 4446) , 
R = (a, ay Ag a, Ag Ms, as) ? Riv = (a, a, as A ag ay a), 
R” = (G1 dy 4; 44643 as), RY = (4, Gy Gg A; Mg A, Gs) « 


Da man nun die Substitutionen S und U, der gesuchten Gruppe 
schon kennt, hat man in allen sechs Fallen zwei Circularsubstitutionen 
der Ordnung 7. Indem man von diesen die eine durch eine geeignete 
Potenz der andern transformirt, kann man Circularsubstitutionen 
erhalten, die irgend einen vorgeschriebenen Buchstaben ungeandert 
lassen. So erhilt man im ersten der sechs Fille 
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S~* RS? = (a3 a, 4,454,445) (a2), 

R-S R? = (a, a, a; 4,4,4,4,) (a>). 
Da aber (s. 0.) alle Circularsubstitutionen der Gruppe G, die denselben 
Buchstaben nicht fndern, Potenzen von einander sein miissen, so 
schliessen die beiden letzten Formeln einen Widerspruch in sich. 

Man findet ganz ebenso 

SRS — = (dz.G3 4g, Ae 4; 7) (a), 
RY 58 RV? = (a, 444,45 45 a; 47) (a;) 
und 
SARVS = (4243454; a5 4) (a), 
RW —§ RV ® = (a, a; dgGg43 4,47) (4), 
so dass also nur der zweite, dritte und letzte Fall weiter zu ver- 
folgen sind. 

Der zweite und der dritte Fall geben dasselbe. Transformirt man 
nimlich S, U,, R’ mit der Substitution *) 

(a, Gs dy Ag, as), 
so erhalt man S*, U,, R”-1!. Es werden also die beiden Gruppen von 
Buchstabenvertauschungen ahnlich sein, die aus S, U,, FR’ einerseits 
und aus S, U,, R” andererseits sich zusammensetzen lassen. Es ver- 
bleiben also noch zwei Fille. 

I. Die gesuchte Gruppe G enthilt die Substitutionen 

S = (a, a, 4,4, 4, 4,47), 
Uy = (A, 4G,) (a3 A545), 
fies R’ = (a, 02.4, a, a3 4; as) 

II. Die Gruppe enthilt die Substitutionen 

S = (4, 4,4;,4,4, 4,47), 
Uy = (4, 42.44) (a3 4545), 
RY = (4, a, dg 4; 44,4). 

I. Discutiren wir den ersten dieser beiden Fille. Es lassen sich 
die folgenden Substitutionen bilden (indem statt R’ wieder R ge- 
schrieben, und der Hinfachheit wegen fiir die Buchstaben a nur ihre 
Indices gesetzt werden): 

ROSR = (2653847) (1) =—9,, 
RS R? = (6485137) (2)=—90,, 
RSR — (4318257) (6) =—0,, 


*) Es ist dies diejenige Substitution der Buchstaben aj, a, dy, @,, &;, %,, A, 
die nach der friiheren Auffassung mit S ) zu bezeichnen ist. 
3 2, 
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R-S Rt = (3521687) (4) =, 
RS R = (5862417) (3) =6,, 
RS R° = (8 146327) (5) = 0,. 


Transformirt man nun vermittelst der Substitution S, so erhalt man 


SRS = 0,3, S10,5 = @,, 
S10,S=6,, S-10,5 = ,, 
S10,S = @,, S-10,5 = R°. 

' $10,5 = 0,, 


Setzt man nun 
Rs == 8,, S = e,, 
so lassen die Formeln erkennen, dass die Substitutionen 
©;, O,, O3,... 07, Og 


sowohl mit R als mit S transformirt in einander iibergehen. 
Transformirt man diese Substitutionen ausserdem noch mit U,, so 
ergiebt sich 


U,-10, U, = 8,” U,-'0, U, = 9,?, 
U,'0, U, = 9,’, U,-'0, U, = 9,7, 
U,-* 0, Uy, = 9,”, U,0, U, = 9,7, 
U0, U, = 9,’, U,-10, U, = 9,?. 


Ich definire jetzt eine Gruppe G’, welche aus den simmtlichen 
Substitutionen besteht, die aus S, U,, R sich zusammensetzen lassen. 
Diese Gruppe G’ ist transitiv (Vergl. den Anfang von § 2) und, da 
sie Circularsubstitutionen 7" Ordnung enthilt, auch zweifach transitiv. 
Die Ordnung dieser Gruppe ist also*) 8.7.m, wo m die Anzahl 
der Substitutionen der Gruppe bedeutet, die zwei bestimmte Buch- 
staben nicht versetzen. Es werden nun die simmtlichen Substitutionen 
von G’ die Substitutionen 

@,, 0,, O5,... O 
in Potenzen von einander transformiren, weil die Substitutionen S, U, 
und R dies einzeln thun. Eine Substitution von G’, die a, nicht 
andert, kann ©, nur in eine Potenz von ©,, d. h. S in eine Potenz 
von S transformiren. Die einzigen Operationen, die dieser Bedingung 
gentigen und die zugleich a, nicht aindern, sind die Potenzen der 
Circularsubstitution 6' Ordnung 


ae e (@, @y Ge Ge Gy ds). **) 


*) Cf. Serret, Cours d’algébre supérieure p. 341, no, 454. 
**) Nach der friiheren Bezeichnung ). 
ex 
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Da aber aus S, U, und R nur gerade Substitutionen zusammengesetzt 
werden kénnen, so kommen nur die 2", 4'° und 6'* Potenz in Betracht, 
d. h. die Substitutionen 


(4,444) (434,45), (4,442) (34,44), 1, 
also 1, U, und U,?. Diese gehéren der Gruppe G’ an. Die Gruppe 
G’ enthalt somit genau 3 Operationen, die a, und a, nicht andern. 


Es ist also m = 3 und es liegt eine Gruppe von 168 Operationen vor. 
Durch die Operationen S und R werden 


©,, O,, O5,... Os 


in einander transformirt, durch U, nicht. Definirt man also eine 
Gruppe H durch Zasammensetzung von S und R, so wird diese Gruppe 
die Substitution U, nicht enthalten, und man findet nun in analoger 
Weise, dass H zweifach transitiv und von der Ordnung 56 ist. Man 
transformire jetzt die Gruppe H mit irgend einer Operation V der 
Gruppe G’ und erhalte die Gruppe H,. Es ist dann 


V"RV=0, V'SV=e, 


und die Gruppe H, muss die aus Of und Of zusammengesetzte sein. 
Da aber offenbar die Gruppe H die Operationen Of und Of auch ent- 
halt, so ist H, in H enthalten, also mit H identisch. H ist also eine 
ausgezeichnete Untergruppe von G’- Die Ordnung von H ist 56; jede 
Gruppe von dieser Ordnung ist nach den vorhergehenden Untersuchungen 
auflésbar. 


Der Fall I fiihrt also auf eine zweifach transitive auflisbare Gruppe 
von Vertauschungen von 8 Buchstaben von der Ordnung 168. 

II. Im zweiten Fall bezeichne man RY mit R. Man kann dann 
folgende Substitutionen herstellen: 


R“8R = (2813647) (5) =%,*) 
RS R? = (8521437) (6)—%, 
R-SR = (5682317) (4)—=%, 
R“SR! = (6458127) (3)—%, 
RS R = (4365287) (1) =, 
R-SR* = (3146857) (2) = %. 


Ausserdem lassen sich folgende Relationen constatiren: 


*) Setzt man @, = A,, die obengenannte Substitution Uy) = A,, A, 4, = As, 
so geniigen A,, A,, A, den von Herrn Dyck in diesen Annalen Bd, 20, p. 40 u. 41 
aufgestellten Relationen. Durch diese Bemerkung kann der vorliegende Fall ohne 
die folgenden Rechnungen erledigt werden. 
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SARS= 4,4, S9,S = 8,2, 
S9,5 = 0,4, S78, S = 8,2, 
S9,S =), S-19,8 = R’. 
S9,S5 = %,, 


Bezeichnet man noch R mit #, und S mit #,, so geht hieraus hervor, 
dass die Substitutionen 
&,, 0.,... By, &,7, 07, ... &?, 8,4, O4,. .. 
durch Transformation mit S und R in einander umgetauscht werden. 
Dabei kann jede der genannten Operationen an Stelle jeder andern 
derselben Gesammtheit treten. Zuniichst sieht man nimlich, dass 
%,, 9;, 3, 0, F,, %,, 4, im einander tibergefitihrt werden kénnen. 
Wegen der Relationen 
S78,S=%,', SS 1d,S—6, 
sind auch die Quadrate und die 4'* Potenzen der letztgenannten 
7 Operationen in diese selbst iiberfiihrbar. Wegen der Gleichung 
S_18,S =S"*RS = 6,! 
gilt nun dasselbe auch von @,, #,;? und @,'. 

Man definire jetzt eine Gruppe G”, welche aus der Gesammtheit 
der Substitutionen besteht, die aus S und R erzeugt werden kénnen. 
Diese Gruppe enthilt auch die Substitution U,, denn es ist 

U, = 4,” . 3,. 
Es lasst sich jetzt beweisen, dass G” eine zweifach transitive Gruppe 
von der Ordnung 168 ist,*) genau ebenso, wie der entsprechende 
Beweis fiir die Gruppe G’ im Fall I gefiihrt wurde. 

Man kann auch die Substitutionen von G” classificiren. Zunichst 
kennt man 8 . 6 Circularsubstitutionen von der Ordnung 7, und zwar 
sind von diesen die folgenden 24 

,, Oy, ... %, &,*, O°... 0%, 0,4 0,4, ... 
unter sich gleichberechtigt. Ebenso sind die 24 Operationen 

&,*, &,7,... 8%, &,°, 8,...0,8 8,5, o,8,... 8 
unter sich gleichberechtigt und in die vorigen nicht transformirbar. 
Die zweifache Transitivitit der Gruppe gestattet jedes Buchstabenpaar 
in jedes andere zu transformiren. Da es nun 28 Buchstabenpaare aus 
8 Buchstaben giebt, findet man jedenfalls 28 mit U, gleichberechtigte 
Operationen der Ordnung 3 und dann noch ebensoviele davon ver- 
schiedene, namlich die Quadrate der vorigen, die mit U,? gleichberechtigt 
sind. Es fragt sich noch, ob nicht U, mit U,? gleichberechtigt ist. 


*) Man kénnte damit die Untersuchung als abgeschlossen ansehen, da die 
Existenz einer einfachen Gruppe der Ordnung 168 bekannt ist, und somit G” 
nothwendig mit dieser iibereinstimmen muss, 
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Nun ist 
BB, = (a, a,) (a3 4s) (4g a7) (@,a;) = X. 
Da in der Substitution U, die Buchstaben a, und a, nicht versetzt 
werden, suche ich durch Transformation von X eine Substitution zu 
erhalten, die a, mit a, vertauscht. Diese erhalt man durch Trans- 


formation mit einer Substitution, die a, nicht aindert und a, an Stelle 
von a, bringt. Es ist 


S~* XS8* = (a, a5) (a_a5) (a3 4) (a7) = Y. 
Daraus ergiebt sich 
YU, Y = U,?. 
Es miissen also mindestens 56 unter sich gleichberechtigte Substitu- 
tionen der Ordnung 3 existiren. 
Nun ist ferner 


Uy YU, = (4, 4g) (@_a3) (4445) (a7 a5) , 
U,-* Y Uy? = (a, 43) (a_a5) (a, ag) (7 ag). 


Es existiren also mindestens drei gleichberechtigte, mit X dhnliche 
Operationen, die a, in a, verwandeln. Mit Riicksicht auf die Anzahl 
der Buchstabenpaare, in die man a, und a, transformiren kann, er- 


giebt sich hieraus die Existenz von mindestens 3+." = 21 gleich- 


berechtigten Operationen von der Ordnung 2. 
Es zeigt sich noch, dass 
X + ¥ = (4,434, 4) (4,4; 4,4) = Z 
ist; es giebt also auch Substitutionen von der Ordnung 4. Man erhiilt 
hieraus 
(2°)? —= Z? = (a, 47) (a4) (a4 a5) (a5 43) = W, 
XOZXK = Z3 = Z-. 


Wir besitzen also in Z und Z* zwei gleichberechtigte Operationen von 
der Ordnung 4, die beide dieselbe Operation von der Ordnung 2 zum 
Quadrat haben, namlich W. Diese Substitution W ist aber mit 
den friiher gefundenen Substitutionen der Ordnung 2 gleichberechtigt, 
denn es ist 

S—* WS? = (a, 4¢) (a2 a3) (4,45) (474s). 
Es miissen nun zu jeder von jenen gleichberechtigten Operationen von 
der Ordnung 2 zwei Operationen von der Ordnung 4 gehéren und es 
miissen mindestens 42 gleichberechtigte Operationen von der Ordnung 4 
existiren. 

Nun ist 
1 + 24 + 24 + 56 + 21 + 42 = 168, 
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also existiren keine anderen Substitutionen mehr, und die gefundenen 
Zahlen sind die genauen Anzahlen fiir die in den einzelnen Classen 
von gleichberechtigten enthaltenen Operationen. Hieraus kann auch 
die Einfachheit der Gruppe bewiesen werden*). Eine ausgezeichnete 
Untergruppe muss von jeder Classe von Operationen, von denen sie 
eine enthilt, alle enthalten. Vermige der obigen Rechnungen erkennt 
man auch, dass die ausgezeichnete Untergruppe keine der Cirkular- 
substitutionen der Ordnung 7 enthalten kann, ohne mit der Gesammt- 
gruppe G” zusammenzufallen. Ist dies nicht der Fall, und die Ordnung 


der ausgezeichneten Untergruppe grésser als 1, so kénnte diese Ord- 
nuvgszahl nur sein 


1+56, 1+21, 14 42, 
1+ 21+ 42, 1+56+4 42, 1+56+21, 1+ 56+ 21+ 42, 
welche Zahlen aber keine Theiler von 168 sind. 


Es existirt also eine und nur eine einfache Gruppe von der Ord- 
nung 168.**) 


§ 8. 
Die Ordnungszahl 180. 


180 = 5- 2?. 3%. Es giebt 5% + 1 Gruppen von der Ordnung 5 
in jeder Gruppe von der Ordnung 180. Soll die Gesammtgruppe ein- 
fach sein, so ist x —( ausgeschlossen, und da 5x + 1 ein Theiler 
von 22.3? sein muss, ist x1 oder x —7 zu setzen. Im ersten 
Fall wire die vorausgesetzte einfache Gruppe G von 180 Operationen 
als transitive Gruppe von Vertauschungen von 6 Buchstaben dar- 
stellbar, was dem Hilfssatz VII widerspricht. Wenn also eine solche 
einfache Gruppe G existirte, miisste sie 36 Untergruppen von der 
Ordnung 5, also 4-36 — 144 Operationen von der Ordnung 5 ent- 
halten. Dies miissten zugleich alle Operationen dieser Ordnung sein, 
denn jede solche Operation miisste eine Gruppe von der Ordnung 5 





*) Dasselbe Verfahren benutzt Herr F. Klein bei der Ikosaedergruppe. 
Vergl, a. a, O. p. 18, 

**) Es ist zugleich gezeigt, dass zweierlei transitive Gruppen von Ver- 
tauschungen von 8 Buchstaben existiren, die 168 Substitutionen enthaiten, eine 
auflésbar, die andere einfach. In der Aufziihlung, die Herr Askwith von den 
Gruppen gegeben hat, die aus Vertauschungen von 8 Buchstaben gebildet werden 
kénnen, scheint eine Gruppe iibersehen zu sein, Es findet sich daselbst nur eine 
Gruppe von der Ordnung 168, und zwar ist dies die einfache Gruppe. Vergl. 
Quaterly Journal of Mathematics, Vol, XXIV, p. 324. Es finden sich dagegen beide 
Gruppen in der Kirkman’schen, bis zu 10 Buchstaben gehenden Aufzihlung: 
Proceedings of the literary and philosophical society of Manchester, vol, III. 


1864, p. 144. Herr Cayley im Quaterly Journal, Vol. XXV, p. 154 giebt auch 
nur eine der beiden Gruppen, 


6* 











84 O. Héxper. 


erzeugen, die zu jenen 36 Gruppen gehérte. Nun bleiben ausser der 
Identitat noch 35 Operationen iibrig, die in Classen von gleichberech- 
tigten vertheilt werden sollen. Ist h die Zahl der Operationen einer 
Classe, so ist wiederum die Gruppe G als transitive Gruppe von Ver- 
tauschungen von h Buchstaben darstellbar, und desshalb ist h > 6 an- 
zunehmen. Es kommen also fiir h nur die Theiler von 180 in Betracht, 
die grésser als 6 und nicht grésser als 35 sind, d.h. die Zahlen 
9, 10, 12, 15, 18, 20, 30. 

Es ist somit 35 in eine Summe von Zahlen dieser Reihe zu spalten, 
was nur auf zwei Arten mdglich ist: 


35 = 20 + 15, 
35 = 15 + 10 + 10. 


Nun muss eine Operation von der Ordnung 3 vorhanden sein. 
Diese heisse U und gehére zu einer Classe von h, gleichberechtigten. 
Ist nun U mit U? gleichberechtigt, so theilen sich die h, gleich- 
berechtigten Operationen in Paare, derart, dass die zwei Operationen 
desselben Paares Quadrate von einander sind. Es ist dann h, eine 
gerade Zahl. Bei der Transformation mit den Operationen der Gruppe G 


vertauschen sich die -S Paare, und man kann wegen der Einfachheit 
der Gruppe wieder den Schluss machen, dass sie durch Vertauschungen 
von » Buchstaben sich darstellen lisst. Aus den angefiihrten Griinden 


kann man in diesem Fall h, weder gleich 15 noch gleich 10 setzen. 
Man muss also die Zerlegung der Zahl 35 nach der Formel 

35 = 20 + 15 
annehmen; es giebt 20 Operationen der Ordnung 3, und die tibrigen 
15 miissen von der Ordnung 2 sein, da solche Operationen nach dem 
Satz von Cauchy auch existiren miissen. 

Ist aber U nicht mit U* gleichberechtigt, so miissen zwei Classen 
von je hy gleichberechtigten Operationen existiren, diejenige, zu welcher 
U, und diejenige, zu welcher U? gehért. Man muss also dann die 
Zerlegung 

35 = 15 + 10 + 10 
annehmen und h, = 10 setzen. Die iibrigbleibenden 15 Operationen 
miissen wiederum von der zweiten Ordnung sein. 

Jedenfalls miisste also die vorausgesetzte Gruppe G bestehen: aus 
der Identitaét, aus 144 Operationen fiinfter, 20 Operationen dritter und 
15 Operationen zweiter Ordnung. Diese 15 Operationen miissten unter 
sich gleichberechtigt sein. 

Aus dem Hilfssatz II ergiebt sich nun, wenn p = 3 gesetzt wird, 
dass die Gruppe @ als transitive Gruppe von Vertauschungen von 10 
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Buchstaben dargestellt werden kann. Driickt man nun alle Operationen 
von G dementsprechend aus, so kann ihre Form noch niher bestimmt 
werden. Zunichst lisst sich einsehen, dass die Untergruppe H, die 
aus den Operationen von G besteht, welche einen bestimmten Buch- 
staben nicht findern, von der Ordnung 18 ist, also keine Substitution 
von der finften Ordnung enthilt. Es kann also auch G keine Cirkular- 
substitution 5'** Ordnung enthalten, und es sind alle Substitutionen 
dieser Ordnung von der Form: 


(iy @y Ay3 G4) (Ay Ag 7 Ay My). 


Was nun die Operationen dritter Ordnung anlangt, so kénnen 
diese nach dem Hilfssatz VI keine Cirkularsubstitutionen sein. Hat 
man aber eine Substitution wie z. B. 


V = (44, Gy) (a3 G45) (4g 47 Gg) (ay), 


so kennt man zwei Substitutionen V und V? von der dritten Ordnung, 
die a, nicht indern. Da die Gruppe transitiv ist, kann man durch 
Transformation zwei Substitutionen finden, die irgend einen andern 
Buchstaben nicht versetzen. Damit hiitte man schon 20, offenbar ver- 
schiedene Operationen dritter Ordnung, und zwanzig solcher Opera- 
tionen giebt es nur im Ganzen. Somit existirten nur zwei Operationen 
dritter Ordnung, die den Buchstaben a, nicht andern, was damit in 
Widerspruch steht,-dass die vorhin genannte Gruppe H von 18 Opera- 
tionen eine Untergruppe 9'*" Ordnung enthalten muss. Es sind dess- 
halb alle die Substitutionen dritter Ordnung in der Form 


(ay @y Gy) (3 as) (Gg) (Az) (Gg) (4) 
anzunehmen. 

Die Substitutionen zweiter Ordnung miissten entweder alle zwei 
Cyklen oder alle vier Cyklen von zwei Buchstaben besitzen, denn un- 
gerade Substitutionen kommen nicht vor. Um den 1' Fall*) zu er- 
ledigen, nehme ich an, dass gerade die Substitution 


S = (a, a) (43 a4) 


der Gruppe angehére. Es muss nun jedenfalls eine Substitution der- 
selben Art in der Gruppe enthalten sein, die einen der Buchstaben 
@;, @, @, @, in einen der tibrigen, etwa in a, tiberfiihrt; denn die 
Substitution S muss mit ihren gleichberechtigten zusammen die ur- 
spriingliche, transitive Gruppe wiedererzeugen. Diese zweite, mit S 
ihnliche Substitution kann man nun auf 5 wesentlich verschiedene 
Arten annehmen: 

*) Man kénnte auch den 8, 69 Anm, genannten Satz des Herrn C. Jordan 
anwenden, dessen Beweis aber a, a. QO. nicht vollstiindig ausgefiihrt ist. 
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T = (a, 45) (a3), T = (4,45) (43a), 

T = (a, 45) (a2 a), T = (a,4;) (45a). 

T = (a, 45) (a; 44), 
Man erhialt, diesen fiinf Annahmen entsprechend, fiir S 7: 

(Gy @3Gy4_G5), (, M4245) (34,4), (4, G2G5), (414245) (4344 a6), 
(4, 4a) (4344) (54>). 
Ks ist also nur die 4'¢ Annahme 
T = (a, 45) (a3 ay) 
mit den friiheren Resultaten vereinbar. Es wird somit 7 aus S ge- 
bildet, indem man aus jedem Cyklus von S einen Buchstaben nimmt 
und jeden dieser beiden Buchstaben mit einem véllig neuen zusammen- 
nimmt. Die aus S und 7 erzeugten Substitutionen sind in der Formel 
A,:B, [a —1, 2, 3,4, 56] 
enthalten, wo A,, A,,...,A, die Substitutionen von a,, a,, a, be- 
deuten, und unter B, dasjenige zu verstehen ist, was aus A, durch 
Transformation mit 
Q = (a; 45) (a2.44) (45 ag) 

hervorgeht. Es spielen hier also die sechs Buchstaben insofern keine 
verschiedene Rolle, als die durch S und 7 erzeugte Gruppe von 6 Sub- 
stitutionen durch eine transitive Gruppe von Vertauschungen der sechs 
Buchstaben in sich transformirt wird (niimlich durch die aus S, T 
und @ zusammengeseizte). 

Es muss nun eine mit S iahnliche Substitution R existiren, die 
einen der Buchstaben a,, a, @3, @,, @;, % in einen neuen verwandelt, 
und zwar kann man unbeschadet der Allgemeinheit annehmen 4, in a,. 
Weil aber ausserdem die Substitution R in Bezug auf S und auf T 
gerade so gebildet sein muss, wie 7 in Bezug auf S gebildet war, 
so bleiben bloss zwei Annahmen iibrig: 

R = (a; a7) (ass), 
oder 
R = (4,47) (a, a). 
In diesen Fallen erhalt man fiir S.7.R_ beziehungsweise 
(Gy Gy My; 7) (4g4,4,4,) und (a, 4,4,a7) (a, a), 
also Substitutionen 4‘ Ordnung, was den friiheren Resultaten wider- 
spricht. 

Die 15 gleichberechtigten Operationen zweiter Ordnung sind somit 

in der Form 
W = (dy 4,) (G43) (G4 45) (4g 47) (4s) (4g) 
anzunehmen, und es mdge gerade W selbst der Gruppe angehdren. 
Weil nun diese Substitution mit ihren gleichberechtigten die Gruppe 
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wiedererzeugen muss, ist eine ahnliche Substitution W’ anzunehmen, 
die den Buchstaben a, versetzt. Man kann ausserdem annehmen, dass 
diese Substitution W’ den Buchstaben a, nicht aindert. Kénnte man 
dies nimlich nicht, so miisste jede Substitution 2' Ordnung, die a, 
nicht aindert, auch a, unverindert lassen. Es wiirden dann die 10 
Buchstaben in 5 Paare von solchen zerfallen, die zusammengehéren 
so wie a und ag, und es ergiebt sich bei genauerer Ueberlegung, 
dass die Gruppe imprimitiv wire, und dass die gefundenen Paare 
Systeme der Imprimitivitét bildeten. Daraus kann dann geschlossen 
werden, dass die Gruppe durch Vertauschungen von nur 5 Buchstaben 
darstellbar sein miisste oder nicht einfach sein kénnte, was beides gegen 
die Voraussetzungen streitet. 

Ich nehme also die Substitution W’ so an, dass sie den Buch- 
staben a, nicht andert und zugleich den Cyklus (a,a,) enthalt, Kin 
ihnliches Raisonnement wie das auf 8. 71 durchgefiihrte zeigt, dass 
die folgenden Falle zu unterscheiden sind: 


W" = (aq ag) (44) (a) (+) -) G+), 

W" = (a Gy) (4; 42) (4) (4p) (+) C+), 

W" = (4p Gg) (@, @) (344) (45) (4) (4547), 
» W' = (Gyag) (@, 2) (€3 44) (45 45) (47) (ap). 


Im dritten und vierten Fall erhilt man fiir W W’ eine Cirkular- 
substitution 7'*", beziehungsweise 9'** Ordnung. Diese beiden Fiille 
sind also auszuschliessen. 

Dev ersle Fall spaltet sich in drei Unterfille: 


1) W’ = (ay 4g) (a4) (@y) (aq 43) (aya) (ag a7), 
2) W" = (ao ag) (1) (4) (G2 a4) (@3 45) (4g a7), 
3) W’ = (aoa) (@,) (ay) (G24) (Gs a) (a7 a3), 


je nachdem W’ mit W drei Cyklen oder einen oder gar keinen ge- 
mein hat. Der zweite von den friheren Fallen 


W’ = (49 Gg) (4; Gy) (3) (ay) (+ +) (* +) 
liefert die Unterfille: 
4) W' = (a) ag) (a a») (43) (49) (@445) (aga), 
5) W’' = (agag) (a, a) (G3) (Gg) (@4 4) (45 a7). 


In diesen Fiillen 1), 2), 3), 4), 5) berechnet sich nun WW’ 
folgendermassen: 
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1) (aoa, 4s), 
2) (yy Mg) (42 G5) (45%), 
3) (G4, ag) (424745) (434446) ; 
4) (a) 4.454, 4s), 
5) (dy @2G3G, Mg) (4447) (ds ag). 
Man erhilt somit lauter Substitutionen, die nach den vorhergehenden 
Untersuchungen in der Gruppe nicht vorkommen sollten. 
Es giebt also keine einfache Gruppe von der Ordnung 180. 
Damit ist das in der Einleitung genannte Resultat bewiesen: 
Innerhalb des Zahigebiets von 1 bis 200 existiren nur zwei einfache 
Gruppen mit zusammengesetater Ordnungszahl , die Ikosaedergruppe und 


die Gruppe der Modulargleichung fiir die Transformation 7 Ordnung 
der elliptischen Functionen. 


Tiibingen, den 9. August 1891. 
























Ueber Covarianten ebener Collineationen. 


Von 
p P. Murs in Osthofen (Rheinhessen). 
d 


Im Folgenden sollen einige auf die Covarianten ebener Collinea- 
tionen und auf Systeme von Collineationen beziigliche Fragen erdértert 
werden, wobei ein gewisses Netz von Kegelschnitten in Betracht ge- 
* zogen werden muss, welches auch von anderer Seite behandelt worden 
z ist.*) Fiir unsere Zwecke muss dieses Netz jedoch in etwas anderer 
i Weise als bisher entwickelt werden, namentlich soll die Benutzung 
der Doppelelemente der Collineation vermieden werden, was durch Her- 
leitung einiger wichtiger Identitiéten erméglicht wird. 


§ 1, 


1) Setzen wir 
f (au) = Nan Tie = > uf (x); = P wx fe (U), 
(i,4=1, 2, 3) (i=1, 2, 8) (k=1, 2, 3) 
so wird durch 
f(2u) = 0 
eine collineare Beziehung in der Ebene vermittelt, durch welche dem 


Punkt , | a | #, der Punkt f(a), | f(), | f(a) augeordnet wird. 
Die inverse Collineation von f= 0 wird durch 


gp (xu) == > tite = (0) 


(i, k=1, 2,8) 





dargestellt , wo 
a, = adj. a, in A -> Tt Hy; Ao9Ag3, AO. 


Jedem Punkte & | & | &, der Ebene ist durch die Collineation f ein 
bestimmter Kegelschnitt 

*) Burmester, kinematisch geom. Untersuchungen, Zejtschrift f. Math. und 
Phys,, XX. Jahrg. Schnell, Ueber Schaaren unter einander persp. Tetraeder. 
Diss, Viernheim 1891, § 9. 
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| &, a f(x), 
CH (f) = | & @ f(%),|=9 
18 a f(%)s 


zugeordnet; nur die Punkte « dieses Kegelschnitts haben die Eigen- 
schaft, dass x, x, —& in eimer Geraden liegen, wobei a den zu x 
homologen Punkt bedeutet.*) Alle Kegelschnitte C;*(f) constituiren 
ein Netz, welches wir das Netz von f nennen werden. Jedem Punkt & 
entspricht ein Kegelschnitt C;*(f) des Netzes, und umgekehrt. Ist 
namlich [ ein solcher dem Netze angehériger Kegelschnitt, und man 
greift zwei beliebige Punkte a und } desselben heraus, so schneiden 
sich die Geraden aa’ und bb’ in einem Punkte p von [; denn C,?(/) 
geht durch a und b, gehért dem Netze an und ist folglich identisch 
mit [, also [ = C,?(f), d. h. fF ist dem Punkt p zugeordnet. 

Liegt ein Dreieck auf einem Kegelschnitt des Netzes, so liegt es 
perspectiv zu seinem homologen in f, das Perspectivititscentrum liegt 
ebenfalls auf [ und umgekehrt. 

Wie die reciproke Ueberlegung zeigt, beriihren alsdann die Seiten 
eines solchen Dreiecks zugleich mit der Perspectivitiitsaxe v einen 
Kegelschnitt : 
| Hy Py (e+) 
V, WU, G,(w) 
Vz; Us 3(u) 
des dem Netze dual gegeniiberstehenden Gewebes der Collineation /. 

2) Durch 


K,’ (f) = = 








Dy aitntite =0, (i,k L—=1, 2,3) 


ist bekanntlich das Quadrat der Collineation f gegeben. Diese Colli- 
neation 
f* = f? (xu) ~ = Da Aik Hi Ux =>'An GU, = 0 
erzeugt ein Netz: 
|&, a f?(@) | 
CP (f?) =| & 2 f(a), | = 0 

. &, a, f?(x)s | 
von Kegelschnitten. 

Nun ist evident, dass das Netz einer Collineation f von dem Netze 
der inversen Collineation g nicht verschieden ist, denn der Kegelschnitt 
C(g) ist identisch mit dem Kegelschnitt C:?(f) und A+ 0. Durch 
passende Constantenbestimmung hat man so die Identitit: 


*) So auch im“Polgenden: 2” homolog zu «’, «™ homolog zu a2!*—), 
**) Eine Verwechselung mit (f(au))” ist wohl ausgeschlossen, 
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FE), % F(a), | | BE, Xp, (2) | 
() f@e te fe +) bet gale) |=0. 
'f(E)s 23 F(x)y! | & 2 gy (a) | 


Ferner ist identisch:*) 


| E, 2, ,(x) + if(x), — f?(2), 
(b) | $2 %, @o(x)+ if(a), — f2(@), |=0, 
|B ay a(t) + if — Ps | 


t= dy + dy, + ay. 
Aus (a) und (b) ergiebt sich: 
#@, % f@) |f m PO) 
(c) 1 WCE), 2, f(@), |= & x, f(x), 
(8), x f(X)s | fs vs f*(#)s 


v(rUu) = it, — f (xu). 
Die Identitit (c) besagt, dass jeder Kegelschnitt des Netzes von /? 
dem Netz von f angehért; aber auch das Umgekehrte ist im Allge- 
meinen richtig, denn 


wobei 


wobei 


det v(au) —=tig—A 
wo 

ig = Oy Ht Og $F 5, 
ist im Allgemeinen nicht 0. Wird aber 

i.i,—A=Q, 

so wird f? perspectiv**) und alle C;*(f?) zerfallen. Natiirlich tritt 
dieses auch ein, wenn f selbst perspectiv ist, also alle C;*(f) zerfallen. 
Es muss demnach det C;*(f*) die Factoren i. i, — A und det C;?(f) 
enthalten, d. h. es ist: 


det C;?(f)? = Cla . ig — A) det CP (f). 
Die Constante bestimmt man als 1 und findet schliesslich: 
(a) det C;?(f?) = (@ . ig — A) det C(f). 
Allgemein gilt demnach der Satz: 


» Das Netz der Collineation f ist identisch mit dem Netze von f?.“ 
»» Eintspricht A dem Punkte a in (au) = 0, so ist 


Ca (f?) = C4 (f).“ 
Die Identitat (c) zeigt, in welcher Art jeder der Kegelschnitte 


*) Pasch, Math. Ann. 1884, Bd, 23, S. 427. 
**) Pasch, |. c. 8, 428. 








P. Mura. 


Ci? = af? (2); «s asf?(x), = 0, 
C,? = xf? (x), — xf? (x), = 9, 
C,? = xf? (&), — xf? (x), = 0 
linear von den Kegelschnitten: 
D,? = %f (2), — #sf(%), = 0, 
D/? = «,f(x), — %f(«); = 9, 
D,? = xf (&), — #f(x), = 0 
abhingt, z. B. ist: (&, = 1, & —& —0), 
C,? = (§ — ay) D? + a.D,? — ay; D,*. 
In der Determinante: 


0 —Ay3 aio 0 — A, A; | 
| yg 0 — ay Ay, 0 —A,, | 
Pp — MUN. M3 0 — Az, As, 0 *) 
| Agg — Boo A —3; A,,—Ay. Ay, — As, 
—Ayqo = Ay — Ag Azo —A,, Ay, — Ay; As, 
— ahs — Aq, Agg — Ay A, —A,, Ay— Ay, | 


verschwinden alle Subdeterminanten héher als 3' Grades identisch. 

3) Man nehme nun zwei Punkte a und 6b in der Ebene an, be- 
stimme den Schnittpunkt p von aa” und bb”, und den Schnittpunkt 
p, von aa’, bb’. C,?(f?) ist identisch mit O,2(f); denn der durch a 
und b gehende Kegelschnitt des Netzes von f und /? (2)) ist nach 1) 
beziiglich den Punkten p, in Bezug auf /, p in Bezug auf f? zugeordnet. 
p und p, sind also homologe Punkte in y(zu) = 0. a, b, p, p, liegen 
auf einem Kegelschnitt des Netzes, pp’ geht natiirlich durch p,, p," 
liegt auf pp,. Diese letztere Higenschaft der Collineation ~ hat 
Herr Pasch auf anderem Wege abgeleitet.**) Da dem Punkte p in » 
der Punkt p,, dem Punkt a aber ein a,’ auf der Geraden aa = ap, 
entspricht, so sind die Geraden aa” und aa homologe Geraden 
von p***), 

4) Nachdem wir diese Zusammenhinge constatirt, betrachten wir 
ein durch: 


4(xU) = xu. + Af(xu) + uf? (cu) = 0 


gegebenes System von doppelt unendlich vielen Collineationen. x, A, u 
sind Parameter, uw, = U,%, + U2, + Uy %5. 


*) Bezeichnung gemiiss der von Herrn F. London gewiihlten. Vergl. F. L.: 
Ueber die Polarfiguren der ebenen C*%, Math, Ann. Bd. 36, § 2, 12. 
**) Math. Ann. 1891. Bd. 38, S. 32. 
***) Vergl. § 2, 2). 
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a) Greift man zwei Collineationen y, und y, heraus, so ist die 
Collineation: y,. 4%, 4d. h. die durch aufeinanderfolgende Anwendung 
von 4, und x, entstehende neue Collineation = y, . ¥, und gehért wieder 
dem System x an; ebenso die inverse einer jeden Collineation  : 4~}, 
daher auch: y,~'. y.-™ u. s. Ww. 

6B) Wendet man auf einen Kegelschnitt des Netzes von / eine 
beliebige Collineation y an, so erhilt man einen Kegelschnitt desselben 
Netzes. 


«) und f) -ergeben sich daraus, dass alle Covarianten von f durch 
ux, f, f* ausgedriickt werden kénnen.*) 
y) Wir betrachten nun das Netz von y; man hat: 
By % 2, Af (x), Hef? (a); | AR t+evs), 2 F(x), 
(e)|&. % *x,-+-Af(x),+ uf? (x), =| 48, +e), @ f(%),|—=0 
Ey @s *a+Af(a)s+ uf? (xs! |Abs+uv(’), a F(x) 
unter Benutzung der Identitit (c) in 2). Wir sehen, jeder Kegel- 


schnitt des Netzes von x gehért dem Netze von f an. Die Umkehrung 
ist jedoch nur richtig, wenn 


ist. Nun ist: on (2 Us + uy (wu) + 0 


det (Atte + w(cu)) = a2 + 2a wi + Ap? (P+ iy) + WG. i, — A). 
Falls 4 | w die cubische Gleichung 
o(Ap) = a + 222i + Ay?(P®fiy) + wi. iy—A) = 0 
befriedigt, kénnen im Netze von f Kegelschnitte auftreten, welche dem 


Netze von 
1 = %Uz + Af(wu) + wf?(eu) = 0 

nicht angehéren. Dies tritt erstens ein, wenn x perspectivisch wird, 
also det C;*(y)=0 ist. Es wird aber auch det C.*(y)=0, wenn f per- 
spectiv wird, d. h. det C;*(y) muss erstens den Factor det C;?(/) und 
zweitens den Factor w(Am) besitzen; denn; einer der beiden Factoren 
verschwindet stets mit C;*(y), also ihr Product. Als weiterer Factor 
kann nur eine Constante auftreten, die sich als 1 ergiebt; es ist somit: 


(f) det Og? (xue + Af (wu) + wf?(wu)) = w(Ap) det C.?(f). 
Fir x = 0, 4=0, w= 1 ergiebt sich die Beziehung (d). 
Ist 
det C?(f) +0, a(Au) =O, 


det C*(y) = 0, 
d. h. x perspectiv (bez. die Form y zerfallt):**) 





so ist 


*) Pasch, Math, Ann. 1884. Bd, 23, S. 429. 
**) Zerfallende Formen werden im Allg. drei im Netze anftreten. 





94 P. Murs. 


» In dem System xu,+4f(xu)+uf?(xu)=0 giebt es 3 Serien von 
perspectivischen Collineationen, entsprechend den 3 Wurzeln der cubischen 
Gleichung (Am) = 0.“ 

Diese Betrachtungen ergeben also riicksichtlich des Netzes von y 
das Resultat: 

»Das Netz jeder Collineation des Systems 


%Ue + Af(eu) + wf?(cu) = 0 

ist identisch mit dem Netze von f, falls wir die Werthe von 4 | u, 
welche (Aw) = 0 befriedigen, ausschliessen.“ 

5) Die Gleichung 

@(Ap) = 0 
steht in enger Beziehung zu einer anderen cubischen Gleichung:*) 
t(Aw) = 43 — id? + igdu? — Au’ = 0. 
Die Discriminante von @ ist identisch mit derjenigen von r. 
diser. @(A mw) = discr. r(Au) 

und die Hesse’sche Form von t verschwindet identisch, wenn die 
Hessiana von @ identisch verschwindet, d. h. w hat eine zwei- resp. 
dreifache Wurzel, wenn t eine solche besitzt. 

Setzen wir nun voraus, es sei 


@(Au)+-0 und det C;?(f) == 0, 
so stellt die Gleichung 
det C?(f) = 0 
das Product der Doppelgeraden von /(7u) = 0**) und gemiiss Iden- 
titit (f) das Product der Doppelgeraden von 
xu, + Af(xu) + uf(cu) = 0 
dar. Alle Collineationen dieses Systems (w(a Bt) += 0) haben dieselben 
Doppelgeraden, dieselben Doppelpunkte wie f(zuw) = 0. Auch hieraus 
kann man folgern , dass f und jede Collineation, (fiir welche w(A u)=++0) 
des Systems dasselbe Netz besitzen. 

Hat f drei Doppelpunkte d,d,d,, also t=O drei verschiedene 
Wurzeln, so hat auch m=O drei verschiedene Wurzeln, wie oben 
gezeigt; es giebt 3 Serien von perspectiven Collineationen im System y, 
die Centren fallen nach d,, d,, d,, die Axen nach resp. d,d,, d,d,, 
d, dy. 

Hat f aber nur zwei Doppelpunkte, also t = 0 eine Doppelwurzel, 
so besitzt auch m = 0 eine Doppelwurzel und es treten nur zwei Serien 


*) Dieselbe tritt bei der Bestimmung der Doppelpunkte von f auf. 
**) Es ist auch: 


det C2 (1) =—> >!+ bf? Os- 
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perspectiver Collineationen auf im System 7; besitzt f nur einen 
Doppelpunkt, so tritt im System x nur eine Serie perspectiver Collinea- 
tionen auf. 


§ 2. 

1) Wir kénnen jetzt den Satz*) beweisen: 

yAus einem Dreieck abc, welches auf einem Kegelschnitt des Netzes 
von f liegt, geht durch Anwendung der Collineationen des Systems 

xUz + Af (xu) + uf?(cu) = 0 
eine Doppelserie von Dreiecken hervor, welche zu je zweien und sdimmt- 
lich zu abe perspectivisch Uiegen. Jedes dieser Dreiecke bestimmt mit 
den iibrigen doppelt unendlich viele Perspectivitits-Axen und Centren, 
die ersteren wmhiillen einen Kegelschnitt, welcher dem Dreieck einge- 
schrieben ist, die leteteren liegen auf einem Kegelschnitt, welcher demselben 
umgeschrieben ist.‘ 

Aus §1 Abschnitt 4, 8) folgt zunichst, dass jedes Dreieck der 
Doppelserie auf einem Kegelschnitt des Netzes von f liegt. Ist A 
ein beliebiges dieser Dreiecke, so geht es in ein anderes A’ der Doppel- 
serie durch eine Collineation der Form xu, + Af(au) + uf? (au) = 0 
iiber. (§ 1, 4, «)); diese Collineation’ wird aber entweder perspectivisch 
oder ihr Netz ist identisch mit dem von f. (Hauptsatz in § 1, 4); also 
liegen in jedem Fall A und A’ perspectivisch (§ 1, 1). q.e. d. 

Die ,,wneigentlichen“ Collineationen des Systems, vermittelt durch 
die Formen desselben mit verschwindender Determinante, liefern un- 
eigentliche Dreiecke. Die Ecken eines solchen in einer Geraden (oder 
fallen zusammen in einen Doppelpunkt). Ein eigentliches Dreieck geht 
in ein uneigentliches durch eine (uneigentliche) Collineation des Systems 
iiber, liegt also nach Vorstehendem (§ 1, 1) und 4), (e)) zu diesem 
perspectiv, woraus sich einfach die Perspectivitit zweier uneigentlicher 
Dreiecke ergiebt. Fiir ein degenerirtes Dreieck zerfillt der betr. Kegel- 
schnitt der Centren u.s. w. Alle Formen des Systems kommen sonach 
in Betracht. 

2) Entspricht dem Punkte a ein a’ in f, ein A in xu, +Af+pf?—0, 
so sind die Geraden aa’ und a.A homologe Geraden einer Collineation.**) 
Denn jeder Geraden ist so eine Gerade eindeutig zugeordnet; gehen 
aa’, bb’,... durch einen Punkt, so gehen auch aA, bB,... durch 
einen Punkt; die Beziehung zwischen aA, aa’ ist collinear und durch: 


Auz + uv(cu) = 0 
gegeben, (w (Aw) +0, f nicht perspectivisch) , 


*) Schnell, 1. c. 8. 24. 
**) Pasch, 1. c. S. 426. 
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2) Betrachten wir also zwei nicht perspective Collineationen 4, 

und 4, des Systems und bezeichnen den Punkt 

My (Wa) = m, we + A, f(au) + a, (au) = 0 
mit A,, analog: 

Uy (Ua) = Hy Ua + A, f (au) + uf? (au) = 0 
mit A,, so gilt der Satz: 

»Die Geraden aA, und aA, sind homologe Geraden einer Collinea- 
tion des Systems xu, +Af+uf? —0." 

Man beweist denselben auch direct in folgender Weise: a und b, 
A, und B, sind homologe Punkte, a A, und bB,, a A, und b B, sind homo- 
loge Geraden einer Collineation zy. des Systems.*) Heisst ys die Colli- 
neation des Systems, welche aA, in aA, tiberfiihrt, so geht iiber: 

die Gerade aA, in aA, durch yz, aA, in DB, durch x, 

” » aA, , bB, 4 a, OB, , 0B, 4 xB, 
weil ye und yg vertauschbar sind. (§ 1, 4, a)). 

Anderer Beweis: 

Liegen die Punkte a, A,, A,, A,... geradlinig, so gilt dies auch 
fiir die Punkte b,, B,, B,, B,, ..., wenn man obige Bezeichnungs- 
weise beibehilt.*) In Folge des ebenfalls giiltigen dualen Satzes gehen 
die Geraden aA,, DB,, cC,... durch einen Punkt, wenn aA,, dB,, 
eC,... durch einen Punkt gehen; denn aA, und bB,, aA, und dB, 
sind homologe Geraden einer Collineation, aA, und cC,, aA, und 
eC, einer zweiten Collineation des Systems, somit stehen aA, und 
aA, in collinearer Beziehung, wenn x, und x, nicht perspectiv sind. 

3) Die eben entwickelten Siitze gestatten eine directe Anwendung 
auf die zu einer Collineation f covarianten Collineationen, welche 
bekanntlich simmtlich in der Form: 

aAuz + Aig f(xu) + wif? (cu) = 0 
darstellbar sind. 

»Alle zu f covarianten Collineationen besitzen dasselbe Netz ven 
Kegelschnitten.“ 

Denn die Gleichung: 
von § 1, 5), verwandelt sich im jetzigen Kalle in eine Relation zwischen 
dea Fundamentalinvarianten von /; wir setzen aber f allgemein voraus, 
also ist im Allgemeinen 

a(Au) +0. 


Deshalb lasst sich der Anfangs dieses Paragraphen ausgesprochene 
Satz fiir die Covarianten auch so fassen: 


»,Aus einem Dreieck geht durch Anwendung der zu f covarianten 


*) Pasch, Math. Ann. 1884. Bd. 23, 8. 430. Anm, 1. 
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Collineationen eine Schaar von Dreiecken hervor; liegen zwei dieser 
Dreiecke perspectiv, so liegt jedes Dreieck zu jedem anderen (und zu 
dem gegebenen Dreieck) perspectiv.‘ 

Dieser Satz wmfasst und verallgemeinert einen von Herrn Pasch 
tiber die Wiederholung einer Collineation und einen zweiten von Herrn 
Keller iiber das Involutionsviereck gegebenen Satz.*) 

a) Fasst man namlich nur die Covarianten ins Auge, welche die 
Potenzen von f darstellen, so hat man die Verallgemeinerung des 
ersteren Satzes. 

Die Collineationen f*(%——oo bis +co) liefern eine Serie von 
Dreiecken . 

Liegen zwei Dreiecke der Serie perspectiv, so gilt dies fiir irgend 
zwei derselben. 

Jedes bestimmt mit allen anderen unendlich viele Centren und 
Axen, erstere liegen auf einem Kegelschnitt, welcher dem Dreieck um- 
geschrieben ist, letztere umhiillen einen solchen, welcher dem Dreieck 
eingeschrieben ist (§ 2, 1)). Man kann auch sagen: ,,der Punkt 
(aa, bb) <= p beschreibt bei variirendem x einen Kegelschnitt,‘ 

8B) Um den Keller’schen Satz zu verallgemeinern, brauchen wir 
unserem allgemeinen Satze nur folgende Fassung zu geben: 

», Bestimmen die Vierecke abcd, a'b'c'd’ eine Collineation f, die 
Vierecke aByd, abcd eine zu f covariante Collineation x und es liegen 
zwei dieser Vierecke perspectiv, so liegen sie auch perspectiv zum dritten.* 

Fiir . 

14 = v(au) = iu, — f(xu) 
wird «By0d das Involutionsviereck von abcd und a’b'c'd’**) und man 
hat den Satz von Herrn Keller. Zugleich folgt: 

»dedes dieser drei Vierecke liegt mit den Perspectivititscentren, welche 
es mit den beiden anderen bestimmt, auf einem Kegelschnitt.‘ 

Construirt man zu abcd, aByd und a’b’c'd’, «a Byd die weiteren 
Involutionsvierecke , so liegen diese unter sich und jedes zu den andern 
drei Vierecken perspectiv u. s. w. 

4) Simmtliche (eigentliche) Collineationen, welche ein Dreieck a bc 
in ein Dreieck a’b’c’ iiberfiihren, bilden ein dreigliedriges System : 


%Ua (dex) + Au’ (cax) + wu, (abx) = 0. 
(Durch weitere Zuordnung der Punkte d und d’ wird im System eine 
Collineation 
ua (bex) (dab) (dac) (b'c'd’) + wy (cazx) (dbc) (dba) (c'd’a’) 
an + u-(abx) (eda) (edb) (d’a’b) =0 
*) M. Pasch, Math, Ann. 1891. Bd. 38, 8.32. A. Keller: Ueber gewisse 


Vierecke u. s, w. Dissert. Giessen 1888. 
**) Die ndthigen Litteraturnachweise siehe bei Pasch, 1. c, 8. 37. 
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bestimmt. Dies ist die einfachste algebraische Darstellung einer durch 
die Zuordnung (abcd, a’b'c'd’] festgelegten Collineation). 

»» Wendel man auf ein Dreieck A, welches mit abe auf einem Kegel- 
schnitt liegt, die stimmtlichen Collineationen dieses Systems an, so erhiilt 
man eine Doppelserie von zu je zweien perspectiv liegenden Dreiecken.“ 

Jedes dieser Dreiecke kann niimlich durch eine Doppelserie von 
Collineationen 7, welche dieselben Doppelpunkte a’, b’, ¢ haben, in 
die tibrigen iibergefiihrt werden und liegt ausserdem mit a‘b’c’ auf 
einem Kegelschnitt, also auf einem Kegelschnitt des Netzes von 7 
(§ i, 5)) ; somit ergiebt sich unser Satz aus § 2,1). Fiir die Centren 
und Axen der perspectiven Dreiecke gilt natiirlich das 1. c. Ausgefiihrte. 


Schluss bemerkung. 


Im Raume lassen sich den obigen analoge Untersuchungen an- 
stellen. Man kann dabei Identititen zu Grund legen, welche neue 
Interpretationen der zu einer Collineation covarianten Collineationen 
erméglichen. Z. B. ist (bei analoger Bezeichnung wie oben) 


D+ 9G Hf@s POs =D + bs HOSP Oc 


Also: 

»,Schneiden sich die Ebenen aa'a’’, bbb", ec'c’”’ in einem Punkte 
a, die Ebenen aa'a”, bb’b’; ccc’ in einem Punkte A, so sind « und A 
homologe Punkte in (xu)*) = iu, — f(a = 0.“ 

Ferner beweist man: 

Die Ebenen aa™a™ und aaa sind homologe Ebenen einer 
zu f covarianten Collineation, U. s. w. 


Osthofen, im Juli 1891. 





*) Ueber » vergleiche man P. Muth, Invarianten riiumlicher Collineationen 
und Recipr. Math, Ann. 1889. Bd. 33, 8,494 und 499. 
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Nouvelle démonstration du principe de correspondance de 

Cayley et Brill, et méthode & la détermination des coin- 

cidences de correspondances algebriques sur une courbe d’un 
genre quelconque. 


Par 


H. G. Zeurnen 4 Copenhague. 


M. Cayley a énoncé le premier l’extension du principe de corre- 
spondance & une courbe d'un genre quelconque*); mais J’illustre savant 
n’en a publié aucune démonstration compléte. En récompense il a 
montré, par de nombreuses et importantes applications, soit a la dé- 
termination de courbes, soit au probléme des polygones inscrits et 
circonscrits**), qu’il connaissait trés bien la portée du principe étendu, 
et qu'il savait le rendre utile méme au cas de correspondances aux- 
quelles son énoncé ‘ne s’applique pas immédiatement (correspondances 
dont la «valeur» est négative). 

On doit la premiére démonstration compléte du principe étendu 
a M. Brill***), Elle était algébrique, mais son auteur ne tardait 
pas & lui donner une forme plus géométriquet). Sa démonstration a 
plus tard été développée ultérieurement, et M. Brill;7) et son éléve 
M. Junker7f7) ont fini par mettre en pleine lumiére les éliminations 
qui conduisent, dans la géométrie analytique, & la détermination des 
coincidences dont le principe indique le nombre. Une démonstration 


*) Comptes rendus, t. 62, p. 658; Proceedings of the London math, society, 
vol. 1. Je regrette de ne connaitre pas ce dernier mémoire, qui doit contenir 
la démonstration du cas trés-essentiel pour la démonstration compléte ov les 
courbes que j’appele m ont des points k-tuples; mais j’espére que ce mémoire 
va étre publié prochainement dans les «Collected Mathematical Papers» de Cayley. 

**) Transactions of the Royal Society, vol. 158 et 161. 

*#*) Math, Annalen, t, VI, p. 33. 
+) Math. Annalen, t, VII, p. 607. 
+t) Mathematische Annalen, t. XXXI, p. 874. 


ttt) Inaugural-Dissertation («Ueber algebraische Korrespondenzen») Tiibingen 
1889, 
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par les procédés de la géométrie énumérative est due 4 M. Schubert*), 
et une démonstration mixte & M. Bobek**). Le principe a encore 
été démontré au moyen de la théorie des fonctions par MM. Linde- 
mann***) et Hurwitzy}). Surtout la démonstration de ce dernier 
savant met au jour la véritable nature des correspondances de points 
d'une surface de Riemann 4 connexion multiple, non seulement celle 
des correspondances & une «valeur» positive, auxquelles s’applique im- 
médiatement le théoreme de Cayley et Brill, et celle des correspon- 
dances & une «valeur» négative, qui étaient déja fort bien illustrées 
par les applications indirectes de M. Cayley, mais aussi celle des 
correspondances qu’il appelle singuliéres. 

En méme temps que ces démonstrations, dont la liste n’est pas 
méme compléte, ouvrent autant de voies de se mettre en possession 
du théoréme, elles servent a l’élucider de cétés trés- différents, et elles 
lui assurent une importance qui ne se borne nullement 4 la géométrie 
énumérative. 

Malgré cette richesse de démonstrations trés-complétes, chacune 
dans sa direction, j’ai éprouvé le besoin d’une démonstration plus 
adaptée aux applications & la géométrie énumérative dont M. Cayley 
avait donné de si importants exemples. Certainement la démonstration 
énumérative de M. Schubert7+}) ne laisse rien 4 désirer au point de 
vue de la généralité, et elle trouve une place trés- naturelle dans son 
systéme général de la géometrie énumérative — quand méme il n’en 
fait ensuite aucun usage; mais dans les applications particuliéres il 
s'agit non seulement de savoir qu'un nombre de coincidences a «en 
général» telle valeur, et que par conséquent il existe, dans chaque 
cas particulier, une maniére dénumérer les coincidences qui y conduit. 
Il s’agit d’avoir pour ce dénombrement des régles précises et appli- 
cables méme aux cas limites, qui jouent un si grand rdle dans la 
géométrie énumérative. Il est vrai que M. Brill obtient la méme 
chose en donnant le moyen de former les équations algébriques dont 
la géométrie énumérative détermine seulement les degrés; mais il con- 
vient & la géométrie énumérative d’opérer indépendemment de ces 
équations, 4 la formation desquelles, réciproquement, les degrés, une 
fois trouvés, peuvent étre utiles. J’ai done cherché les régles en 


*) Calcul der abziithlenden Geometrie § 18. 
**) Sitzungsberichte der Wiener Academie vol. 93 II, p. 899 etc. 
***) Journal fiir Mathemat., t. 84, p. 300. 
+) Mathematische Annalen, t. 28, p. 567. 
+t) Une partie essentielle de la démonstration de M. Bobek est analytique. 
Avant tout son point de départ: «Aus der Annahme folgt, dass die Curven- 
schaar X die Coordinaten 2,:a,: 2, der Punkte # von C? in rationaler Form 
enthalten muss» dépend, selon moi, de considérations analytiques. 
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question, que j'ai énoncées dans le § I, en les faisant dépendre des 
régles connues pour l’application du principe de correspondance ordi- 
naire, ce ‘qui demandait une démonstration prenant ce principe pour 
point de départ. Je l’ai donnée dans le § II. 

Cette démonstration n’a égard qu’aux correspondance déterminées 
de la maniére supposée dans le théoreme de Cayley et Brill. Il est 
done utile d’avoir 4 cdté d’elle une méthode de trouver le nombre des 
coincidences qui n’en dépend pas. J’ai exposé cette methode dans le 
§ III et montré son application & une démonstration partielle du théoréme 
de Cayley et Brill; mais elle aura ses principales applications aux 
questions particuliéres od les courbes servant, dans ce théoréme, a 
déterminer les points Y qui correspondent & un point X sont in- 
connues ou n’existent pas (correspondances 4 une «valeur» négative). 
Le § IV contient des exemples de ces applications: j’applique, en 
particulier, la methode aux polygons de Steiner, et 4 la détermination 
des nombres des groupes de points que MM. Brill et Nother ont 
appélés des groupes speciaux. 

En fondant cette derniére methode sur le principe de la conser- 
vation des nombres j’ai cru possible qu'elle présenterait quelque 
ressemblance avec les considérations qui ont conduit originairement 
M. Cayley & son théoreme. Ce savant l’emploie, en effet, & cdté de 
sa methode fonctionelle, qui est une importante application du principe 
auquel M. Schubert a donné plus tard le nom que je viens de citer. 

Suivant l'usage de la géométrie énumérative, je parlerai ordi- 
nairement de la «courbe» et de ses «branches», et non pas de la «sur- 
face de Riemann» qui représente 4 la fois ses points réels et imagi- 
naires et des «nappes» de cette surface. Parfois j’aurai pourtant recours 
a cette derniére représentation, mais seulement pour illustrer ce qui 
se passe aux points singuliérs de la courbe. Les points d’embranche- 
ment dont je parlerai alors seront donc exclusivement ceux qui résultent 
de la multiplicité de branches de la courbe, et non pas ceux qui 
varieront avec le systeme de coordonnées, étant les points de contact 
des tangentes qui passent par un point dépendant de ce systeme. 


§ I. 
Enoncé du théoréme de Cayley et Brill. 


Soit donnée sur une courbe algébrique f du genre p (de l’ordre n 
et de la classe »’) une correspondance telle qua chaque point X de la 
courbe correspondent B points Y déterminés par Vintersection de f avec 
une courbe p rencontrant encore la courbe f en k points coincidant avec 
X et en un certain nombre de points fixes, et qua chaque point Y 
correspondent « points X. Alors il existera sur la courbe f 
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(1) y=a+ B+ 2kp 
points ow le point X coincide avec wn point correspondant Y. 

L’évaluation du nombre y se fait en general par les mémes régles 
que dans le cas particulier ot la. courbe f est unicursale: 

1°. La coincidence d’un point X avec un point Y en un point 
multiple de f ne sera pas comprise au nombre y, si ces deux points 
se trouvent sur des branches“complétes différentes (ou bien sur des 
nappes de la surface de Riemann qui n’y sont pas réunies par un 
point d’embranchement). 

2°. Pour trouver le nombre des coincidences confondues qui ont 
lien en un point D, qui peut étre simple ou point multiple d’une 
seule branche compléte (point d’embranchement qui réunit plusieurs 
nappes de la surface de Riemann), on peut exprimer, dans le voisi- 
nage de D, les coordonnées des points de f par des séries développées 
suivant des puissances 4 exposants entiers et positifs d’une quantité ¢, 
et prendre les valeurs de ¢ pour abscisses des points d’une droite. 
Désignons par D’, X’ et Y’ les points de cette droite qui correspondent 
aux points D, X et Y de la courbe f. Alors, le dénombrement des 
coincidences de X et Y qui ont lieu en D se fait suivant les régles 
connues*) qui servent au dénombrement des coincidences des points X’ 
et Y’ de la droite qui ont lieu en D’. Il faut donc commencer par 
donner &|D’ X’| une valeur infiniment petite du premier ordre, et dé- 
terminer ensuite, successivement, le point X de f qui correspond a X’, 
les points Y qui correspondent & X, et enfin les points Y’ corre- 
spondant aux points Y qui sont infiniment voisins de D: le nombre 
cherché sera égal 4 la somme des ordres des distances infiniment 
petites |X’ Y’|. 

Dans les cas ot D est un point simple de f on peut substituer, 
dans cette régle, les points D, X et Ya D’, X’ et Y’. La méme 
chose sera permise si D est un point multiple d’une seule branche 
compléte et si la distance de X 4 Y, mésurée sur la surface de Rie- 
mann n’est pas infiniment petite d’ordre supérieur que |DX|. Alors 
la coincidence de X avec Y comptera pour 1 dans le nombre y, si 
Yordre y de |DY| est >1, |DX| étant regardée comme infiniment 
petite du premier ordre, et pour y, si y <1. On voit la justesse de 
cette substitution de D, X et Ya D’, X’ et Y’, en déduisant des 


. 


séries servant 4 exprimer les coordonnées de X et Y les séries 
suivantes 
DX=a.D'X'*+.--,, 
DY=a.D'Y +-::,, 
*) Voir mon Mémoire sur les systémes de courbes planes dans les Mémoires 


de l’Académie R, Danoise 5™° série X, 1872, p. 330 (46), ou ma Note sur le prin- 
cipe de correspondance dans le Bulletin de Darboux t. V, 1873, p. 186 — 187. 
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ot 6 est égal au plus petit exposant dans les séries servant 4 exprimer 
les coordonnées, ou bien au degré de multiplicité de la branche com- 
pléte (au nombre des nappes de la surface de Riemann réunies au 





» point d’embranchement D). Ces séries montrent, en effet, que l’ordre 
, » de DY sera le méme que serait celui de D’Y”’ si l’on regardait 
int bet aid : . 
ra D’ X’ comme infiniment petit du premier ordre. 
Il nous reste done seulement le cas od la distance |X Y|, mésurée 
les ‘ i ate a os 

sur la surface de Riemann, est infiniment petite dordre supérieur que 
™ |DX|. Alors on aura XY = DY — DX, ou bien 
= XY=a(D'Y'°—D'X'*) +... aX’ Y' (D' Y' 9-1. 4- D’ X81) + 
ne En désignant par o@ Vordre de |X Y|, |DX| étant regardée 
rs comme infiniment petite du premier ordre, et par g’ l’ordre de | X’ Y’|, 
si- |D’ X'| étant régardée comme infiniment petite du premier ordre, on 
Seg voit que 
t, oo=o'+o—1. 
te. La contribution g’ de la coincidence qui a lieu en D au nombre y 
nt sera done égale a 
les : oo6—o+l1.— 
les ; Si les courbes m servant & déterminer les points Y qui corre- 
x’ @ spondent aux points X ont des points d’intersection fixes avec la courbe 
ar ' f, il est évidemment permis, de regarder le nombre de ces points 
1é- ‘ comme faisant partie d@ la fois du nombre B et du nombre y. Alors 
yf le nombre 6 comprendra tous les points d’intersection de f avec m a 
re- l'exception des k qui se trouvent au point X. Si nous désignons par 
re n et r les ordres de f et m, on aura done 
nt (2) B= nr —k. 

f De méme sil y a des points X qui correspondent a tous les 
ef, i points Y de la courbe f, on pourra, & son gré, les compter a la fois 
me ; au nombre a et au nombre y. Les courbes » correspondant a ces 
he E points X contiendront toute la courbe /. 
ie- 
rs 
si § Il. 
nt Démonstration au moyen du principe de correspondance de Chasles, 
ws Nous e le point X soit un point 
ws ous commencerons par supposer que le poin soit un poin 
‘ ¥ k-tuple de la courbe » qui y correspond. Alors on trouvera les coin- 
-" ’ cidences qui ne sont pas dues 4 la multiplicité de branches de f en 

: cherchant les courbes g qui sont tangentes en X a f. Elles auront 





aussi avec la tangente & f en X un (k-+-1)-ieme point d’intersection 
coincidant avec X, si nous commengons aussi par excepter les cas ou 
es les courbes gp sont composées de droites, et méme tous ceux ov il existe 
des courbes p qui contiennent toute la tangente a f en X. 
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Nous avons besoin premiérement du lieu des y —k points d’inter- 
section, Z, différents de X, de la courbe » avec la tangente de f 
en X. On trouve son ordre au moyen de la correspondance des 
points, M et N, od une droite fixe rencontre une courbe @ et la 
tangente &4 f en X. A un point N correspondent évidemment n’r 
points M, mn’ étant la classe de la courbe f. Le nombre des points N 
correspondant 4 un point M sera égal a celui des courbes @ qui 
passent par WM, c’est 4 dire par un point quelconque du plan. Selon 
le principe de la conservation des nombres, ce nombre est égal a celui 
des courbes p qui passent par un point P infiniment voisin de f. Un 
point de f, infiniment voisin de P, étant un point k-tuple X dune 
seule courbe g et un point simple Y de « courbes gm, on voit que 
k-+ @ courbes p passent par P. Le nombre des points N corre- 
spondant & M est donc égal & k-+ a. Il en résulte que le nombre 
des coincidences de M et N est égal a n’r+k-+a. Or M peut 
coincider avec N de deux maniéres différentes: 1° en un point X de 
la courbe f, chacune de ces coincidences comptant pour k, 2° en un 


des points Z dont nous cherchons le lieu. Celui-ci sera done de 
Yordre 


n'y +k + a — nk. 

Nous appliquerons ensuite le principe de correspondance a la 
détermination du nombre des coincidences d’un point X avec un des 
y —k points d’intersection Z de pm avec la tangente &4 f en X. A cet 
effet nous joindrons deux points correspondants X et Z & un point 
fixe du plan, A. II resulte des ordres des lieux des points X et Z 
qu’a une droite AX correspondront n(r — k) droites AZ, et & une 
droite AZ, n'r +k + a— nk droites AX. Il y aura donc 

n(r —k) + n’r +k + a — nk 

coincidences de droites AX et AZ. Une partie de ces coincidences 
ont lieu aux droites XZ qui passent par A. Les droites XZ étant 
les tangentes 4 la courbe f, et chacune de celles-ci contenant r —k 
segments X Z, on voit que le nombre de ces coincidences particuliéres 
est égal & n’(r —k). Les autres coincidences de droites correspon- 
dantes AX et AZ résultent des coincidences cherchées des points X 
et Z. Le nombre de celles-ci est done égal 4 

n'r+k+a—nk+ n(r —k)—n'(r—h), 
ou bien, selon la formule (2), a 
(3) a+ B+ (n’ —2n42)k. 

Ce nombre est égal a celui des coincidences de points correspondants 
X et Y de f qui ne sont pas dues & la multiplicité de branches de /. 
Soit P un point singulier de f qui y a une branche o-tuple (P sera 
un point d’embranchement réunissant entre elles 6 nappes de la surface 
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\ 
de Riemann). Alors si l’on place le point X au point P, ok des 
points d’intersection de @ avec f coincideront avec P, et par consé- 
quent k(o — 1) des nr —k points Y coincideront avec X. Chacune 
de ces coincidences devant étre, conformément aux régles énoncées 
dans le § I, comptée pour une seule dans le cas ot la courbe @ n’est 
pas tangente a la branche singuliére de f, on voit que le nombre des 
coincidences de X et Y dues exclusivement a la multiplicité de branches 


de f est égal a k- > (6—1). En ajoutant ce nombre 4 (3), on trouve 
y=atp+(n' + >) (6 —1) —2n4 2)k, 
ou bien, conformément au théoréme de Cayley- Brill, 


y=a+B-+ 2kp, 
n’ + >) (6 —1)—2n 


étant selon la détermination du genre de Riemann*) égal a 2(p — 1). 

Afin d’éviter les recherches infinitésimales nécessaires pour dé- 
montrer directement la justesse générale des régles du § I, il suffit 
de remarquer que l’étude infinitésimale du nombre des coincidences 
qui ont lieu en un point P, simple ou singulier, de la courbe f, dépend 
exclusivement des propriétés de la courbe f dans le voisinage de ce 
point et de celles des courbes » correspondant aux points X de ce 
voisinage, et non pas du genre p de la courbe donnée f. On peut done 
y substituer, dans cette recherche particuliére, une courbe unicursale, 
sans altérer les propriétes dont il s’agit. Il en résulte que les régles 
énoncées, dont la justesse est évidente pour une courbe unicursale, 
sont applicables aussi & une courbe algébrique quelconque. 

Nous allons ensuite nous occuper des cas ot les courbes pm n'ont 
pas des points k-tuples & leurs points X, et od par conséquent une 
partie des & intersections sont dues & des contacts de branches de » 
avec f. Alors la démonstration précédente ne sera plus en vigueur ; 
car la coincidence d’un point Z avec le point correspondant X n’améne 
plus celle d'un point Y avec X; mais on peut reduire ce cas au pré- 
cédent par la substitution suivante, au moyen de laquelle on evite 
aussi sans difficulté les autres cas que nous avons di excepter jusqu’a 
présent**), On substitue aux courbes @ d’ordre r de nouvelles courbes 
w dordre r +s passant par les mr points d’intersection de f et » et 


le nombre 


*) Ma détermination dans les Mathematische Annalen III et dans les Acta 
Mathematica I en est la forme qui appartient 4 la géométrie énumérative. 

**) Dans celui ou toutes les courbes m sont composées de droites on pourrait 
aussi démontrer le théoréme directement au moyen de la correspondance des 
droites qui joignent X et Y a un point fixe, 
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par les ns points d’intersection de f avec une courbe fixe d’ordre s. 
Comme on peut assujétir encore une courbe ~ a 
(r+s) ct s+8) n(r + s) + (n — De — 9): 

conditions, on peut obtenir, en faisant s assez grand, que les courbes 
w ont des points k-tuples 4 leurs points correspondants X (et qu’aucune 
delles ne contient la tangent 4 f en X). Seulement il peut arriver 
que la courbe f fait elle-méme partie des courbes ~ correspondant 
& certains points X. Cela arrivera toutes les fois que X se trouve 
en un point multiple de /, et on ne |’évitera pas méme d’une maniére 
générale pour d’autres points de la courbe. Cependant nous avons vu, 
& la fin du § I, que cette décomposition n’a aucune influence sur la 
formule (1). Certainement, il peut étre douteux combien de nouvelles 
coincidences on doit regarder ici comme «dues exclusivement aux multi- 
plicités de branches de la courbe donnée f»; mais cette question ne 
se présentera pas si la courbe f est une courbe générale d’ordre n. 
On a done en tout cas établi le théoréme de Cayley et Brill pour une 
courbe générale dordre n. Il s’ensuit qu'il est juste aussi pour des 
courbes douées de singularités quelconques, 4 condition qu’on compte 
Yinfluence de ces singularités d’une maniére conforme au théoréme. 
Pour trouver cette influence nous n’avons pas besoin de revenir sur 
le détail de la démonstration, mais de méme que nous l’avons fait 
dans le cas ov les courbes » ont des points k-tuples, nous pouvons 
renvoyer au cas connu des courbes unicursales. 

Le théoréme énoncé dans le § I, et les explications que nous y 
avons ajoutées, sont done entitrement démontrés. 





g IIL. 


Démonstration au moyen du principe de la conservation des nombres. 
Extension aux correspondances caractéristes par un nombre / négatif. 


En déterminant directement l’influence d’un point double de la 
courbe f sur le nombre y — a — #, on pourrait déduire le principe 
général de correspondance de Cayley-Brill du cas particulier et 
connu ot la courbe f est unicursale. Ce procédé s’applique, non 
seulement aux correspondances déterminées par les courbes que nous 
avons appélées g, mais aussi — et en général beaucoup plus facile- 
ment — & d'autres ot le nombre & est remplacé, dans l’expression du 
nombre des coincidences, par un nombre négatif. Il faut seulement 
supposer que la courbe f appartienne 4 une famille de courbes qui 
posséde une généralité assez grande pour leur attribuer p nouveaux 
points doubles et les réduire ainsi & des courbes unicursales. Nos 
recherches ne comprendront donc pas les correspondances singuliéres 
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indiquées par M. Hurwitz*); car ces correspondances n’appartiennent 
qu’é des familles singulitres de courbes — telles que les courbes 
hyperelliptiques — qui ne sont pas caractérisées par des nombres de 
points singuliers. Cela n’empéche pas toutefois qu’on n’applique 
aussi des procédés semblables & l'étude particuliére de chacune de ces 
derniéres correspondances, 

Ayant a@ parler de correspondances & «un nombre i» négatif, 
jaurai besoin d’une nouvelle définition de ce nombre que j’appelerai 
la valeur de-la correspondance**). Je la définis par |’équation 


(1) y=a+ B+ 2kp, 

ou @ et B désignent — de méme que dans ce qui précéde — les 
nombres des points X ou Y qui correspondent, respectivement, & un 
point Y ou X, y le nombre des coincidences, et p le genre de la 
courbe f. Alors le théoréme de Cayley et Brill énoncera que, dans 
le cas ot les points Y correspondant 4 un point X sont déterminés — 
comme le font MM. Cayley et Brill — par les intersections d’une 
courbe m ayant encore en X un certain nombre d’intersections con- 
fondues, la valeur de la correspondance sera égale a ce dernier nombre. 
Dans les cas ov la correspondance est déterminée autrement la recherche 
d'une expression du nombre y des coincidences sera identique a-celle 
de la valeur de la correspondance. 

Pour la trouver nous procéderons de la maniére suivante. Nous 
commencerons pas attribuer & la courbe f nouveaux points doubles, 
ce que nous avons supposé possible sans abandonner les conditions 
imposées & la correspondance donnée, et sans que la courbe f ne se 
décompose. Les p nouveaux points doubles la rendront done unicursale. 
Transportons cette courbe les conditions de la correspondance donnée, 
et désignons par a’, B’ et y’ ce que deviennent alors a, B et y. Il 
résulte du principe ordinaire de correspondance que 


yo =a + B’, 
On aura donc 
2kp=y—a—p=y—y' —(@—@’) —(6— 8B). 
Pour déterminer y — y’ il faut soustraire les nouvelles coincidences 
dues & introduction des » nouveaux points doubles de celles qu’on 
perd & cause de cette introduction. Les premiéres ont lieu sur les 


*) Mathematische Annalen t. 28, p. 565. 

**) Ne sachant pas traduire en francais le mot de «Werthigkeit» dont se 
servent MM. Brill et Hurwitz j’écris «valeur>, qui est du moins un mot 
frangais. Pour en comprendre l’usage actuel il faut remarquer qu’originairement 
M. Brill parle de la valeur (Werthigkeit) du point X dans la correspondance, 
qui deviendra en méme temps la valeur de Y si l'on détermine réciproquement 
lea points X correspondant aux points Y par des courbes dépendant de ces 
derniers points. 
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deux branches distinctes qui forment chacun des nouveaux points 
doubles (sur les deux nappes distinctes et simples de la surface de Rie- 
mann), Leur énumération se fait donc au moyen des régles simples 
et connues, Pour trouver le nombre des coincidences qui vont étre 
perdues il faut considérer une courbe du genre p infiniment voisine 
de la courbe unicursale. Les deux nappes de la surface correspon- 
dante de Riemann qui vont étre distinctes entre elles par l’introduction 
d'un nouveau point double sont réunies par deux points d’embranche- 
ment séparés par un intervalle infiniment petit. En général une 
coincidence aura lieu de X avec Y, si ces deux points se trouvent 
dans un contour qui se retrécit 4 un point sans passer aucun point 
d’embranchement. Ce contour peut s’étendre, dans le cas actuel, de 
l'une nappe 4 l'autre par l’intervalle des deux points d’embranchement. 
I] ne sera done pas difficile de s’assurer de |’existence ou de l’absence, 
de coincidences qui vont étre perdues en méme temps que les deux 
points d’embranchement, ou bien par l’introduction du nouveau point 
double. Leur dénombrement directe serait plus difficile, mais nous 
indiquerons un moyen qui permet en beaucoup de cas d’y substituer 
le dénombrement plus facile de coincidences de points appartenant a 
une branche (nappe) simple. 

On doit encore déterminer les différences « — a’ et 6B — p’ par 
l'étude de l’influence de l’introduction des p nouveaux points doubles 
sur « et 8. En beaucoup de cas cela se fera immédiatement au moyen 
de la détermination donnée de la correspondance, en d’autres on l’obtient 
en déterminant @ et 6 par des correspondances plus simples. I) est 
permis dailleurs de regarder les nombres « et 6 comme inaltérés par 
Pintroduction des nouveaux points doubles, & condition qu’on compte 
en faveurs de y toutes les pertes de @ et £. 

Nous commencerons par appliquer ce procédé 4 la démonstration 
du théoreéme de Cayley et Brill dans le cas ot les 6 points Y corre- 
spondant 4 un point X sont déterminés par les intersections de f avec 
une courbe @ qui ne passe pas par X. Alors on peut s'imaginer que 
introduction des points doubles contraigne les courbes @ & passer 
par ces points fixes; mais nous avons vu {que les points fixes n’ont 
aucune influence sur la différence y— 6. Il peut arriver que la 
courbe @ passe par un nouveau point double, D, en méme temps que 
X; mais ce cas peut étre regardé comme un cas particulier*) ov il 





*) Nous avouons qu’il est difficile de s’assurer de l’impossibilité absolue de 
cas d’exception ot cette considération serait inapplicable ou quelque chose d’im- 
prévu se présenterait. La méme observation pouvant étre faite & plusieurs points 
des démonstrations suivantes, nous regardons comme notre démonstration propre 
du théoreme général de Cayley et Brill celle que nous avons donnée dans le § II. 
Celle qui nous occupe ici en est une explication en méme temps qu’elle illustre 
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faut attribuer etaa, B, y et a a’, B’, y’ les mémes valeurs que dans 
le cas plus général ot les courbes  correspondant 4 D passent seule- 
ment dans le voisinage de D. L’introduction des p points doubles 
n’a done aucune influence sur y — a — B de facon qu’on trouve que 
k == 0, on bien que y = a + £.*) 

On peut en déduire un autre résultat qui va nous étre utile. Il 
a égard & une combinaison de deux correspondances que nous appelle- 
rons leur produit. Soit donnée entre les points X et Y de la courbe 
f une correspondance (a, 8), et entre les points Y et Y, de la méme 
courbe une correspondance (u,v) — c’est & dire une correspondance 
telle qu’& un point Y correspondent v points Y,, et & un point Y,, 
uw points Y. Alors il existera évidemment entre les points X et Y, 
une correspondance (a,, B,) telle que 

a= ap, By = Br. 
Nous l’appellerons le produit de la correspondance (af) de X et Y et 
de la correspondance (u,v) de Y et Y,. 

Nous ne ferons toutefois usage de cette notion que dans le cas, 
od seulement la correspondance (a, 8) est une correspondance quel- 
conque, tandis que dans la correspondance (uw, v) les points Y, sont 
déterminés par l’intersection de f avec une courbe w qui appartient a 
un faisceau donné et qui passe par Y. 

Alors on peut faire correspondre 4 X a la fois tous les points 
d’intersection mobiles, Y et Y,, de la collection des B courbes corre- 
spondantes ». Dans cette correspondance (@,, 6.) ou aura évidemment 


a —=a-+a, p,=—f+ B,, 
et en désignant les nombres des coincidences de X 1° avec un point 
Y, 2° avec un point Y,, et 3° avec un des points Y ou Y,, respective- 
ment par y, vy, et y,, On aura 
. Y= 9+: 
Or, les courbes » ne passant pas par X, nous venons de voir que 


Yo = a, + B,, 


¥, — % — B, = — (y—a—8). 
La valeur k, de la correspondance (a,, B,) est done égal a — k, 
ot k désigne la valeur de la correspondance donnée (a, 8)**). 


ou bien que 





une methode, qui fournira dans les cas particuliers bien définis une démonstration 
irréprochable, et qui sera utile dans les cas auxquels il serait difficile ou im- 
possible d’appliquer immédiatement le théoréme de Cayley et Brill. 

*) Le théoréme de Cayley et Brill étant démontré dans ce cas particulier, 
on pourrait appliquer la partie énumérative de Ja démonstration de M. Bobek, 
citée dans l’introduction du présent article, & en compléter la demonstration. 
**) Ce résultat, auquel nous avons donné la forme limitée qui va nous étre 
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Nous sommes ainsi préparés 4 appliquer notre nouvelle démon- 
stration du moins 4 une partie des correspondances des MM. Cayley 
et Brill. Nous commencerons, comme dans le §II, par le cas ov 
la courbe p qui détermine les points Y correspondant ad X a en X un 
point k-twple dont aucune branche n'est tangente a f, et nous devons 
démontrer que ce nombre k est égal ad la valeur de la correspondance, 
Dans notre démonstration nous swpposerons toutefois qu’aucune des 
courbes p qui correspondent aux p nouveaux points doubles que nous 
allons introduire ne contienne toute la courbe f. 

On voit qu’en méme temps que X passe, sur l’une des deux 
branches par un point double D, k points d’intersection Y avec |’autre 
branche coincideront, eux-aussi, avec D. Cela donnera lieu & un 
certain nombre de coincidences de X avec Y dans ‘le cas ov |’on 
regarde la courbe comme limite de celles qui n’ont pas encore ce point 
double. Il faut prouver que pour chacun des p nouveaux points doubles, 
nécessaires pour réduire la courbe f & une courbe unicursale, ce nombre 
est égal & 2k. Afin de nous appuyer, dans cette énumération, sur 
des régles connues, nous substituerons a la corresondance donnée (a, B) 
le produit (a,, B,) d’elle et de la correspondance particulitre dont nous 
venons de parler. Si l’on donne au faisceau des courbes w qui passent 
par Y et qui servent 4 déterminer les points Y, une position indépen- 
dente du point D, a chacun des points Y qui coincident avec le point 
double D sur l'une des deux branches (nappes de la surface de Riemann) 
correspondra un point Y, coincidant avec D sur l'autre, c’est a dire 
sur la méme branche que le point correspondant X. A un point X 
qui se trouve sur l’une des deux branches 4 une distance de D qui 
est infiniment petit de premier ordre correspondront k points Y, se 
trouvant sur la méme branche &@ des distances infiniment petites du 
méme ordre de X. On voit donc que 2kp des coincidences de la courbe 
rendue unicursale par |’introduction des p points doubles se trouvent 
en ces points, et elles cesseront d’exister si la courbe perd de nouveau 
ces points doubles. On voit done que la valeur de la correspondance 
de X et Y, est égalea —k. Il en résulte que celle de la correspon- 
dance donnée de X et Y, est égale 4 +k, ce qu'il fallait démontrer. 
immédiatement utile, n’est qu’un cas particulier de la formule dont, M. Cayley 
[Transactions of the Royal Society vol 158, p. 149] fait usage dans le cas ou les 
points d’intersection Y de la courbe @ se distribuent en plusieurs groupes de 
points Y,, Y, etc.: Si w, des points Y coincident dans chaque point Y,, uw, dans 
chaque point Y, etc., et si la correspondance de X et Y, est caractérisée par les 
nombres a, 6;, 71, celle de X et Y, par ag, B,, ye etc., on aura 

Ha(¥s — & — Bs) + Ha(¥2 — %2 — Be) +--+ - = 2hy. 
M. Cayley fait de nombreuses applications de cette formule qui lui permet de 


trouver aussi les nombres des coincidences de correspondances dont la valeur est 
négative, 





wae CclCOCUlhlClCUOlhlUchOhOUC™ 


Pp Fe Oo KK 


ans 


est 





vee) 


ae ene 


Sur le principe de correspondance, . 111 


A cdté de ce cas du théoréme de Cayley et Brill, auquel il n’est 
pas permis ici & cause de la supposition que nous avons faite, de 
réduire les autres — ce que nous avons pu faire dans le § II — 
nous considérerons encore celui oi une seule branche de » passe par 
X ety aun contact du premier ordre avec f. Il faut démontrer qu’alors 
la valeur de la correspondance est égale a 2. 

Nous aurons & étudier l’influence de |’introduction des p nouveaux 
points doubles sur les nombres @, B, y, appartenant a la correspondance 
(de X et Y¥,), produit de la correspondance donnée (de X et Y) et 
de la correspondance particuliére (de Y et Y,) dont nous avons déja 
fait usage. Désignons par a,’, B,’, y, les valeurs que vont prendre 
a, B;, y, par, cette introduction. Celle-ci n’aura aucune influence ni 
sur 6 ni sur B,, de fagon que B, = 6,. Une partie des a points X 
qui correspondent, dans la correspondance donnée, & un point Y 
coincideront avec les nouveaux points doubles et disparaitront dans le 
cas ol on regarde la courbe comme unicursale. Les points de contact 
des « courbes m qui passent par un point donné Y pouvant étre déter- 
minés par les coincidences d’une correspondance de points d’intersection 
simples, et la valeur de cette correspondance étant égale a 1, la 
réduction @ — @’ due aux nouveaux points doubles sera égale 4 2p. 
Si nous désignons (comme nous l'avons fait déja) par w le nombre 
des points Y qui correspondent & un point Y,, la réduction a, — a,’ 
du nombre a, sera égale & 2up. 

Quant a la valeur de y, — y,’, le point X, en passant sur l’une des 
deux branches par un des nouveaux points doubles, D, rencontrera 
évidemment un point Y, correspondant au point d’intersection Y de 
la courbe g avec l'autre branche. 

La distance DY, devenant infiniment petite du second ordre en 
méme temps que DX devient infiniment petit du premier ordre, X Y, 
sera du premier ordre, et le passage donne par conséquent lieu & une 
seule coincidence. L’introduction des py nouveaux points doubles a 
done premiérement donné lieu a Tl introduction de 2p nouvelles 
coincidences, 

En méme temps elle aura causé la perte d’un certain nombre de 
coincidences. En effet, les 2u points X correspondant a un point Y, 
qui vont étre perdus par l’introduction d’un nouveau point double, D, 
se trouveront en méme temps que Y, dans le voisinage de D. II faut 
done se rendre compte, pour la courbe du genre p infiniment voisine 
de la courbe unicursale, des rencontres de Y, et de X qui ont ‘lieu 
dans le voisinage de D. A un point Y, de ce voisinage correspondront 
1° un point Y du méme voisinage et 2° w — 1 points Y qui ne s’y 
trouvent pas. Le point Y, rencontrant simplement dans ce voisinage 
chacun des 2(u—1) points X qui correspondent a ces derniers points 
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Y, sans que les rapports infinitésimaux ne présentent rien de particulier, 
ces rencontres donnent lieu a 2(u—1) coincidences qui vont étre per- 
dues par la formation du point double. Au contraire le point Y, ne 
rencontrera pas du tout, dans ce voisinage, les points X qui corre- 
spondent au point Y qui se trouve dans le méme voisinage, 

En effet, si le point Y, coincidait avec un de ces points X, la 
position limite de la courbe pm, tangente a la courbe donnée f en X 
et passant par Y, serait tangente 4 la courbe y qui sert 4 déterminer 
les points correspondants Y et Y,. Or la position limite de @ qui 
doit rencontrer f en 3 points confondus sera tangente 4 une des deux 
branches du point double D, tandis qu’on peut déterminer le faisceau 
des courbes y ainsi que la tangente en D a la courbe ~ qui passe 
par ce point ait une direction arbitraire. On voit donc qu’aucune 
coincidence de Y, avec X ne devient possible de cette fagon. 

Les mémes nombres de coincidence ayant lieu dans les voisinages 
des autres nouveaux points doubles, la valeur totale de y, — y,' sera 
égale & — 2p -+ 2(u—1)p. On trouve ainsi que 

%1— % —B, =, — 1% — (&% —%) — B, — By) 
= — 2p + 2(u — 1)p — 2up = — 4p. 
La valeur de la correspondance de X et Y, est donc égale 4 — 2; 
celle de la correspondance donnée est par conséquent égale a 2, ce 
qu il fallait démontrer. 

On pourrait essayer d’appliquer le méme procédé a une détermi- 
nation directe de la valeur de la correspondance dans le cas ov les 
courbes gm ont en X un contact du second ordre. En déterminant 
alors les points de contact des « courbes qui passent par un point donné 
Y par les coincidences de points de contact simples et de points 
d’intersection, on pourrait profiter du résultat que nous venons de 
démontrer pour trouver que «@—a’=—4p. On pourrait continuer 
ensuite la méme marche que dans le cas précédent. Seulement la 
derniére assertion: que le point Y, ne rencontre, dans le voisinage 
de D, aucun des points X dont le point correspondant Y se trouve 
dans le méme voisinage, cesserait d’étre vraie, parce que a présent 
il existera des courbes » qui ont elles-mémes des points doubles en D. 
Nous n’essaierons pas de surmonter les difficultés qui en résultent. 
Les démonstrations que nous avons déji données suffisent, en effet, 
pour expliquer dou vient le terme 2kp dans le théoréme de Cayley 
et Brill. 

Cette explication théorique n’est pas, toutefois, le principal but 
de notre seconde démonstration de ce théoréme. Celle-ci doit servir 
avant tout d’exemple d’un procédé qui peut conduire, en beaucoup de 
cas, plus immédiatement qu'une application, ou des applications 
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successives, du théoréme a la détermination du nombre des coincidences 
d’une correspondance donnée. Je pense et aux correspondances & une 
valeur positive dont on ne connait pas immédiatement les courbes g, 
et aux correspondances & une valeur négative, ot ces courbes 
n’existent pas. 

Si les nombres caractéristiques « et B ne s’altérent pas par Vintro- 
duction des p nouveaux points doubles, et si les points correspondants X 
et Y qui tendent a coincider en méme temps avec un de ces points se 
trouvent sur la méme branche, la détermination des coincidences se 
réduira & une application du principe de correspondance ordinaire a la 
courbe rendue unicursale par Vintroduction des p nouveaux points doubles, 
suivie dune soustraction des coincidences qui ne sont dues qua ces 
points. La valeur de la correspondance est dans ce cas negative. Si 
la valeur est positive en méme temps que @ et £ restent inaltérés, on 
peut faire usage de la multiplication dont nous nous sommes déja servi 
pour réduire la correspondance 4 une correspondance & une valeur 
négative. 

Si au contraire le nombre @ (ou #) ne garde pas sa valeur a 
Yintroduction des nouveaux points doubles, |’application de notre me- 
thode présentera la méme difficulté dont notre démonstration partielle du 
théoréme de Cayley et Brill a offert des exemples: celle de déterminer 
pour une courbe voisine de la courbe unicursale les coincidence de Y 
avec ceux des points X qui vont étre perdus au moment ov la courbe 
devient unicursale. Alors si la valeur de la correspondance est negative 
il vaudra le mieux y substituer, au moyen de la multiplication, une 
correspondance A valeur positive, et si la valeur est positive on peut 
avoir recours au théoréme de Cayley et Brill. Notre étude de ce qui 
se passe dans le voisinage d’un nouveau point double peut servir dans 
ce cas a trouver la seule propriété des courbes inconnues @ dont nos 
ayons besoin & cet effet: le nombre k de leurs points d’intersection avec 
f qui coincident avec le point X. II résulte, en effet, des recherches 
de M. Hurwitz que les courbes servant a déterminer les points Y 
existent toujours dans le cas d’une correspondance & une valeur positive. 


g IV. 


Applications de la methode du § III; polygones de Steiner; groupes 
spéciaux. 


1. Combien y a —t — il de maniéres dont Véquation d'une courbe 
donnée du 4° ordre peut étre réduite a la forme suivante: 


aetr—y.yuvs=0, 


2=0 e y=O0 représentant des droites données qui se rencontrent en 
Mathematische Annalen. XL. 8 
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un point de la courbe, et e=—0,t=—0, r=—0, u=—0, 0 = 0, s=—0 
représentant des droites inconnues ? 

Grace & une propriété bien connue des courbes algébriques il 
suffira de déterminer les droites z, ¢, u,v ainsi que les points d’inter- 
section de «.g.¢—0 et de y.w.v=—O se trouvent sur la courbe 
donnée: alors aussi les trois autres points d’intersection de «.2.¢t —0 
avec la courbe se trouveront sur une droite s, et les quatres autres 
points d’intersection de y.u.v.s=—O, sur une droite +. 

Nous commencerons par choisir, entre les points d’intersection de 
x == avec la courbe, le point (xu) et le point (vv) — c'est a dire 
le point d’intersection des droites x et u et celui des droites x et v — 
et, entre les points d’intersection de y = 0 avec la courbe, les points 
(yz) et (yt). Nous essaierons ensuite de prendre un point quelconque 
de la courbe, X, pour le point (¢v). Ce point connu, on connaitrait 
la droite v, ce qui donnerait une détermination 4 2 solutions de (zv) 
et par conséquent de la droite 2, ensuite une détermination 4 4 solutions 
de (eu) et par conséquent de la droite w, ensuite une détermination 
a 8 solutions de (¢u). En joignant ces points & (y¢) on aura 8 droites 
t, ce qui donnera 16 points Y dont un devra coincider avec X, si la 
question est résolue par notre essai. Cela n’a pas lieu en général, 
mais il existera entre les points X et Y une correspondance (a, 8), 
ot nous venons de voir que 6B = 16. La détermination des points X 
correspondant & un point donné Y se faisant d’une maniére analogue, 
on voit qu’aussi « = 16. 

Dans le cas ov la courbe est unicursale le nombre y’ des coin- 
cidences sera donc égal & 32; mais deux de ces coincidences auront 
lieu en chaque point double (si nous supposons que les droites données 
x ety ne passent par aucun de ces points), En effet, si X se trouve 
sur l’une des branches d'un point double, un des points correspondants 
(2v) que nous venons de déterminer se trouvera sur l'autre branche, 
un des points (¢w) sur la premiére branche, un des points (fw) sur 
la seconde et ensuite un des points Y sur la méme branche que X. 
Cette coincidence, qui est évidemment simple, sera perdue en méme 
temps que le point double. On voit ainsi que la valeur de la corre- 
spondance est égale & — 1, et que le nombre de coincidences se réduit 
pour une courbe générale du quatriéme ordre, qui est du genre 3, a 
32 — 2.3 ou & 26. Le nombre cherché a donc cette valeur. *) 

2. Polygones de Steiner. Soient donnés sur une courbe f du 3™ 
ordre les m points fixes A,, A,,..., A,. Inscrivons a f un polygone, 


*) On pourrait trouver le méme résultat et du moins une partie des résultats 
suivants par une suite! d’applications de la' formule de M. Cayley que nous 
avons citée dans la note de la p. 100, 
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en général ouvert, P, P,...P, Pn41 dont les cdtés rencontrent la 
courbe aux points fixes, P,P, en A,, P,P, en A, etc. Alors & un 
point P, choisi arbitrairement sur la courbe, correspondra un seul 
point P41, et réciproquement. Le polygone se fermera si le point P, 
coincide avec P,4,. Le nombre de coincidences sera égal & 2, si la 
courbe est unicursale; mais alors il faut se demander si les coincidences 
n'ont pas lieu a son point double. Nous supposerons qu’aucun des 
points donnés A, ... A, ne sy trouve. Alors si l’on place le point 
P, au point double sur l’une des deux branches, les points P,... Pai 
se trouveront au méme point et appartiendront alternativement & l'autre 
branche et & la méme branche que P,. On voit donc que dans le 
cas ow n est pair les deux coincidences de P, et P,4; auront lieu sur 
les deux branches du point double, et qu’elles vont étre perdues en 
méme temps que la courbe perd son point double. La valeur de la 
correspondance est dans ce cas égale & — 1, et le nombre des coinci- 
dences devient égal & zéro pour une cubique générale, 

Dans le cas ow m est impair aucune des deux coincidences de la 
courbe unicursale n’aura lieu au point double; mais deux nouvelles 
coincidences vont s’y ajouter & la perte du point double, ou bien la 
valeur de la correspondance sera égale 4 1. On peut s’en assurer en 
ajoutant aux points donnés un nouveau point fixe A de la courbe, la 
correspondance & la valeur — 1 qu’on obtient ainsi étant le produit 
de la correspondance donnée et d’une correspondance déterminée par 
un faisceau. 

Nous avons donc démontré les résultats suivants: 

Le nonibre des polygones fermés, P, P,...P,, inscrits & wne cubi- 
que générale et dont les cétés rencontrent encore cette courbe aux points 
donnés A,, Ay, ..., An est gal 4 0 ow a 4, suivant que n est pair ou 
impair — s'il n’est pas infini. Il faut ajouter (ou sous-entendre) cette 
derniére exception & tous les nombres qu’on trouve dans la géométrie 
énumérative; car ils indiquent des degrés d’équations algébriques, et 
ces équations peuvent étre identiques. 

Il en résulte le théoréme suivant: 

Soit donné un polygone fermé, P, P,...Ps,, & un nombre pair de 
cétés et inscrit d wne cubique: alors on pourra faire passer par les points 
A,, B,, A,, B,,..-, Ar, Br ow ses cétés rencontrent encore la courbe 
les 2r cétés d’une infinité de polygones de la méme nature. Pour les 
construire il suffit de substituer 4 P, un point quelconque de la courbe 
et de faire passer Tes cétés successifs du nouveau polygone inscrit par 
les points fixes A,B, A,...A,B,. Le théoréme sera encore applicable 
& une courbe unicursale du 3™° ordre, si aucun des sommets du poly- 
gone donné ne se trouve 4 son point double. 

Ce théoreme sera celui de Steiner sur des polygones inscrits & 
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une cubique dans le cas od tous les points fixes A,, A,,..., A, d'un 
numero impair coincident avec en seul point A, et de méme tous les 
points fixes B,, B,,..., B, dun n° pair coincident avec un autre 
point B. La généralisation du théoréme de Steiner que nous venons 
de prouver est indiquée par plusieurs des autres démonstrations qu’on 
en a données.*) Nous appellerons aussi les polygones plus généraux 
dont les points fixes sont distincts entre eux polygones de Steiner. 


3. Détermination des points fixes des polygones de Steiner. Il 
résulte de la construction des polygones de Steiner que chacun des 
2r points fixes A, B, A,B,...A,B, sera déterminé par les 2r — 1 
autres. Si l’on n’en donne que les 2r — 2, Jes deux qui restent encore 
se correspondront done un-d-un. Si la courbe est unicursale et ]’un 
de ces deux points, mais aucun des 27 — 2 points fixes donnés, se 
trouve au point double, aussi l’autre s’y trouvera. En effet, si l’on 
place le premier sommet P, du polygone, qui peut étre un point 
arbitraire de la courbe, en un point simple, et le point A, se trouve 
au point double, les sommets suivants P,, P, ... s'y trouveront aussi 
jusqu’au sommet qui succéde & un autre point fixe qui s’y trouve. 
Le dernier cété devant aboutir au point P,, il faut que A, ne soit 
pas le seul point fixe qui coincide avec le point double. Si les deux 
points correspondants sont A, et un des points B, qui est séparé de 
A par un nombre impair de sommets, ils passeront en méme temps 
par le point double sur la méme branche. Si les deux points corre- 
spondants sont A, et un autre des points A, ils y passeront l'un sur 
Pune branche, l'autre sur l’autre. 

On voit donc, de la méme maniére que dans le précédent exemple, 
que la valeur de la premiére correspondance est égale 4 — 1, et celle 
de la seconde correspondance, & + 1, ou bien, que dans le cas ot les 
2r points A et B sont donnés a un point A et un point B pres il n’existera 
en général aucune coincidence de ces deux points, et que dans le cas ot les 
2r points sont donnés & deux points A prés, il existe quatre coincidences 
de ces deux points. 

On déduit du premier de ces résultats le théor®me suivant: 

Si Von inscrit d une courbe plane du troisiéme ordre un polygone a 
un nombre pair de cétés dont deux qui sont séparés par des nombres im- 
pairs de sommets se rencontrent sur la courbe en un point qui n'est 
pas un sommet, la courbe sera le liew des points dintersection des cétés 
des mémes n* dans tous les polygones inscrits dont les autres cdtés ont, 


*) En particulier dans celle de M. Kiipper, (Mathematische Annalen 
Bd, XXIV, p. 2), et plus directement dans celle de M. Juel (Nyt Tidsskrift for 
Mathematik 1891, p. 15). La démonstration par les fonctions elliptiques s’appli- 
que aussi bien 4 la généralisation qu’au théoréme propre de Steiner. 
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dans le méme ordre, les mémes points d’interseetion avec la courbe que 
ceux du premier polygone. 

Ce théoréme pourrait avoir l’air d’étre en contradiction avec le 
fait qu'un point quelconque du plan C peut étre le point d’intersection 
de deux cdtés, séparés par des nombres impairs de sommets, d’un 
polygone inscrit dont les autres cdtés passent encore par des points 
arbitrairement donnés de la courbe. On trouve en effet, au moyen 
d'une correspondance dont la valeur est égale &4 — 1, que le nombre 
des polygones déterminés par ces conditions est égal 4 6. On en 
aura l’explication en remarquant que dans le cas particulier ov le 
point C se trouve sur la courbe, ce point sera lui méme, dans quatre 
des polygones qui satisfont aux conditions données, un sommet adjacent 
& un des cdtés passant par C, et dans les deux autres, a la fois 
sommet adjacent 4 tous ces deux cdtés. Dans le théoréme énoncé, 
nous avons supposé, au contraire, que le point C ot coincide un des 
points fixes A avec un des points fixes B ne soit pas sommet du 
polygone, et alors nous avons prouvé qu’un point quelconque de la 
courbe jouit de la méme propriété, Aussi dans ce cas il existera six 
polygones dont les deux cétés qui ne passent pas par des points donnés 
de la courbe passent par un point C pris arbitrairement dans le plan. 
Devant en méme temps se rencontrer sur la courbe, ces deux cdtés 
coincideront entre eux; |’enveloppe des cdtés déterminés ainsi sera de 
la sixiéme classe. 

Il est évident, qu’entre les points fixes d’un polygone de Steiner, 
il peut exister & la fois plusieurs points d’intersection de cétés séparés 
par un nombre impair de sommets, et qu’alors on peut placer tous ces 
points arbitrairement sur la courbe. Les ayant choisi on peut en faire 
usage dans la détermination des autres points fixes, — 

En nous tournant ensuite aux coincidences de points A séparés par 
un nombre pair de sommets, nous avons vu que dans le cas ov les 
points fixes d’une série de polygones de Steiner sont donnés a deux 
points A prés, il existera quatre points de la courbe ot peuvent coincider 
ces deux points fixes. Nous supposerons que cette coincidence ait lieu 
entre les points A, et A, du premier et du troisitme cdté en un point 
X de la courbe, et que seulement les points B,, B,, B,, A, B,...A, B, 
soient donnés, Alors & chaque point X correspondra un seul point A;, 
et & chaque point A,, quatre points X. On a donc pour cette corre- 
spondance de X et A, 


Nous avons vu aussi que dans le cas d'une courbe unicursale, le 
premier de ces nombres se réduit & @’ = 2. Il faut donc, selon nos 
remarques & la fin du § III, avoir recours ici au théoréme de Cayley 
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et Brill aprés avoir étudié, an moyen de ce qui se passe dans le 
voisinage du point double, D, la nature des courbes g. 

Si Ton place le point X sur l’une des deux branches 4 une 
distance D X de ce point qui est infiniment petite du premier ordre, on 
verra en prenant un point P, de la courbe & une distance finie de D 
pour premier sommet du polygone de Steiner et en commengant la 
construction de ce polygone, que les distances D P, et D P, deviennent 
infiniment petites du premier ordre, DP, et DP; infiniment petites 
du second ordre, et que le point A, se trouvera, sur la branche 
différente de celle od se trouve X, & une distance de D qui est, elle 
aussi, infiniment petite du second ordre. Le point construit A, devant 
étre, soit qu’on regarde la courbe comme unicursale, soit qu’on la 
regarde comme limite de courbes du genre 1, le seul point d’inter- 
section mobile et différent de X de la courbe @, il faut que ces courbes 
aient en X des contacts simples avec f. La valeur de la correspon- 
dance est donc égale 42, et le nombre y des coincidences sera égal a 

44+142.2=9. 

Les points fixes d’une série de polygones de Steiner étant donnés 
aux trois points A,, A,, A, prés, ily aura, par conséquent, 9 points 
de la courbe ot ces 3 points coincident entre eux. 

Si aussi le point A, est inconnu, il existera entre le point X 
ou coincident A,, A,, A, et le point A, une correspondance ov 


aasl, B=Q. 


Si lon attribue 4 la courbe f un point double D, et si l’on place 
le point X a une distance de ce point qui est infiniment petite du 
premier ordre, le point A, se trouvera sur l'autre branche 4 une 
distance infiniment petite du troisiéme ordre de D. II en résulte que 
les courbes de la correspondance auront en X des contacts du second 
ordre, ou bien que Ja valeur de la correspondance est égale 4 3. Le 
nombre de coincidences devient donc 1+ 9-+ 2.3 ou 16. 

En déterminant ensuite, successivement et de la méme maniére, 
les nombres de coincidences de A,, A,, A,, A,, A, etc., les autres 
points fixes étant donnés, on trouve que dans le cas ow tous les 
points fixes d’un n° pair, B, B,...B, @une série de polygones de Steiner 
a 2r cétés sont donnés, il existera sur la courbe r*? points o% tous les 
points fixes dun n° impair, A,, A,,..., Ar, coincident entre eux. 

Dans le cas ov aussi les points fixes donnés, B, coincident entre 
eux un des n? points cherchés coincidera avec eux. Les décompositions 
ultérieures de la solution trouvée qui auront lieu dans ce cas si » n’est 
pas un nombre premier sont connues. 

4. Détermination des nombres de growpes spéciauz. Un groupe 
spécial de points d’une courbe algébrique f est une collection de points 
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de la courbe qui comptent, dans la détermination des courbes @ qui 
appartiennent 4 un systéme linéaire donné et qui passent par eux, 
pour un nombre de conditions plus petit que celui des points. ‘ Les 
questions dont nous allons nous occuper auvront pour objet les dé- 
nombrements des groupes spéciaux dont on connait un nombre assez 
grand de points pour les déterminer. 

Ces dénombrements ont été exécutés d’une maniére générale par 
M. Castelnuovo*) dans les cas ot les courbes du systéme linéaire 
sont des courbes «adjointes» d’ordre » — 3, m étant lordre de f. 
M. Brill**), qui attache sa solution & la détermination algébrique, 
ne s’occupe que des groupes ot un seul point devient superfit a la 
détermination des courbes du systéme; en récompense il s’occupe de 
courbes «adjointes» d’un ordre quelconque. 

N’ayant ici qu’4 donner des exemples de notre methode nous nous 
bornerons & la détermination des mémes nombres qu’a trouvés M. Brill. 
En adoptant en partie ses notations, nous supposerons toutefois que 
le nombre des points donnés du groupe qu'il appelle, dans sa recherche 
générale, k — i — 1, est égal & zero. Cela ne restreint pas la généralité 
des solutions; car il est permis de regarder tous les points fixes des courbes 
gy comme faisant partie des conditions données du systéme linéaire. Nous 
supposerons que les courbes du systéme linéaire (~) dépendent de 2% para- 
métres variables***), et il s’agit de déterminer sur la courbe f un groupe 
de i+ 1 points tel que les courbes p qui passent par i de ces points 
passent d'elles-mémes par le (i-+-1)™. Nous désignerons par m + i+ 1 
le nombre des points d’intersection mobiles des courbes » avec la courbe 
donnée f; m sera donc le nombre de ceux qui n’appartiendront pas au 
groupe cherché. Le nombre de ces groupes dépendra du genre p de la 
courbe fixe, f, et des nombres m et 7. Nous l’appellerons &(p, m, 7), ou, 
dans les cas ov il n’y a pas lieu de malentendus, simplement §. Qu’il 
a, en général, une valeur finie résulte de la détermination algébrique de 
M. Brill, mais il se montrera aussi par nos déterminations numériques. 

De méme que M. Brill, nous supposerons que les courbes du 
systéme donné soient adjointes & la courbe f, ou bien qu’elles passent 
# —1 fois par tout point u-tuple de f, et que, dans les cas ov 
plusieurs branches de cette courbe sont tangentes l'une a l'autre, elles 





*) Rendiconti della R. Accademia dei Lincei vol V, 1889, p. 130. 
**) Ueber algebraische Correspondenzen. Zweite Abhandlung, Mathematische 
Annalen Bd. 36, p. 321—360, voir en particulier la partie VII™°, 

***) Tl suffit de supposer que les points d’intersection avec f dépendent de 
2¢ paramétres; mais en ajoutant, s'il en est besoin, aux conditions du systéme 
celle de passer par un nombre convenable de points qui ne se trouvent pas sur 
f, on peut réduire alors 4 27 le nombre des conditions du systéme, sans altérer 
rien par rapport aux groupes des points d’intersection. 
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satisfassent encore aux conditions nécessaires pour empécher que la 
détermination mutuelle des points des groupes ne se rédusie, pour 
une partie des groupes, & celle des points coincidant avec le méme 
point multiple. Nos procédés seront toutefois applicables 4 déterminer 
aussi, dans le cas de courbes » non adjointes, les solutions indépen- 
dentes des points multiples. Dans le cours de notre rcherche nous 
aurons méme besoin de déterminations de cette espéce. 

Nous commencerons par nous occuper du cas ok i = 1. Alors les 
courbes du systéme auront m- 2 points d’intersection mobiles dont 
on peut choisir arbitrairement les deux. Ceux-ci déterminent, en 
général, tous les autres, 4 l'exception du cas ot l'un des deux points 
en détermine l’autre. Le systéme étant linéaire, ce cas d’exception 
aura lieu, sil passe par les deux points deux courbes différentes du 
systéme. *) 

Afin de trouver le nombre de ces cas d’exception, nous conside- 
rerons les courbes m4 du systéme qui passent par un point fixe A de 
la courbe et les courbes mg qui passent par un point fixe B, et nous 
ferons correspondre & une courbe gq, les courbes mg qui passent par 
un point d’intersection mobile, Z, de g4. Il existera alors une corre- 
spondance entre les autres points d’intersection mobiles, X et Y, de 
ces courbes avec f. A un point X (ou Y) correspondront m points Z, 
et m? points Y (ou X), La correspondance sera donc caractérisée 
par les nombres 

a= B = m’, 


Pour en trouver la «valeur» il faut rendre la courbe f unicursale en 
lui attribuant p nouveaux points doubles. Alors les nombres « et 6 
resteront inaltérés; mais, les courbes g n’étant plus adjointes a la 
nouvelle courbe, une partie des coincidences auront lien aux nouveaux 
points doubles. Si l’on place le point X sur une des deux branches 
d’un de ces points, D, un des points correspondants Z se trouvera sur 
Yautre, et un des points Y sur la méme branche que X, ce qui 
donnera une coincidence. Les 2p coincidences qu’on obtient ainsi 
allant étre perdues en méme temps que les p points doubles, la valeur 
de la correspondance donnée sera égale & — 1, et le nombre y de ses 
coincidences sera égal a 


y=a+ B—2p. 
m — 1 de ces coincidences ont lieu en chacun des m points ot la 


courbe gm qui passe et par A et par B rencontre encore la courbe 
fixe f, chacun des autres points d’intersection pouvant étre regardée 


*) Selon la supposition faite dans la note précédente les courbes passant 
par les deux points formeront alors un faisceau. 
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comme le point correspondant Z. Les autres points de coincidence seront 
les 2 points des § couples cherchés, car par chacun d’eux et par le 
point correspondant Z passent deux courbes différentes du systéme. 
On voit done que y = m(m—1) + 2€ ou bien que 

m(m—1) + 2— = m? + m? — 2p, 

d’ou 
(1) E(p, m, Img = SDM — pm (™ FT!) —p. 


Tl est bon de remarquer que le résultat qu’on obtient immédiate- 
ment par notre procédé, c’est le nombre des solutions qui appartiennent 
& la courbe rendue unicursale par |’introduction des p points doubles 
et qui sont indépendentes de ces points. C’est parce que les solutions 
qui en dépendent yont étre perdues en méme temps que ces points 
doubles, que les nombres trouvés sont applicables aussi 4 la courbe 
donnée du genre p. La méme chose ayant lieu pour les questions 
suivantes, nous pourrons simplifier notre maniére d’en exprimer les 
solutions, en ne parlant, dans ce qui suit, que d’une courbe unicursale 
f, et en supposant que les courbes pm ne soient pas adjointes par rapport 
a p de ses points doubles, mais bien par rapport a ses autres points 
singuliers. En ne cherchant alors que le nombre des solutions indépen- 
dantes de ces p points doubles, on trowvera celui qui a égard a une courbe 
du genre p. 

Afin de trouver la valeur générale du nombre &(p, m, i), nous 
allons chercher, par le principe de correspondance, une formule de 
réduction servant 4 l’exprimer par des nombres qui correspondent a 
des valeurs plus petites de i. 

Si l’on ajoute aux conditions données du systéme celles de passer 
par deux nouveaux points de la courbe f, A et X, il existera sur cette 
courbe E(p, m—1, i— 1) groupes de é points Z,, Z,, ..., Z qui 
ne comptent que pour i — 1 conditions 4 la détermination ultérieure 
des courbes g, ainsi que celles qui passent par A, X, Z,,Z,,...,Z; 
forment un systéme d’une infinité (¢—1)“P'*, Une courbe g passant 
par Z, Z,...2Z; et par 7¢ autres points de f, B,, B,, ..,,B; ren- 
contrera encore cette courbe en m—i-+1 points Y. Si nous regardons 
les points A, B,, B,, ..., B; comme fixes, & chaque point X corre- 


spondront 
B = (m—i-+1).&(p, m—1, i—1) 
points Y. 
On pourrait déterminer par une suite d’applications successives du 
principe de correspondance le nombre @ des points X qui correspon- 
dent & un point Y, ou bien, des courbes gm qui passent par les i+ 1 
points donnés B,, B,,..., B; et Y et par i points Z, Z,... 2; d'un 
groupe formé du point donné A et de i-+ 1 points inconnus (les 
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points Z et X) qui ne compte que pour 7 -+ 1 conditions 4 la déter- 
mination des courbes » passant par tous ses points; mais nous n’aurons 
pas besoin de déterminer ce nombre. En effet une partie des a courbes 
qu’on obtient en substituant, dans cette détermination des courbes gq, 
le point fixe A & Y donnent lieu & une espéce particuliére de coin- 
cidences de points X et Y. Les courbes gm qu’on trouve alors 
appartiendront elles-mémes 4 linfinité (¢ — 1)™vl* de celles qui 
passent par A, Z,, Z,,..., Z;, et un (¢-+2)™° point X, et ce dernier 
point pourra done aussi bien que A étre régardé comme le point, Y, 
& moins qu'il ne coincide avec un des 7 points B,, B,,...,B;. A 
exception des i. §(p, m—1,i—1) cas ov le groupe est déterminé 
par A et un des points B, on aura donc une coincidence de X et Y. 
On obtient de cette facon 
a —i.&(p, m— 1, i— 1) 

coincidences. 

Nous chercherons ensuite les coincidences dues aux p points doubles, 
par rapport auxquels les courbes m ne sont pas adjointes. Si l’on 
place le point X sur l’une des deux branches d’un de ces points, D, 
le nombre (py, m—1, i—1) des groupes de points Z, Z,... Z; 
qui ne comptent avec A et X que pour i+ 1 points donnés de @ se 
décomposera de la maniére suivante: 

1° Les points Z,... 2; peuvent se trouver tous en des points 
différents de D. Alors les courbes @ qui passent par X auront aussi 
un point d’intersection fixe avec l’autre branche de ce point double, 
et elles satisferont 4 la condition d’étre adjointes par rapport a ce 
point. Il en résulte que le nombre des groupes de cette nature est 
égal a E(p —1, m— 2, i— 1). 

2° Un des points Z peut coincider avec le point double D sur 
Yautre branche, l’infinité (¢ — 1)* de courbes qui passent par 
A, X, Z,,2Z,,..., 2; ayant une tangente fixe en D. 

Il ne sera que les derniers groupes, au nombre de 

E(p, m—1, i—1) — &(p—1, m—2, i—1) 
qui donneront lieu 4 des coincidences de X et Y, les courbes qui 
passent par les points Z, Z,..,2Z; et B, B,...B; devant, dans ce 
cas, rencontrer aussi la branche oi se trouve X en un point Y. On 
obtient ainsi 


2p[E(p, m-—1, i—1)—E(p—1, m —2,%1—1)] 
coincidences. 
Les coincidences qui restent encore auront lieu aux points des 
E(p, m, 2) 
groupes de ¢-+- 1 points qui ne comptent que pour 7 a la détermina- 
tion de l’infinité 2i™rle des courbes g. Par chacun des groupes 
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formés d’un point de coincidence et des i points correspondants ¢ 
passe, en effet, 1° un systéme (¢ — 1)P!* de courbes qui passent 
encore par le point fixe A, 2° une courbe passant par B,, B,,..., B; 


. 


qui n’appartient pas & ce systeme — car nous avons excepté déja les 
cas ot cette derniére courbe passe encore par A. — Les courbes 
passant par un des groupes trouvés de i + 1 points formeront donc 
un systéme linéaire 7P!e, 
Le nombre de ces derniéres coincidences étant égal & 
G+ 1) 8(p, m, 4), 
on trouve, en exprimant que le nombre total des coincidences est 
égal & a + B, Véquation suivante 
a+ (m—i+1).&(p, m—1,i—1) 
=a—it(p, m—1, i—1)+2p [E(p, m—1, i—1) —&(p—1, m—2,i—1)] 
+(¢+1)&(», m, 2), 
dou 


(2) (é-+1) & (p, m, #) 
= (m+1—2p) E(p, m—1,i—1) + 2p. E(p—1, m—2, i—1). 
Sachant déja (1) que 


m+ 1 
5(p, m, 1) =( t )-», 
on peut en déduire successivement les expressions de 


E(p, m, 2), E (p, m, 3) etc. 
On trouve ensuite par induction |’expression de M. Bril1*) 


ee, m= ("E1)— @) (1) + @) (3): 
(3) 4 = (: : ) ¥ >" 7 #(s4 ) (pour i impair) 
+(1) w “+ q : (pour ¢ pair). 


La formule (2) montre que (3) est juste pour une valeur quelconque 


de i si elle est juste pour i — 1. Il suffit, en effet, pour voir qu’identi- 
quement 


6+ > em’) (stp) —m+9 Di () (5233) 
~2p S17 @) (34) +2» D— P7") ("hr), 


de remarquer que dans les deux derniers termes 





\ 








*) Mathematische Annalen Bd. XXXVI, p. 355. 
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o(f)—a+n(F1)+2Q), 


O7')-a+ (83). 


On pourra done écrire le dernier membre de la maniére suivante 
‘p m— 2A o, (m—24+2 
DG) [m+n (= 94) +24 (GX 92 f 2) 
9, (m— 2a m—-24+ 1 
— 22 ( Sa) —24( i 2a t-3)]; 
ll est done égal a 


‘ »\ (m—2A oy , (m—24-+1)(m — 224-2) 
>’) ( i 24) [m+1422 (§—22-+41) @— 2442) 


— 294 — 24 —m— 24 +1) (m— 8) | 
(@ —2441) @—2142) |> 


et 


qui se réduit sans difficulté a 


G+ Sw) (F237 T3)- 


Or Yéquation (3) est juste pour i= 41. Done elle est juste pour 
toutes les valeurs de 3. 


Copenhague, 31. aodt 1891. 








Ueber den Hermite’schen Fall der Lamé’schen Differential- 
gleichung. 


Von 


Fevix Kier in Gittingen. 


Schreiben wir 


dp 
] t= — 
" deren 
und betrachten die Differentialgleichung: 
¢ aE 
(2) ae = (Apt+ BE, 


so lauft Lamé’s urspriingliche Theorie darauf hinaus, alle Fille auf- 
zuzihlen, in denen (2) ein particulires Integral der folgenden Form 
besitat: 


(3) E = (x—e,)* - (w—e)* - (w—e5)* ga(p); 





hier bedeuten die ¢,, &, &, nach Belieben 0 oder 1, und g,(p) ist 
ein Polynom von irgend welchem ke" Grade. Sei noch 


(4) > =—k+ SESSA. 











126 F. Kuesm. 
Dann lisst sich Lamé’s Resultat dahin aussprechen, dass jedenfalls 8 
(5) A= n(n+1) 


genommen werden muss, und darauf B aus einer algebraischen Gleichung 
(k-+ 1)" Grades zu bestimmen ist. Nun ist bekanntlich Hermite’s 
Verdienst, den allgemeinen Fall der Differentialgleichung (2) niher 
betrachtet zu haben, bei dem zwar A den in (5) gegebenen Werth 
hat, B aber beliebig bleibt. Ich beabsichtige hier keineswegs aus- 
fiihrlich auf die Hermite’schen Resultate einzugehen, ich brauche von 
denselben nur, dass in allen Fiillen der Hermite’schen Differential- 
gleichung zwei Particularlisungen E, und E, der Gleichung gefunden 
werden kinnen derart, dass das Product 


(6) E, - E, = F(p) 


ein Polynom 2n' Grades von p ist. Liegt der von Lamé selbst be- 
trachtete Specialfall vor, so sind diese E, und FE, unter einander 
identisch, F'(p) ist dann das Quadrat des in (3) gegebenen Ausdrucks. 
Es ist dies zugleich der einzige Fall, in welchem F(p) =O eine 
Doppelwurzel besitzen kann oder eine Wurzel, die gleich e, oder e, 
oder e, wire*). 

Jetzt kennt man die schénen Realitiitstheoreme, welche fiir die 
Lamé’schen Polynome g; gelten: dass die (k-++1) tiberhaupt vorhan- 
cenen g; alle reell sind und gleich Null gesetzt lauter reelle, von 
einander verschiedene Wurzeln liefern, welche zwischen e, und e,, 
bez. e, und e, zu suchen sind, wobei sich die einzelnen g, von einan- 
der durch die Art und Weise unterscheiden, wie ihre Wurzeln auf 
die genannten beiden Intervalle vertheilt sind**), Ich habe mich nun 
gefragt, in welchen allgemeineren Eigenschaften des Hermite’schen 
Falles diese Realitiitstheoreme enthalten sein mégen. Man denke sich in 
F’'=0 die beiden Gréssen p und B als rechtwinkelige Coordinaten; dann 
wird es darauf ankommen, die Gestalt der Curve F'(p, B)=0 wenigstens 
schematisch festzulegen. Diese Gestalt ist natiirlich vom Werthe der 
Zahl » abhingig; man wird dieselbe aber nach einer leicht erkenn- 
baren Regel fiir jedes m zeichnen kénnen, sobald man sie fiir ein hin- 
reichend grosses ungerades » und fiir ein ebensolches gerades » kennt. 


aS — 5, —_ 


~~ eo aw wD be ie CU «06 


*) Man vergl. etwa die Darstellung im zweiten Bande von Halphen’'s 
traité des fonctions elliptiques. 

**) Letzterer Umstand wurde von mir zuerst in Bd. 18 der Math. Annalen 
dargelegt (pag. 237ff., 1881). Daran schliessen sich die Entwickelungen von 
Liapunoff (Petersburger Magisterschrift, 1884), Stieltjes (Acta VI, pag. 321ff,, 
1884), Markoff (Annalen 27, pag. 143 ff., 1885), Poincaré (Acta VI, pag, 299ff., | 
1885). 

















Ueber Hermite’s Fall der Lamé’schen Differentialgleichung. 127 


Statt aller weiteren Erklirung will ich hier also einfach die beiden 
Figuren hersetzen, die sich auf » = 5 und n = 6 beziehen: 


n=5 n=6 





D & €g 3 
Fig. 1. Fig. 2. 


In diesen Figuren fallen zuniichst die 2” + 1 (also die 11, bez, 13) 
horizontalen geraden Linien auf, welche (in ihren Schnittpunkten mit 


der Curve) die Quadrate Lamé’scher Ausdriicke (3) vom Grade 2 bez. ae 


liefern; ich will die constanten Ordinaten dieser Geraden (wie in den 
Figuren angedeutet ist) mit B,,..., B,,, bez. B,,..., B,, bezeichnen. 

Eine jede dieser horizontalen Geraden B= B; hat, wie es sein 
soll, die Eigenschaft, unsere Curve F' = 0 in allen Schnittpunkten zu 
beriihren, fiir die p nicht gerade e, oder e, oder e, ist; in letzteren Punkten 
findet ein einfacher Schnitt statt. Dabei hat jede einzelne der Geraden 
ihre eigene Vertheilungsweise der Schnittpunkte auf die Werthe 
~P=€,, &, €,, beziehungsweise die beiden zwischen diesen Werthen 
eingeschlossenen Intervalle der p-Axe. Zugleich erkennt man (was 
bisher in dieser einfachen Weise wohl nicht bekannt war), wie die 
2n-+ 1 Werthe der B; je nach dieser Vertheilungsweise der Schnittpunkte 
der Griésse nach auf einander folgen. 

Ist nun irgend ein Werth von B gegeben, der nicht zu den B; 
gehért, und fragen wir, wie viele reelle Wurzeln die Gleichung F = 0 
fiir denselben aufweisen mag, so belehrt uns dariiber ein Blick auf die 
Figur. Insbesondere werden wir, wenn B> B, oder < Bangi ist, 
bei ungeradem n nur einen reellen Schnittpunkt haben (der rechts von 
€,, bes. links von e, 2u suchen ist), bei geradem n aber keinen reellen 
Schnittpunkt. Nur in den Zwischenlagen haben wir eine gréssere Zahl 
von Schnittpunkten, woriiber ich wohl keine specificirten Siatze auf- 








128 F. Ker. 





zustellen brauche. Die Schnittpunkte vertheilen sich iibrigens, wie man 
findet, jeweils abwechselnd auf die Hermite’schen E,, E,. 

Gelegentlich meiner Untersuchung iiber die Nullstellen der hyper- 
geometrischen Reihe in Bd. 37 dieser Annalen (1890) habe ich den 
Begriff der Charakteristik X festgelegt, der einer linearen Differential- 
gleichung beziiglich eines Intervalls der y-Axe zukommt. Man wird 
verlangen, diese Charakteristiken X im Falle der Hermite’schen Differen- 
tialgleichung fiir die vier Intervalle 

— 00, €5 Cy, a5 Cay C3 Cy, + CO 
anzugeben. In dieser Hinsicht gebe ich zuniichst die folgenden beiden 
Figuren, welche die Frage unter den Voraussetzungen » = 5 und 
n = 6 fiir die Lamé’schen Ausnahmefille beantworten: 








n=5 n= 6 
B, SS B, 
R, = 
B, B. 
B, B, 
B; B, 
B, B, 
B, B, 
B 
B, 9 
B Bry 
By ~~ 
Bro Br a a os 
By B,,-0- | 7. | + —-8- 
ey eg 3 & eg €3 
Fig. 3. Fig. 4. 


Entsprechende Figuren entwirft man sofort fiir beliebige ungerade oder 
gerade Werthe von m. Und nun hat man fiir die Hermite’sche Dif- 
ferentialgleichung die Regel: 

Liegt B zwischen B; und Bj41, so wird die Charakteristik X des 
einzelnen Intervalls je mit der kleineren der beiden Charakteristiken tiberein- 
stimmen, die dem Intervalle fiir B = B; und B = B;41 entsprechen. 

Es bleibt der Fall zu betrachten, dass B > B, oder < Ban4: ist. 
Elementare Betrachtungen ergeben hierfiir die folgenden beiden Schemata 











~ 0 x’ 0 
what : ; : 
1 2 3 
0 x 0 x 
B<eB ! 
< 2n-+-1 e, ey es 
Fig. 5, 


wobei X’, X” zwei Zahlen sind, von denen die erstere >|], die 
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zweite > 0 ist, und von denen jede einzelne, sofern man nur B gross 
genug (> B,) oder klein genug (< Baa 1) nimmt, beliebig anwachsen 
kann. 

Aber hiermit ist noch nicht gegeben, wie X’ und X” in jedem 
Falle zusammenhingen. Um hieriiber Klarheit zu bekommen, habe 
ich die Kreisbogenvierecke betrachtet, welche im Falle unserer Differen- 
tialgleichung eben die Bedeutung haben, wie die von mir in Bd. 37 
betrachteten Kreisbogendreiecke fiir die damals zu untersuchende hyper- 
geometrische Differentialgleichung. Das Resultat ist, dass in allen 
Fiillen die einfache Beziehung 


: eae + [3] 
besteht. — 

Ich hoffe, dass die hiermit genannten einfachen Sitze fiir die 
Anwendungen niitzlich sein kénnen. Ihnen gehen andere parallel, die 
sich auf den Grénefall der Functionen des sweiaxigen Cylinders be- 
ziehen (wo e, oder e, ins Unendliche geriickt ist), und die ich gleich 
den hier mitgetheilten bereits im vergangenen Winter in meiner Vor- 
lesung iiber lineare Differentialgleichungen ausgesprochen und ab- 
geleitet habe. 


Gottingen, im September 1891. 
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Ueber den Begriff des functionentheoretischen Fundamental- 
bereichs. 


Von 


Fevix Kiem in Gottingen. 


Mit den folgenden Erlaiuterungen kniipfe ich an die Entwickelungen 
an, welche ich in Bd. 21 dieser Annalen (Herbst 1882) gab (p, 141 ff. 
daselbst: Neue Beitriige zur Riemann’schen Functionentheorie) und hoffe 
iiber gewisse Punkte, die dort nicht ausreichend behandelt sind, Klarheit 
zu schaffen. Ich schliesse daran einige Andeutungen iiber eine all- 
gemeine, geometrische Theorie der linearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, die ich bei Gelegenheit auszufiihren hoffe. 


1. 


Die Grundanschauung, von der ich in Bd. 21 ausging, ist die, 
dass zur Definition eines algebraischen Gebildes nicht nur eine ge- 
schlossene Riemann’sche Flaiche dienen kann, welche frei im Raume 
gegeben oder mehrblattrig tiber eine gegebene Fliche ausgebreitet ist, 
sondern ebensowohl ein offenes Flaichenstiick, sofern dessen Rander 
durch irgend welches Gesetz paarweise zusammengeordnet sind. Hin 
solehes Flichenstiick nannte ich einen Fundamentalbereich. 

Natiirlich wird man diese allgemeine Formulirung, ehe sie an- 
wendbar wird, noch durch bestimmte Voraussetzungen iiber die ana- 
lytische Natur des Flichenstiicks ete. niher zu umgriinzen haben. 
Denken wir uns, wie im Folgenden ausschliesslich vorausgesetzt wird, 
unseren Bereich iiber eine (% + iy)-Kugel ausgebreitet, so ist ein 
Theil dieser Voraussetzungen von selbst erfiillt; wir werden dann aber 
jedenfalls zufiigen wollen (da es sich um ein Aequivalent der gewéhn- 
lichen Riemann’schen Fliche handeln soll, die mit einer endlichen 
Zahl von Bliattern tiber die Kugel ausgebreitet ist und singulire Vor- 
kommnisse, die im weiteren Verlaufe der Theorie in Betracht kommen 
mégen, zunichst ausgeschlossen bleiben kénnen), dass der Bereich 
keinen Theil der Kugel unendlichfach iiberdecken soll, und dass er 
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durch eine endliche Zahl von Curven begrinzt sein soll, von denen 
je zwei durch eine analytische Function zusammengeordnet sind. 
Aber das ist nicht Alles, und eben der nun zu beriihrende Um- 
stand ist in Bd. 21, trotzdem er der dort gegebenen Darstellung 
implicite zu Grunde liegt, nicht geniigend hervorgehoben worden. 
Es ist kaum nothig, dass ich erklire, was ich unter der Umgebung 
eines dem Bereiche angehérigen Punktes verstehe, insbesondere unter 
- einem endlichen, den Punkt einschliessenden Stiicke der Umgebung. 
Die Forderung, welche befriedigt sein muss, damit unser Bereich als 
Fundamentalbereich brauchbar sei, und deren Erfiilltsein auch aus- 
reicht, um die Brauchbarkeit sicher zu stellen, ist dann die: 
es soll méglich sein, wm jeden Punkt des Bereiches herum ein 
endliches, den Punkt einschliessendes Stiick der Umgebung so abzu- 
grinzen, dass sich dasselbe durch Vermittelung einer analytischen 
Function auf die Fliche eines Kreises iibertragen list. 


_ Zunichst ist ersichtlich, dass diese Forderung fiir die Brauchbarkeit 





f. des Bereiches nothwendig ist. In der That: ein brauchbarer Bereich 
a muss sich Punkt fiir Punkt durch eine analytische Function auf eine 
. geschlossene, iiber der (v-+-iy)-Kugel mit einer endlichen Blatterzahl 
ik ausgebreitete Riemann’sche Fliche iibertragen lassen, — das ist die 
” Definition der Brauchbarkeit —, und fiir jeden Punkt einer solchen 

Riemann’schen Flache gilt die genannte Forderung von selbst. 

Aber nicht minder deutlich ist, dass die Forderung ausreicht. 

Ist sie namlich erfiillt, so kann man unseren Bereich mit einer end- 
e, lichen Zahl von Theilbereichen, deren jeder analytisch auf eine Kreis- 
e- fliche bezogen werden kann, derart tiberdecken, dass jeder Punkt der 
1e Fliche in das Innere wenigstens eines Theilbereichs hineinfallt. Hierauf dé 
t, nun kann man die Existenz analytischer Functionen, welche zu unserem 
or Bereiche gehéren, durch genau dasselbe combinatorische Verfahren 
in darthun, durch welches man bei einer gewdhnlichen Riemann’schen 

Fliche die Existenzbeweise erbringt, indem man die Fliche durch 
= eine endliche Zahl von Kreisscheiben in geeigneter Weise iiberdeckt. 
a- (Was diesen letzteren Beweis angeht, so darf ich hier beilaufig auf 
n. die Darstellung verweisen, welche Hr. Fricke davon im ersten Bande 
d, meiner ,,Vorlesungen itiber elliptische Modulfunctionen“ gegeben hat). 
in 
. = Il. 
mn Wir betrachten nun insbesondere, wie in Bd. 21 geschieht, solche 
r- iiber der (x + cy)-Kugel ausgebreitete, von Kreisen begriinzte Bereiche, 
n deren Kanten durch lineare Substitutionen von (x -+ ty) zusammen- 
oh gordnet sind, und die also, wenn brauchbar, in allgemeinster Weise 
er linear-automorphe Functionen definiren, wie eben dort auseinander- 


g* 
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gesetzt ist. Die einzigen Punkte dieser Bereiche, welche im Sinne 
der gerade gegebenen Rege! niher in Betracht gezogen werden miissen, 
sind deren Ecken. Durch sogenannte erlaubte Abianderung*) kann 
man dem Bereiche sofort jeweils eine solche Gestalt geben, dass die 
Umgebung der einzelnen Ecke, die wir gerade betrachten wollen, nicht 
weiter zerstiickelt ist, sondern als ein zusammenhingender von zwei 
Kreislinien begriinzter Sector erscheint; die beiden Begranzungskanten 
dieses Sectors werden dabei durch eine lineare Substitution von (~+ iy) 
zusammengeordnet sein, fiir welche die Ecke einen Fixpunkt abgibt. 
Je nach der Art dieser Substitution werden wir elliptische, parabolische, 
hyperbolische , loxodromische Ecken unterscheiden kénuen. Nun gelingt 
es sofort, ein endliches, die Ecke einschliessendes Stiick einer ellip- 
tischen, parabolischen, loxodromischen Ecke durch eine analytische 
Function Punkt fiir Punkt auf eine Kreisfliche zu iibertragen. Dagegen 
zeigen sich bei einer hyperbolischen Ecke Schwierigkeiten, und wenn 
man naher zusieht, so erkennt man iiberhaupt die Unméglichkeit, im 
Falle einer hyperbolischen Ecke die Uebertragung zu bewerkstelligen. 
Daher entsteht der Satz: 


dass wnser Bereich dann und nur dann als Fundamentalbereich 
brauchbar ist, wenn derselbe keine hyperbolischen Ecken aufweist. 

Was den in Rede stehenden Unmiglichkeitsbeweis betrifft, so 
folgt derselbe, wie mir vor liingerer Zeit (um 1883 herum) Hr. Schwarz 
bemerkte, mit Leichtigkeit aus den iiber das Verhalten analytischer 
Functionen seit lange bekannten Fundamentalsiitzen. Nehmen wir als 
einfachstes Beispiel eines Bereiches mit hyperbolischen Ecken einen 
den Coordinatenanfangspunkt 0 nicht enthaltenden Parallelstreif, dessen 
beide Begranzungslinien durch die Aehnlichkeitstransformation 2’ = kz 

__ auf einander bezogen sein sollen, wie die 
nebenstehende Figur versinnlicht; ich denke 
mir dabei k << 1, so dass beispielsweise aus 
dem Punkte A der Figur der Punkt JA’ 
durch die Aehnlichkeitstransformation her- 
vorgeht. Unter der Voraussetzung, dass 
dieser Parallelstreif als Fundamentalbereich 
brauchbar sei, mége f(z) irgend welche auf 
ihm eindeutige algebraische Function be- 
zeichnen **), welche in der einen Ecke des 
Bereichs (die in der Figur nach oben hin unendlich weit liegt) den 
Werth f,, in der anderen (nach unten hin unendlich weit liegenden) 
Ecke den Werth f, annehmen mige. Jetzt vervielfiltige man unseren 





Fig. 1. 





*) Vergl. auch hier die Vorlesungen iiber ellipt. Modulfunctionen I, p. 191, 313. 
**) D. h. eine Function ohne wesentlich singulire Punkte (Mod. p. 499). 
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Bereich durch immer wiederholte Anwendung der Aehnlichkeitstrans- 
formation 2’ keg. Dabei riickt derselbe, indem er immer schmiler 
wird, immer mehr nach links auf 0 hin, und weist schliesslich als Grinz- 
lage die verticale, durch 0 gehende Gerade auf. Aber von den Punkten 
dieser Geraden entsprechen alle diejenigen, die eine positive Ordinate 
haben, der Ecke ++ oo unseres Streifens, alle diejenigen, die eine 
negative Ordinate haben, der Ecke — oo; alle iibrigen Punkte des 
urspriinglichen Streifens werden vermége der wiederholten Transfor- 
mation in den Punkt 0 zusammengedringt. Nach dem Princip der 
analytischen Fortsetewng (Ann. 21, p. 164ff.) wird daher f(z) lings der 
positiven Hiilfte unserer verticalen Geraden der Constanten f,, lings 
der negativen Halfte der Constanten f, gleich werden, in 0 aber véllig 
unbestimmt werden. Ein solches Verhalten ist aber bei einer analytischen 
Function f(z) unméglich. 


III. 


Der hiermit gefundene Satz ist fiir die Theorie der automorphen 
Functionen selbstverstiandlich fundamental, und dass wir ihn zu Anfang 
nicht gekannt haben, ist fiir Poincaré’s und meine beziiglicken 
Arbeiten verschiedentlich die Quelle von Unrichtigkeiten und Unklar- 
heiten geworden. Von dem Wunsche ausgebend, letztere ein fiir alle 
mal zu beseitigen, will ich hieriiber folgende ausfiihrliche Angaben 
machen: 

1. Als ith im Sommer 1881 zuerst die allgemeine Idee eines 
»fundamentalbereichs“ und deren Bedeutung fiir die Theorie der auto- 
morphen Functionen erfasste, schrieb ich dariiber Hrn. Poincaré, 
ohne irgendwelche Einzelheiten hinzuzufiigen. Hr. Poincaré bemerkte 
sofort die Sonderstellung der hyperbolischen Ecken und deducirte all- 
gemein, was wir soeben im einfachsten Beispiele sahen, dass auto- 
morphe Functionen, deren Fundamentalbereiche hyperbolische Ecken 
besitzen, natiirliche Grinzen aufweisen miissen, die aus einzelnen 
Kreisbogenstiicken bestehen, lings deren die Function jeweils constant 
ist. Statt aber hieraus auf die Unzulassigkeit der hyperbolischen Ecken 
zu schliessen, glaubte er, eine neue Art automorpher Functionen ge- 
funden zu haben (Comptes Rendus t. 93, p. 582 [October 1881], Math. 
Annalen t. 19, p. 558, 560 [Nov. 1881]). Dieser Irrthum konnte um 
so leichter entstehen, weil die unendlichen Reihen, deren sich Poincaré 
zur Darstellung der automorphen Functionen bedient, beim Auftreten 
hyperbolischer Ecken im Ausgangsbereiche geradeso convergiren wie 
sonst: ein Paradoxon, welches dadurch seine Auflésung findet, dass 
fiir die dargestellten Functionen die Ausgangsbereiche (welche durch 
die Zusammenordnung ihrer Kanten die in Betracht kommenden Gruppen 
linearer Substitutionen definiren) eben keine Fundamentalbereiche sind 
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(wie dies wieder durch das Beispiel der vorigen Nummer erliutert 
werden kann). 


2) Zur Zeit, dass ich meine Abhandlung in Bd. 21 der Annalen 
schrieb (Herbst 1882), war mir unbekannt, dass Hr. Poincaré die 
Existenz seiner Functionen zum Theil auf meine Mittheilung iiber die 
Methode der Fundamentalbereiche gestiitzt hatte; ich habe das erst 
spiter aus einer Bemerkung desselben in Bd. V der Acta Mathematica 
(1884) ersehen (cf. p. 211 daselbst: ,,par une fausse interprétation 
d’un théoréme de Mr. Klein, dont je ne connaissais pas la démon- 
stration’). Ich glaubte vielmehr, Poincaré habe die Existenz der be- 
treffenden Functionen durch seine Bildungsgesetze bewiesen, und hegte 
dementsprechend keinerlei Zweifel an der Richtigkeit seer Angaben. 
Aber indem diese Functionen in meinen eigenen Betrachtungen keine 
rechte Stelle hatten, schloss ich dieselben (ohne zwingenden Grund, 
nur einem richtigen Gefiihle folgend) von meiner Darstellung aus. In 
Band 21 ist daher von den betreffenden Functionen nur ganz beilaufig 
die Rede*). 

3. Aber die Unklarheit, mit der ich der betreffenden Frage gegen- 
iiberstand, kommt weiterhin in meiner Abhandlung zur Geltung, wo 
es sich um den Continuititsbeweis des von mir sogenannten Funda- 
mentaltheorems handelt (p. 206 ff.). Ich coordonnire dort einem Fun- 
damentalbereiche, dessen Kanten in geeigneter Weise durch lineare 
Substitutionen zusammengeordnet sind, in vdllig legitimer Weise eine 
zerschnittene Riemann’sche Flaiche, stelle mir dann aber vor, dass 
diese Beziehung ungedndert weiter bestehen miisse, wenn man den Bereich 
in der dort niher auseinandergesetzten Weise beliebig variirt. Diese 
Voraussetzung ist irrthiimlich; in der That kann der Bereich bei der 
Variirung, wie sofort zu sehen, hyperbolische Ecken erhalten und ist 
dann, wie wir sahen, gewiss nicht als Fundamentalbereich zu brauchen. 


4) Es ist Hrn. Poincaré’s Verdienst, die hiermit bezeichnete 
Liicke in meiner Beweisfiihrung aufgedeckt zu haben und zugleich 
gezeigt zu haben, wie man die in Rede stehende Schwierigkeit durch 
eine gewisse Abiinderung der Gedankenentwickelung vermeiden kann 
(Acta Mathematica, t. IV, p. 236 ff., 1884). Die Schwierigkeit betrifft 
mehr die Form der Darstellung als das Wesen derselben. Man hat 
das letztere in der Beziehung zu erblicken, welche zwischen einer 
gewissen discontinuirlichen Gruppe linearer Substitutionen einer Varia- 
belen ¢ und einer zugehdrigen Riemann’schen Fliche statt hat, und 
es ist nur ein Hiilfsmittel der Darstellung, wenn man unter den un- 
endlich vielen Fundamentalpolygonen der genannten Gruppe gerade 
eines auswahlt und dementsprechend die Riemann’sche Fliche in be- 


*) Vergl. den mittleren Absatz auf p. 181 daselbst. 
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stimmter Weise zerschnitten denkt. Nun ist die Sache die, dass die 
Beziechung zwischen Gruppe und Riemann’scher Fliche beim Auftreten 
einer hyperbolischen Ecke im Fundamentalbereich gar keine Disconti- 
nuitat erleidet, dass nur die Darstellung dieser Beziehung durch Ver- 
mittelung des gerade gewdhlten Bereiches unbrauchbar wird*). In der 
That entwickelt Poincaré |. c., dass man bei vorgelegter Gruppe den 
Fundamentalbereich allemal in ,,reducirter“ Form wihlen kann, d. h. 
in einer Form, bei welcher die Méglichkeit der hyperbolischen Ecken 
von vorneherein wegfiallt. 

5) Im Uebrigen wird man sagen miissen, dass durch die Poincaré’- 
schen Darlegungen die Schwierigkeit, welche das Auftreten hyper- 
bolischer Ecken mit sich bringt, mehr umgangen als beseitigt wird. 
Unser Bereich ist urspriinglich Punkt fiir Punkt eindeutig auf eine 
Riemann’sche Fliche bezogen, und diese Beziehung bleibt bei con- 
tinuirlicher Abinderung des Bereiches bestehen, bis zu dem Augen- 
blicke, wo die hyperbolischen Ecken auftreten. Was wird aus der 
Beziehung in diesem Augenblicke? Das ist offenbar die Frage, auf die 
man directe Antwort wiinscht, wie eine soleche nun in der folgenden 
Nummer dieser Darlegung gegeben werden soll. 


IV. 


Fiir unseren Zweck wird es geniigen, wenn wir an ein méglichst 
einfach gewihltes Beispiel ankniipfen. Ich will also dieselbe Gruppe 
zu Grunde legen, die wir schon in II betrachteten, naimlich die Gruppe 
aller Wiederholungen der Aehnlichkeitstransformation 2° = kz. Diese 
Gruppe will ich dann gar nicht ab- 


imdern, sondern nur den Bereich, <= 


A = 
dessen Kanten uns durch ihre Zu- f= —\ 


sammengehdrigkeit die Gruppe de- 
finiren. Als solchen Bereich wihlen 
wir zuniichst den Ringstreifen zwi- | \o—_ Ab 


schen den beiden um 0 herum- | 
gelegten Kreisen r= R undr=k R; ~ 
man vergl. die nebenstehende Figur, — -—_ 


\ 
in der ich ganz ahnlich wie in = — 

Fig. 1 zwei zusammengeordnete ae 

Punkte durch A und A’ bezeichnet _ 

habe. Ersichtlich kann man sich die zugehérige geschlossene Rie- 
mann’sche Fliche als eine im Raume gelegene Ringfldche vorstellen, 
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*) Eben darum convergiren auch, wie oben bereits angedeutet wurde, die 
Poincaré’schen Reihen unabhingig von dem Auftreten hyperbolischer Ecken. 
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auf welcher die beiden Kreise r= R und r=kR gemeinsam eine Breiten- 
curve liefern, etwa den in der nebenstehenden Figur (die nur schema- 
tische Bedeutung haben soll) beson- 
ders ausgezogenen dusseren Aequa- 
torkreis. Uebrigens wollen wir uns 
vorstellen, dass man den Ring- 
streifen der Fig. 2 durch wieder- 
holte Anwendung der Substitu- 
tionen 2'=kt!-¢ unbegranzt ver- 
vielfaltige. Es entsteht so eine 
Zerlegung der ganzen z-Ebene 
in unendlich viele einander ein- 
schliessende Streifen, wie sie durch 
die Fig. 4 angedeutet sein soll. 
Ein jeder dieser Streifen ist ein 
Abbild der in Fig. 3 gegebenen 
mit ihrem Schnitt versehenen Ring- 
. fliche. Die unendliche Aufeinander- 
folge der Streifen kann daher durch 
eine unendlichmalige Umwickelung 
der Ringfliche (bei welcher immer 
auf's Neue wieder die Schnittcurve 
iiberschritten wird) gedeutet wer- 
den. Diese Vorstellungsweise ist 
bequem, so oft es gilt, irgendwelehe in der z-Ebene gezeichnete 
Curven auf die Ringfliche zu tibertragen, wie wir das sofort auszu- 
fitihren haben werden. Man verindere jetzt namlich den Fundamental- 
bereich, Fig. 2, dadurch, 
dass man nicht um 0, son- 
dern um einen links von 
O gelegenen Punkt einen 
Kreis durch A lege, der die 
erste Begrianzungslinie des 
neuen Bereiches vorstelle, 
um dann als zweite Begriin- 
zungslinie den durch A’ 
gehenden Kreis zu wiahlen, 
welcher sich aus dem erst- 
genannten vermiége 2° =kz 
ergiebt; man _ vergleiche 
die nebenstehende Figur. 
Hierbei hat sich die Ringfliche der Fig 3 gar nicht geaindert, nur der 
auf ihr verlaufende Schnitt ist ein anderer geworden, Wir werden seinen 








Fig. 4. 





Fig. 5. 
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Verlauf construiren, indem wir zusehen, wie die Begrinzungskreise 
der Figur 5 die verschiedenen Ringstreifen der Fig. 4 durchsetzen, 
und iibrigens von der eben gegebenen Vorstellungsweise einer unendlich- 
fach umwickelten Ringfliche Gebrauch machen. Das Resultat ist, dass 
unsere neue Schnittcurve sich um die Ringflache nach Art der folgenden 
Figur herumwindet: 


( Cy) 
at 


Fig. 6. 


(Diese Figur ist so zu verstehen, dass die Schnittcurve theils auf der 
uns zugekehrten Vorderseite, theils auf der Riickseite der Ringfliche 
verliuft; die punktirten Stiicke beziehen sich auf die Riickseite). — 
Die Antwort auf unsere eigentliche Frage werden wir jetet be- 
kommen, indem wir den Deformationsprocess, der von Fig. 3 zu Fig. 5 
fiihrt, so lange in gleichem Sinne fortgehen lassen, bis die beiden Be- 
granzungskreise in die durch A und A’ gehenden Verticallinien, der 
Ringstreifen also in den Parallelstreifen der Fig. 1 verwandelt ist. Bei 
diesem Deformationsprocess wird nun die auf unserer Ringfliche ver- 
laufende Schnittcurve eine fortschreitende Abinderung erleiden, die 
man am leichtesten an Figur 4 beurtheilen wird: sie wird sich wieder- 
holt um unsere Ringfliiche herumwinden, so zwar, dass sich diese 
Windungen im oberen und unteren Theile unserer Figur hiufen: 





Fig. 7. 


und zuletzt wnendlich viele Windungen erhalten, die sich auf der 
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oberen und unteren Hiilfte unseres Ringes derart zusammendringen, 


dass die Schnittcurve auf die linke Seite der Figur iiberhaupt nicht 
mehr hinitibertritt: 





Fig, 8. 


Die Folge ist, dass durch unsere Schnittcurve die Ringfliche in eine 
rechte und eine linke Hiilfte zerlegt erscheint, von denen dann nur die 
erstere dem in Fig. 1 gezeichneten Parallelstreif entspricht. — Also 
nicht die Riemann’sche Fliche artet aus (die bleibt bei unserem ganzen 
Deformationsprocess ungefndert), sondern die auf ihr verlaufende 
Schnittcurve, und zwar so, dass dadurch ein Theil der Riemann’schen 
Fliiche von dem Reste abgeschniirt wird. — 

Was so im Beispiele geschieht, wird beim Auftreten hyperbolischer 
Ecken allgemein der Fall sein. Die Schwierigkeit, um die es sich 
handelt, erledigt sich einfach dadurch, dass bei continuirlicher Verzerrung 
einer tiber eine Riemann’sche Fliche hinlaufenden Curve ein Grénefall 
eintreten kann, an dessen Moglichkeit man von Hause aus nicht ge- 
dacht hat. Man ist versucht, diesen Grinzfall als den der Selbst- 
absperrung der Schnittcurve zu bezeichnen. — 


¥. 


Ich habe noch hinzuzufiigen, in welcher Verbindung diese Note 
mit den Entwickelungen steht, die ich neuerdings in diesen Annalen 
tiber die hypergeometrische Differentialgleichung und iiber den Her- 
mite’schen Fall der Lamé’schen Gleichung publicirt habe*). Die in 
Rede stehenden Differentialgleichungen studire ich dort dadurch, dass 
ich die Kreisbogenpolygone in’s Einzelne betrachte, auf welche die 
Halbebene der unabhiingigen Variabelen x durch den Quotienten 7 
zweier Particularlésungen der Differentialgleichung abgebildet wird. 
Ich will hier der Kiirze halber nur von solchen linearen Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung sprechen, welche rationale Coefficienten 
haben. Bei ihnen wird die in Rede stehende Polygonmethode immer 
dann angewandt werden kénnen, wenn simmtliche singuliire Punkte 


*) Cf, Bd. 37, p. 573 ff., sowie den hier vorangehenden Aufsatz. 
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und alle sonstigen in die Differentialgleichung eingehenden Constanten 
reell sind. Wie aber ist es mit den allgemeineren Fallen? Da wird man 
von vorneherein darauf verzichten, die x-Ebene in zwei Hilften zu 
zerlegen, dieselbe vielmehr nur mit einem solchen Einschnitte versehen, 
der zu simmilichen singuliéren Punkten hinfihrt. Die 2-Ebene ist 
dadurch in ein einfach berandetes Flachenstiick verwandelt, und dieses 
Flichenstiick wird, auf die 4-Ebene tibertragen, in letsterer eben einen 
solchen Bereich liefern, dessen Kanten paarweise durch bestimmte lineare 
Substitutionen des y zusammengehdren. Daher scheint es fiir die Theorie 
der in Rede stehenden Differentialgleichungen (wie tiberhaupt der 
linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit algebraischen 
Coefficienten) férderlich, zunichst einmal die mannigfachen Gestalten 
derartiger Bereiche, wie ihre functionentheoretische Bedeutung, inde- 
pendent in Untersuchung zu ziehen, um spiter von da aus auf die 
Theorie der Differentialgleichungen die Anwendung zu machen. Die 
Polygonmethode, von der wir zunichst sprachen, ordnet sich natiirlich, 
wenn ebenfalls unabhingig geometrisch gefasst, als besonderes Capitel 
unter den hier gemeinten allgemeinen Ansatz ein. — Das einfachste Bei- 
spiel, auf welches letzterer Anwendung findet, ist der Fall der hypergeo- 
metrischen Differentialgleichung mit beliebigen complexen Exponenten- 
differenzen. Wie ich im vorigen Wintersemester in meinen Vorlesungen 
bemerkte, erscheint es durchaus méglich, diesen Fall bis zu Ende zu 
discutiren. Seitdem hat sich auf meinen Wunsch Hr. Schilling mit 
dieser Frage beschiiftigt, der eine zusammenhangende Bearbeitung der- 
selben voraussichtlich bald verdffentlichen wird. Man vergleiche dessen 
vorliufige Mitthcilung in den Géttinger Nachrichten vom 6, Juni 1891: 
Ueber die geometrische Bedeutung der Formeln der sphirischen Trigo- 
nometrie im Falle complexer Argumente*). 


_ Géttingen, im September 1891. 


*) Dieselbe ist mittlerweile in Bd, 39 dieser Annalen abgedruckt worden, 
Februar 92. F, Klein. 








Zum Beweise des Satzes der Theorie der algebraischen 
Functionen, diese Annalen Bd. VI, pag. 351. 


Von 


M. Noeruer in Erlangen. 


Mein in Bd. 6 der Annalen verdéffentlichter Beweis des Fundamen- 
talsatzes lisst sich, freilich unter theilweiser Ersetzung der dortigen 
Hiilfsmittel durch geometrische, formal so vereinfachen, dass auch der 
einfache Grundgedanke desselben deutlich hervortritt. In dieser neuen 
Form fallen einmal die weitliufigen expliciten Differentiationsprocesse 
heraus; sodann wird, was friiher wenigstens scheinbar der Fall war, 
an keiner Stelle von einer Reihenentwicklung Gebrauch gemacht; viel- 
mehr wird schon in der Problemstellung durch Angabe einer oberen 
Grenze fiir die Dimension der zu vergleichenden Glieder*) der alge- 
braische Standpunkt festgelegt. Aus diesen Griinden méchte es auch 
jetzt noch angezeigt sein, die vereinfachte Uebertragung jenes ersten 
Beweises hier mitzutheilen. Die damalige Bezeichnungsweise werde 
beibehalten. — 

Der zu beweisende Satz ist: 

Bei zwei gegebenen (nicht homogenen) Polynomen und w in s, z, 
ohne gemeinsamen Factor, ist zur Darstellbarkeit eines Polynoms f in 
der Form 


(1) f=Ago+ By, 

wo A, B ebenfalls Polynome in s, 2 werden sollen, hinreichende Be- 
dingung die, dass fiir jede Schnittstelle z= a, s=b von p=0, p=0 
zwei Polynome A’, B existiren, fiir welche der Ausdruck 

(2) f—A’p—-By=C’ 

mit Gliedern von hoherer als k'” Dimension in 2 — a, s — b anféngt, 


wenn k’ irgend eine vorgegebene, aber geniigend hohe (weiterhin in (13) 
noch genauer zu beschriinkende) Zahl ist. 


*) Vgl. hierzu Bertini’s Note, d. Ann. 34, p. 447. 
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Sei » von der Ordnung ; der Punkt z= a, s =b oder (a, b) 
fir »~=0O ein r-elementiger Punkt, die Maultiplicitit des Schnittes 
von p=0, »~=0O bei (a, b) eine k-fache; und sei das Coordinaten- 
system gegeniiber », ~ so allgemein, dass 

«) in w das Glied mit s* vorkommt; 

B) von den zu ¢—a=—0 ~=0O, gehdrigen m Werthen von s 
nur + Werthe zu s = 6 werden, wihrend die tibrigen » — r Werthe 
$= C,, Cy, .++, Cnr VOn einander und von s=—b endlich verschie- 
den sind; 

y) keiner dieser » — r Punkte (a, ¢;) auf p = 0 liege. 

Man hat dann fiir die durch Elimination von s aus gy, » gebildete 
Resultante (2): 


(3) >= (@—al¥ VP =—Ap+uy, 
wo ® ein Polynom in ¢ wird, das, nach y), ¢—a nicht mehr als 
Factor enthilt, und wo 4 und w Polynome in s, 2 werden, von denen 


4 an der Stelle (a,b) mit Gliedern 7" Dimension in ¢ — a, s—b 
beginne. Man hat ferner, indem man Af durch y dividirt: 


(4) if=vy+ X, 


wo v und X Polynome in s, ¢ werden, von denen X, nach @), s in 
nicht héherer als (n —1)'* Potenz enthilt. 

Kann man nun zeigen, dass X die Resultante ® zum Factor hat, 
so ist der obige Satz bewiesen. Denn aus 


X = A® 
folgt, nach (3) und (4): e 


A(f— Ag) = (v+Au)y, 
d. h. es muss, da 4 und y nach (3) nur einen von ¢ allein abhingigen 
Factor haben kénnten, der nach a) nicht existirt, 2+ fe gleich einer 


ganzen Function B sein, was die gesuchte Relation (1) giebt. Es 
bleibt daher fir (a,b) nur zu zeigen, dass X durch (¢—a)* theilbar 
ist; und dies soll nun successiv geschehen, indem die Factoren 2 — a, 
(s—a)?,...,(¢—a)* nachgewiesen werden. 

Da die Curve X=—0 von der Geradenschaar ¢—a—( in 
Gruppen von héchstens »—1 von @ abhiangigen Punkten getroffen 
wird, so gentigt es, m von a abhiingige Schnittpunkte von X = 0 mit 
2—a=O nachzuweisen, damit 


(5) X = (¢— a) X, 
werde. Da nun nach (4), nach Voraussetzung (2) und nach (3): 
(6) X=AO(e—aft+Cy+C'A 
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wo 

(6’) C= B'is— A u—?, 

die Gerade z —a=0 von X =O also so getroffen wird, wie von 
Cy + C’is=0, so fallen im (a, 6) mindestens r dieser Schnittpunkte, 


wenn nur das noch unbestimmte k’ so angenommen wird, dass fiir 
das niedrigste Glied von C’A in ¢ — a, s — b die Dimension 


B+tl+i1i2>r 
ist; in jeden der » — yr Punkte (a, ¢;), in welchen auch » = 0 ist, 
fallt aber nach (6) je einer der Schnittpunkte, da in denselben nach 


8), y) und (3) auch 4 verschwindet. Somit besteht (5). 
Um weiter zu zeigen, dass fiir k > 1 auch 

(7) X, = (¢—a)X,, 

geniigt es wieder, da auch X, die Variable s in nicht hdherer als 
(m—1)'** Potenz éenthilt, m von a abhiangige Schnittpunkte von X,=0 
mit g — a =O nachzuweisen. Nun muss nach (5), (6) der Ausdruck 
Cy + C’A den Factor ¢ — a besitzen; und da hierbei, fiir k’+-2>7, 
die Glieder re", (r+-1)', ..., (k’-+ 0) Dimension in Bezug auf z—a, 
s — 6 nur in Cw vorkommen, so wird, indem die Glieder r'** Dimen- 
sion von ~ nach £) nicht den Factor 2 — a enthalten: 


C = (z—a)C, + C’, 


wo C” mit Gliedern von hdéherer als (k’+-1—~r)'" Dimension in z—a,: 
s—b anfingt. Daher ergiebt (5), (6): 


(8) X, = AD (e—alk'+ Cyt Cy, 
wo 
(8) (s--a)C, = CO" w+ C'A, 


und wo ©,’ mit Gliedern (k’+-1)' Dimension in ¢ — a, s—b be- 
ginnt. Die Gerade z — a = 0 wird also von X, = 0, fiirk > 1 und 
k’+-l>r, nach (8) bei (a, 6) in mindestens r Punkten getroffen; 
in jedem der n — r Punkte (a, ¢;) aber nach (8) je 1-punktig, da in 
einem solchen einfachen Punkte von » =O diese Curve »y =O von 
4 = 0 nach (3) k-punktig, von C,’ also nach £) und (8’) noch (k—1)- 
punktig getroffen wird. Dies giebt (7) oder 


X = (¢—a)’X,. 
Sei allgemein 
(9) X = (s—a)l'X,, 1<h<k. 
und 
(10) Xi = AO (e—alhH + Giiv + Cr, 


wo C,-1 mit Gliedern der Dimension k’ + 1 —h +2 in e—a, s—b 
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beginnt, und wo Cj_1=0 die Curve »~=0 in jedem der Punkte 
(a, ¢;) noch (k —~h-+-1)-punktig trifft. Nach (10) muss der Ausdruck 
Criv + Cr+ den Factor 2 — a besitzen, und da die Glieder 


rier, (r+ il)ier,..., (ko +1—h+ 1)" 
Dimension bez. 2 — a, s —b, fir k’+1—h+1>r, nurinG_iy 
vorkommen, wird 
Cr-1 = (¢—a) C, + Cr, 
also aus (9), (10): 


(11) X == A’ ' (2—a)t-* + Chv + Ci, 
wo 
(11’) (s—a) Oy = Osa + Ch, 


und Q; mit Gliedern (k’+-/—h-+1)'* Dimension in ¢—a, s—b 
beginnt. Nach (11) wird die Gerade z— a—0O von X,=—0 an der 
Stelle (a, b) fiir k’ + 1—h + 1>r, in mindestens r Punkten getroffen; 
in jedem der » — yr Punkte (a, ¢;) aber je einpunktig, da in einem 
solchen Punkte die Curve » = 0 von C,; =O nach (11') noch (k—h)- 
punktig geschnitten wird, die Curve C, = 0 also durch diesen Punkt 
jedenfalls geht. Dies giebt » von a abhiangige Schnittpunkte von 
2—a=0 mit X,—0; da aber X, die Variable s in nicht héherer 
als (n—1)' Potenz enthilt, folgt 


(12) X,—(e—a) Xan, X—(e—a4 Xu. (h<h. 


Indem (12) nun bis incl. h = k — 1 gilt, ist der Satz bewiesen. Zugleich 
ergiebt sich fiir das vorzugebende k’ die Grenze 


(13) k’>k+r—l—2. 


In Bezug auf eine genauere Fixirung dieser Grenze kénnte man 
aus (3) bemerken, dass / jedenfalls >7— 1 ist. Denn (3) entsteht 
durch Specialisirung der Coefficienten aus derjenigen analogen Relation, 
bei welcher die Resultante aus den Gliedern niedrigster Dimension 
, und y, von m und » in g — a, s—b, wo q die Vielfachheit des 
Punktes (a, b) fiir g =O bedeutet, nicht verschwindet; in diesem 
Falle aber, wo k = qr, folgt aus (3) eindeutig, dass die Glieder von 
niedrigerer als (r—1)'*" Dimension von 4 verschwinden miissen. Es 
geniigt daher, im Satze 1—=r—J1, d.h, k’=—k—1 anzunehmen 
(Brill, d. Ann. 39, p. 129). 

Man kénnte mit Bertini (s. obiges Citat) auch bemerken, dass | 
sogar > g(r—1) ist, also hk’ = k — (q—1) (r—1) — 1 angenommen 
werden darf, indem man die Gleichung (3) eingehender discutirt. 
Hierzu gehérte aber entweder die Fortsetzung der Voss’schen Deter- 
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minantenuntersuchung (d. Ann. 27, p. 534*)), welche die Zahl 
k>qr — und in demselben einfachen Fall k = qr schon unsern Satz 
selbst — liefert; oder, was noch weitliufiger, fiir k — gr diejenige 
Discussion von (3), welche sich der im § 3 meiner Note (d. Ann. 30, 
p. 410) gefiihrten unterordnet. 


Erlangen, October 1891. 





*) Bei dieser Gelegenheit mige bemerkt werden, dass — wie iibrigens 
auch Herr Voss selbst spiiter gesehen hat — das in § 2 dieser Note angewandte 
Verfahren zum Heraussetzen des Factors aus der Determinante R so vereinfacht 
werden kann: man multiplicire — in der Bezeichnung jener Note — die 7 Reihen 
a bez. mit w'—', a'-*, ..., «°, die k Reihen ¢ bez. mit 2*—', a*-®, ..., x?: 
und setze dann aus den k-+-1 Colonnen e bez. die Factoren a*t’— | ght? sony 
heraus. Das Resultat ist dasselbe wie das dortige. 
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Ueber den Fuchs’schen Grenzkreis. 
Von 


W. Anissimorr in Warschau. 


Hr. Prof. L. Fuchs in Berlin hat zuerst im 75° Bande von Crelle’s 
Journal*) fiir eine rationale Function F'(z): 


f() 
(1) F(2) rie: 29(2) 
(wo f und g ganze rationale Functionen sind, deren Nullwerthe (0) 
und g(Q) nicht verschwinden sollen) den sog. Grenzkreis K definirt 
und damals zunachst den Satz aufgestellt, dass der Radius R dieses 
Grenzkreises dem kleinsten Modul der Wurzeln der Gleichung 
(2) F'(2) =0 
gleich sei. Die Unrichtigkeit dieses Satzes hat zuerst Hr. Prof. Ne- 
krassoff in Moskau bemerkt und wurde ich von ihm auf dieselbe auf- 
merksam gemacht. Ich habe damals an Hrn. Prof. Fuchs einen Brief - 
gerichtet, in welchem ich ein Beispiel mittheilte,**), an welchem die 


Unrichtigkeit des Satzes in voller Klarheit hervortritt; es war dies 
das Beispiel der Function: 








F(z) = m ie ’ 
(¢+1)"—1 
Durch meinen Brief veranlasst hat dann Hr. Prof. Fuchs im 106'" 
Bande des Crelle’schen Journals***) seine Regel umgeiindert und jetzt 
zum Zwecke der Berechnung des zum Grenzkreise K gehérigen Radius 
R das folgende Gleichungssystem aufgestellt: 


(m > 2). 


*) L. Fuchs, — Ueber die Darstellung der Functionen complexer Variabelen, 
insbesondere der Integrale der linearen Differentialgleichungen, — Crelle’s Journal, 
Bd, 75, S. 177—223. (1872). 

**) W. Anissimoff. — Grundlagen fiir die Theorie der linearen Differen- 
tialgleichungen. Moskau 1889 (russisch). 

***) L. Fuchs, — Bemerkung zu der Arbeit im Bande 75, Seite 177, dieses 
Journals. — Crelle’s Journal, Bd. 106, S. 1—4 (1889), 
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F@)—F) _ 9 
% — & . 


(3) &, B" (2,) + 2 F" (2) =0, 
|2,| =| 4]. 


Und zwar ist dabei die Meinung von Hrn. Prof. Fuchs die, dass in 
solchen Fiillen, wo die Regel (1) versagl, der Radius R des Grenz- 
kreises gleich dem kleinsten der Moduln | 2,| = 2,| ist, die dem vor- 
stehenden Gleichungssystem geniigen. Leider ist aber diese neue Regel 
des Hrn. Prof. Fuchs ebensowenig richtig, wie die erste. Es ist dies 
im 38" Bande dieser Annalen von Hrn. Prof. Nekrassoff auf Grund 
allgemeiner Betrachtungen gezeigt worden*). Ebenda ersetzt Herr 
Prof. Nekrassoff das Gleichungssystem (3) durch das folgende richtige 
Gleichungssystem : 
FG) — FO) 9 
& — & ? 


(4) 2, F’(2,) + A2,F’(2,) =0, 


|2,| =| 4]. 


In demselben soll 4 eine positive Zahl bedeuten, welche auch Null 

sein kann. Nichtsdestoweniger vertheidigt Hr. Prof. Fuchs in einem 

ganz neuerdings erschienenen Aufsatze**) seine Regel (3). Bei dieser 

Sachlage wird es zweckmissig sein, hier ein Beispiel mitzutheilen, 

bei welchem die Unrichtigkeit der Regel (3) véllig deutlich hervortritt. 
Wir betrachten die Function 

6) F@) =< 


a(@—a)? 
wo @ irgend eine reelle positive, von Null verschiedene Zahl und 
ni 


b= ae’ sein soll. Suchen wir hier vermége der Gleichung 


0 


F(z’) — F(z”) 
~t-r.OCS~ 


einander entsprechende Punkte 2 und 2", so kommen wir auf die 
beiden Gleichungen : 
_ #4 
- ? 


(6) 


a’ 


a—z2 
*) P. Nekrassoff. — Ueber den Fuchs’schen Grenzkreis. — Mathematische 
Annalen, Bd, 38, 8. 82—90 (1890). 
**) L. Fuchs. — Ueber eine Abbildung durch eine rationale Function, — 
Crelle’s Journal, Bd. 108, S. 188—192 (1891). 
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Bewegt sich jetzt der Punkt 2 auf der Peripherie eines um den 
Anfangspunkt der z-Ebene als Mittelpunkt herumgeschriebenen Kreises 
K, vom Radius r, so wird z” entsprechend diesen beiden Gleichungen 
(6) die Peripherieen zweier Kreise beschreiben, die wir Cy und Cy 
nennen wollen. Nun wird der Kreis K, in den Grenzkreis der Func- 
tion (5) und also ry in den Radius R dieses Grenzkreises tibergehen, 


sobald die Peripherieen Cy und Cy den Kreis K, zum ersten Male 
beriihren. Dies giebt: 


(7) ; R= + (y5 — 1). 


Die einander entsprechenden Punkte 2’ = ¢, und 2” = 2,, die auf der 
Peripherie dieses Grenzkreises gelegeu sind, lauten: 


tie +VW-)), 
as 


Hieraus folgt aber fiir diese beiden Punkte die Beziehung: 


(8) 


(9) &, F’ (%) rad 8+V5 | 


Sy EF" (%) : 
was der Regel (3) des Hrn. Prof. Fuchs widerspricht. 
Im Zusammenhang damit erfordert die Methode, welche Herr 
Prof. Fuchs in Crelle’s Journal Bd. 75 und Bd. 108 fiir die Darstellung 
der analytischen Functionen gegeben hat, noch eine Verbesserung*). 


Warschau, den - November 1891. 


*) Zu der im Texte behandelten Frage hat uns vor einiger Zeit auch 
Hr. Nekrassoff einige Bemerkungen geschickt, welche dieselbe Richtung verfolgen, 
wie die hier abgedruckten des Hrn, Anissimoff; das Beispiel, welches sich 
Hr. Nekrassoff construirt hatte, um die Unrichtigkeit der von Hrn. Fuchs auf- 
gestellten Regel hervortreten zu lassen, war nur minder einfach, wie das von 
Hrn, Anissimoff gewahlte. Uebrigens bittet uns Hr. Nekrassoff, hier ausdriick- 
lich zu erkliren, dass er die besonderen Ausfiihrungen, welche er in Band 38 der 
Aunalen auf pag. 87 gegeben hat und durch die er den eigentlichen Fehler der 
Fuchs’schen Schlussreihe hatte bezeichnen wollen, als nicht zutreffend fallen lassen 
will. Er sei jetzt ,,zu der Ueberzeugung gelangt, dass die Erirterungen des 
Hrn. Fuchs in Bd. 106 von Crelle’s Journal, und die Erwiigungen, die ihn in 
Bd. 75 daselbst zu seiner ersten Regel hingeleitet haben, einen gemeinsamen An~- 
griffspunkt besitzen. Auf Seite 2 von Bd. 106 fihrt nimlich Hr. Fuchs in seine 
Berechnungen die Differentiale dm und dq, fiir solche Werthe von r ein, bei 


denen die Quotienten oY und one im allgemeinen Falle in’s Unendliche iiber- 


gehen. Somit liegen den Berechnungen von Hrn, Fuchs in Band 106 von Crelle’s 
Journal, ebenso wie den Entwickelungen in Band 75 daselbst, unvorsichtige 
Operationen mit unendlich grossen Werthen zu Grunde.“ 


10* 





W. Anissmorr. Ueber den Fuchs’schen Grenzkreis. 


Hr. Burkhardt erliutert uns dies des Niheren so: ,,Es handelt sich bei 
Hrn, Fuchs auf Seite 2 von Bd. 106 des Crelle’schen Journals um eine geometrische 
Ueberlegung, die man folgendermassen wiedergeben kann: Es seien 0’, C” 
zwei Curven, die einen Kreis vom Radius R beide von aussen beriihren. Man 
construire jetzt den Kreis mit dem Radius R-+ dr, Derselbe schneide auf C0’ 
und C” in der Nihe der friiheren Beriihrungspunkte die Bogenelemente ds’ und 
ds” ab. Dann nimmt Hr. Fuchs an, dass limes ne fiir dr=0 nothwendig 
gleich 1 sei. Diese Annahme ist aber nicht richtig. Vielmehr zeigt eine kurze 
Rechnung, dass der betreffende Limes von den Kriimmungsradien der beiden 
Curven C’ und C” abhiingt, und in der That jeden positiven Betrag erreichen 
kann (in Uebereinstimmung mit der von Hrn. Nekrassoff aufgestellten Regel),‘‘ 


Die Red. 





Ueber die Einftihrung der irrationalen Zahlen. 
Von 


M. Pascu in Giessen. 


Obwohl wir fiir die Einfiihrung der irrationalen Zahlen Darstellungen 
besitzen, welche zu einem in sich folgerichtigen Aufbau der Analysis 
dienen, so erscheint das Bediirfniss nach Klarstellung jenes Gegen- 
standes immer noch nicht in jeder Hinsicht befriedigt. Ein Zeichen 
hiervon sind die neuerlichen Erérterungen von Herrn Illigens in 
diesen Annalen 1889 Bd. 33 8. 155 und 1890 Bd, 35 8. 451. 

Vom rein analytischen Standpunkte aus kann man Erklirungen 
eines Begriffs, welche auf dessen Anwendung keine Riicksicht nehmen, 
als geniigend anerkennen und sie sogar andern Erklirungen vorziehen; 
nur wird dann in gewissen Fallen — und hierher gehdrt der Begriff 
der irrationalen Zahlen — eine besondere Auseinandersetzung dartiber 
nothwendig, wie der zunichst nur fiir die Benutzung innerhalb der 
Analysis zubereitete Begriff zu seiner thatsichlichen Anwendung 
ausserhalb der Analysis gelangt. In dieser Weise bin ich selbst be- 
ziiglich der irrationalen Zahlen bei Abfassung der Schrift ,,Hinleitung 
in die Differential- und Integralrechnung“ (Leipzig 1882) verfahren. 
Spiiterhin jedoch habe ich der Erklirung eine andere Fassung zu geben 
gesucht, welche ich in Hinblick auf die Anmerkungen, mit denen die 
Redaction der Annalen die Aufsiitze des Herrn Illigens begleitet hat, 
hier mitzutheilen mir erlaube. Ich muss zu dem Zweck auf die Ein- 
fiihrung der gebrochenen und der negativen rationalen Zahlen zuriick- 
gehen. 

Schon die natiirlichen Zahlen » — welche hier als Ergebniss des 
Zahlens angesehen werden — bestehen nur innerhalb der Analysis 
(Zahlenlehre im weitesten Sinne) fiir sich allein, ohne .Benennung; 
vor dem Kintritt in die Analysis kann ich nur von n Stiicken irgend 
einer Mehrheit sprechen. Ueber die in solchen Aussagen auftretenden 
Zahlen selbst kommen ebenfalls Aussagen zu Stande; die letzteren 
bilden den Inhalt der Analysis, aber ihre Berechtigung beruht einzig 
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darauf, dass sie ausserhalb der Analysis — unter Hinzufiigung von 
Benennungen — verwirklicht werden kénnen. 

Alle wahrhaft analytischen Sitze sollen hiernach Sitze tiber die 
natiirlichen Zahlen sein. Wenn sie uns iiberwiegend nicht unmittelbar 
als solche entgegentreten, so ist dies durch die Ausdrucksweise ver- 
ursacht, wie sie sich aus wissenschaftlichen und practischen Bediirf- 
nissen heraus weiter entwickelt hat. Betrachten wir zuerst die Ein- 
fiihrung der Briiche. Die Stiicke 2 einer Mehrheit kénnen selbst Mehr- 
heiten sein. Sind die % insbesondere Mehrheiten von je » (immer 
anderen) Stiicken 8, so wird jedes B als n‘* Theil eines YX, kurz als 


~ bezeichet, und weiter wird ~% eine neve Bezeichnung fiir m%, 
wobei m eine natiirliche Zahl vorstellt. Da nun in den Aussagen, 
welche auf Grund dieser Festsetzung erfolgen , is sprachlich neben der 
Benennung in derselben Weise auftritt, wie eine natiirliche Zahl, so 
nennen wir auch * eine Zahl und haben jetzt ganze und gebrochene 


Zahlen zu unterscheiden. 

Wiahrend die gebrochenen Zahlen uns der Miihe entheben, den 
zulaissigen genauen Theilen von Benennungen besondere Namen zu 
ertheilen, schaffen wir uns mittels der negativen Zahlen in dem Ge- 
biete gewisser paarweise einander gegeniiberstehender Begriffe die 
Méglichkeit, je zwei derselben auf eine gleichmissige Ausdrucksweise 
zuriickzufiihren. Wir kénnen dies erreichen durch die Bestimmung, dass 
die Addition der Zahl a zur Zaltl 6 eine Verinderung von 0 um + a, 
dagegen die Subtraction der Zahl a@ von der Zahl b eine Veriinderung 
von 6 um — a heissen soll. Von einer solchen Bestimmung ausgehend, 
gelangt man dahin, die Ausdriicke + a und — a mit Benennungen 
sprachlich in derselben Weise zu verbinden, wie urspriinglich nur die 
natiirlichen Zahlen. Erst hieraus scheint mir die Berechtigung zu 
erwachsen, auf jene Ausdriicke den Namen ,,Zahl“ zu iibertragen. — 
Bei der Einfiihrung der ,,Zahl“ Null will ich nicht verweilen. 

Zwischen je zwei Zahlen lassen sich jetzt beliebig viele Zahlen 
einschalten. Eine Zahlenmenge kann nun so beschaffen sein, dass 
jede Zahl, welche sich zwischen zwei Zahlen der Menge einschalten 
lisst, zu ihr gehért; eine solche Zahlenmenge méchte ich eine Schicht 
nennen, und zwar eine offene Schicht, wenn sie keine endliche rationale 
Schranke (diese Annalen 1887 Bd. 30 8. 133) besitzt. Eine offene 
Schicht bilden beispielsweise die positiven Zahlen, deren Quadrat kleiner 
als 2 ist, ebenso die positiven Zahlen, deren Quadrat die 2 tibertrifft. 
Diese beiden Schichten setzen sich zu der Gesammtheit aller positiven 
Zahlen zusammen. Indem wir den von Herrn Dedekind (Stetigkeit 
und irrationale Zahlen 1872 S. 19) eingeftihrten Ausdruck mit einiger 
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Kinschrinkung gebrauchen, nennen wir jede Eintheilung aller posi- 
tiven (rationalen) Zahlen in zwei offene Schichten (untere und obere) 
einen Schnitt. Diese Erklirungen haben einen wesentlich anderen 
Charakter, als die arithmetischen im engeren Sinne. Sie geniigen 
nicht der von Herrn Kronecker aufgestellten Forderung*); denn 
man besitzt kein Mittel, um zu erkennen, ob eine irgendwie definirte 
Zahlenmenge eine gegebene Zahl enthalt, ob eine irgendwie definirte 
Schicht eine offene ist, u. s. w. 

Die Vergleichung zweier geraden Strecken A und B fihrt unter 
Umstinden zu einem Schnitte, indem sich ergiebt, dass die Strecke A 
grésser als das r-fache und kleiner als das ¢fache der Strecke B ist, 
wenn v aus der unteren, ¢ aus der oberen Schicht eines gewissen 
Schnittes beliebig entnommen wird. Diesem Schnitte ordnen wir als- 
dann ein Zeichen zu, etwa s, welches wir zu der Redeweise: A ist 
gleich sB (oder: das Verhiltniss von A zu B ist s, u.s. w.) verwen- 
den, um lediglich auszudriicken, dass A immer zwischen rB und tB 
eingeschlossen bleibt, Wieder wird das Zeichen s, welches hier den 
Platz einer Zahl einnimmt, geradezu eine Zahl genannt und dadurch 
die Unterscheidung zwischen rationalen und irrationalen Zahlen veran- 
lasst, Die Hinfiihrung negativer Irrationalzahlen bedarf keiaer beson- 
deren Auseinandersetzung. 

Gewohnlich macht man — stillschweigend oder ausdriicklich — 
die Annahme**), dass jedem arithmetisch definirten Schnitte ein Ver- 
hiltniss zwischen Linien entspricht, und ist dann berechtigt, jedem 
Schnitte in vorstehender Weise eine irrationale Zahl zuzuordnen. 
Abgesehen jedoch von den gegen diese Annahme an andrer Stelle***) 
geltend gemachten Bedenken, kann man iiberhaupt fordern, dass hier 
jede Annahme, zumal jede ausserhalb der Analysis gelegene, wenn- 
moéglich vermieden werde. Wenn nun ein beliebiger Schnitt vorliegt, 
so kann man sich in der That, unter Hinfiihrung eines dem Schnitte 
zugeordneten Zeichens s, der Redeweise: % ist kleiner (grésser) als 
8B, bedienen, ohne dariiber zu urtheilen, ob es einen Gegenstand 
giebt, der gleich s® zu nennen wire; denn man braucht jene Rede- 
weise nur dahin zu verstehen, dass 2 gleich gS oder kleiner (grésser) 


*) Grundziige einer arithmetischen Theorie der algebraischen Gréssen 1882 
8. 11 (Festschrift zu Kummer’s Doctor-Jubildum, auch Journal fiir die reine und 
angewandte Mathematik Bd. 92). 

**) Siehe G. Cantor, diese Annalen 1872 Bd.5 8S. 128; Dedekind, Stetig- 
keit und irrationale Zahlen 1872 8.18. Beide Autoren stiitzen jedoch die Er- 
kliérung des Irrationalen weder auf diese noch eine andere Hypothese. 

***) F. Klein, Sitzungsberichte der phys.-med. Soc. zu Erlangen, 8. Dec. 
1873 (wieder abgedruckt in diesen Annalen 1883 Bd, 22 S, 249—259), sowie Ann, 
1890 Bd. 37 8, 571f.; Pasch, Vorlesungen iiber neuere Geometrie 1882 S, 126 
sowie Ann. 1887 Bd. 30 S. 129. 
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als qB ist, wo q eine Zahl aus der unteren (oberen) Schicht des 
Schnittes und 8 eine Benennung bedeutet. Auch ist stets — und das 
geniigt fiir die Anwendungen — eine Aussage méglich von der Form: 
WU ist mit gewisser Genauigkeit gleich sB; wenn namlich A zwischen 
ry 8 und ¢% so eingeschlossen werden kann, dass die Zahl r der unteren, 
¢ der oberen Schicht des Schnittes angehért und die Differenz ¢ — r 
eine gewisse Kleinheit besitzt. 

Dass derartige Ausdrucksweisen sich eingebiirgert haben, beruht 
auf dem Bediirfniss, méglichst viele Fille unter eine und dieselbe 
sprachliche Form zu bringen. Eine Nothwendigkeit aber war nicht 
vorhanden, und man kénnte — wie Herr Kronecker ausgesprochen 
hat — ,,die Modificationen und Erweiterungen des Zahlbegriffs wieder 
abstreifen, welche zumeist durch die Anwendungen auf die Geometrie 
und Mechanik veranlasst worden sind‘ (Philosophische Aufsitze, 
Eduard Zeller gewidmet, 1887 S. 265; Journal fiir die reine und an- 
gewandte Mathematik 1887 Bd. 101 8S. 339). 

Besondere Ausfiihrungen sind erforderlich, um das Rechnen in dem 
erweiterten Zahlengebiete zu begriinden. Hier war nur beabsichtigt, 
in den Grundziigen einen Weg anzugeben, auf welchem die Erweiterung 
selbst geschehen kann. 


Giessen, October 1891. 











Nachtrag zu dem Aufsatze ,,Zur Gruppe der acht harmonisch 


zugeordneten Flachen zweiten Grades“. Diese Annalen Bd. 33. 
. 
Von 


Geora Koper in Holzmizden. 


Meine im 33, Bande der Annalen besprochene Inauguraldissertation*) 
enthilt, wie ich zufallig bemerkte, da, wo es sich um die Bestimmung 
der gegenseitigen Lage eines Paares harmonisch zugeordneter Tetra- 
eder handelt, in Folge des Uebersehens einer Moéglichkeit eine Un- 
genauigkeit in der Angabe der méglichen Fille, deren Richtigstellung 
die nachfolgende Erginzung bez. Abiinderung erfordert. 

Auf Seite 471 des genannten Bandes ist hinter den Satz, mit 
welchem die Besprechung der Lage eines Paares harmonisch zugeord- 
neter Tetraeder zu dem dritten harmonisch zugeordneten Tetraeder 
schliesst, einzuschalten: 

» Die gegenseitige Lage eines Paares harmonisch zugeord- 
neter Tetraeder, iiber welche die Lage des fiinften Punktes 
entscheidet, bedingt die Lage des dritten harmonisch zugeord- 
neten Tetraeders. 

Zu zwei harmonisch zugeordneten Tetraedern hat das 
dritte harmonisch zugeordnete Tetraeder gleiche oder ungleiche 
Lage, je nachdem beide Tetraeder zu einander gleiche oder 
ungleiche Lage haben, zu demjenigen gerade oder ungerade 
Lage, zu welchem das andere bez. ungerade oder gerade 
Lage hat. 

Haben daher beide Tetraeder zu einander ungerade Lage, 
was der Fall ist, wenn jede Ecke des einen von einer Seite 
des anderen ausgeschlossen wird, so hat das dritte Tetraeder 
zu beiden gerade Lage. Nur in diesem Falle giebt es unter 
den vier einfachen Hexaedern, deren Gegenecken die Ecken 
der beiden Tetraeder sind, ein concaves, d. h. ein solches, 
dessen Diagonalebene keine Ecke trennt.“ 


*) Die harmonisch zugeordneten Flichen zweiten Grades, Halle 1888. 


Mathematische Annalen. XI. 10** 
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In entsprechender Weise ist das in meiner Dissertation auf Seite 60 
und 61 tiber die Lage der beiden Centraltetraeder zu einander und 
zum gemeinschaftlichen Polartetraeder Gesagte zu berichtigen. 
Ab- und in den Wortlaut der Dissertation umzuindern sind in 
Folge dessen die auf Seite 472 des Annalenaufsatzes in verinderter 
Fassung wiedergegebenen Schlussworte des Satzes iiber die besondere 
Natur harmonisch zugeordneter Flichen. Statt: 
nje nachdem beide Centraltetraeder zu einander ungerade 
oder gerade Lage haben“ 

ist zu setzen: 
je nachdem beide Centraltetraeder ein oder kein concaves 
Hexaeder bilden.“ 


Holzminden, im October 1891. 














Programma dei concorsi ai premi proposti dal Reale Istituto 
Lombardo di Scienze e Lettere in Milano. 


Classe di scienge matematiche e naturali. 


Tema per l’anno 1893, 
pubblicato il 7 gennajo 1892. 


“Contribuire con risultati nuovi e importanti allo studio 
di una singolaritaé qualunque di una superficie algebrica.,, 

Tempo utile a presentare le Memorie, fino alle 3 pomeridiane del 
1° aprile 1893. 

Premio L. 1200. 


L’autore conserva la proprieta della Memoria premiata; ma U Istituto 
si riserva il diritto di pubblicarla nelle sue collezioni accademiche. 


NORME GENERALI PER I CONCORSI. 


Pud concorrere ogni nazionale o straniero, eccetto i Membri 
effettivi del Reale Istituto, con Memorie in lingua italiana, o francese, 
o latina. Queste Memorie dovranno essere trasmesse franche di porto 
nel termine prefisso, alla Segreteria dell’ Istituto, nel palazzo di 
Brera, in Milano; e, giusta le norme accademiche, saranno anonime, 
e contraddistinte da un motto ripetuto su di una scheda suggellata, 
che contenga il nome, cognome e domicilio dell’autore, Si raccomanda 
Yosservanza di queste discipline, affinch® le Memorie possano essere 
prese in considerazione. 

A evitare equivoci, i signori concorrenti sono ancora pregati di 
indicare con chiarezza a quale dei premi proposti dall’ Istituto intendano 
concorrere. 

Tutti i manoscritti si conservano nell’ archivio dell’ Istituto, per 
uso di ufficio, e per corredo dei proferiti giudizi, con facolta agli 
autori di farne tirar copia a proprie spese. 
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E libero agli autori delle Memorie non premiate di ritirarne la 
scheda entro un anno dalla aggiudicazione dei premi, i quali verranno 
conferiti nella solenne adunanza dell’ anno successivo alla chiusura 
dei concorsi. 


Milano, 7 gennajo 1892. 


Il Presidente 


G. COLOMBO. 


R. FERRINI. 


I Segretars G. STRAMBIO. 
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Ueber die Zahl der verschiedenen Werthe, die eine Function 
gegebener Buchstaben durch Vertauschung derselben erlangen 
kann. 


Von 


Aurrep Bocuert in Breslau. 
(Fortsetzung zu Seite 584 ff. in Bd. 33 dieser Ztschr.) 


Il. 


Das bisher Entwickelte lisst sich noch erweitern, und zwar mit 
Hiilfe eines Satzes, der sich seinerseits als Erweiterung eines schon 
beniitzten Hiilfssatzes darstellt. 

Die Substitution, §,’, niimlich, die man erhilt, wenn man irgend 
eine gegebene, S,, durch eine andere, S,, transformirt, d. h. S, in 
den Buchstaben vollzieht, mit denen S, ausgefitihrt wird, ersetzt 
offenbar folgende Buchstaben, und nur diese, anders als die urspriing- 
liche, S,: 

Von den durch die transformirende Substitution, S,, nicht be- 
troffenen Buchstaben diejenigen, fiir welche die zu transformirende, 
S,, nicht wieder solche setzt, und die somit bei der Transformation 
zwar selbst ungeindert bleiben, deren ersetzende aber dabei vertauscht 
werden; also diejenigen S, und S, nicht gemeinsamen, d.h. nicht von 
beiden Substitutionen vertauschten, Buchstaben, die S, durch gemein- 
same ersetzt; an Zahl m—~r,, wenn m die Zahl aller verschiedenen 
S, und §, gemeinsamen Buchstaben bezeichnet, und r, angiebt, wie 
viele davon S, wieder an die Stellen von solchen bringt. 

Von den zwar durch die transformirende Substitution, S,, aber 
nicht durch die zu transformirende, S,, vertauschten Buchstaben die 
jenigen, welche die erstere nicht an die Stellen von ebensolchen setzt, 
und die somit durch die Transformation aus unvertauschten zu ver- 
yauschten werden; also diejenigen nicht gemeinsamen Buchstaben von 
S, und S,, die S, auf die Plitze von gemeinsamen bringt; an Zahl 
m—r,, wenn r, angiebt, wie viele der m gemeinsamen Buchstaben 
S, wieder durch solche ersetzt. 


Mathematische Aunalen, XL. 11 
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Von den sowohl durch die transformirende Substitution, S,, wie 
die zu transformirende, S,, vertauschten Buchstaben diejenigen, die 
nicht der Bedingung geniigen, dass, wahrend sie selbst durch die 
erstere an die Stellen von andern gesetzt werden, dieselbe zugleich 
die sie in der letzteren, S,, ersetzenden Buchstaben auf die Plitze der 
ebendarin jene andern ersetzenden bringt; an Zahl also m — vr’, wenn 
r’ die Zahl der diese Bedingung erfiillenden unter den m gemeinsamen 
Buchstaben von S, und S, bezeichnet, oder, was ja dasselbe sagt, die 
Zahl der verschiedenen Fille in S,, dass einer dieser m Buchstaben 
und der von S, fiir ihn gesetzte an die Stellen zweier in der gleichen 
Beziehung zu einander stehender kommen. 


Die Zahl +’ bleibt tibrigens bei entsprechender Bedeutung dieselbe, 
wenn die gegebenen Substitutionen S, und S, mit einander vertauscht 
werden. Denn werden zwei Buchstaben, ¢, und c,, von denen eine 
Substitution den ersten durch den zweiten ersetzt, von einer andern 
an die Stellen zweier in der nimlichen Beziehung stehender, c¢,’ und c,’, 
gesetzt, so bringt umgekehrt die erste Substitution von den durch die 


die letztere ausgefiihrten Ersetzungen () und (¢) vermége (‘:.) 


und (5) die zweite an die Stelle der ersten. Und ist c, den beiden 


Substitutionen gemeinsam, d. h. sowohl von ¢, als ¢,’ verschieden, so 
auch der entsprechende Buchstabe c,. Hiernach sind aber augen- 
scheinlich immer je ein Fall der fraglichen Art in einer der zwei 
Substitutionen und je einer in der andern eindeutig durch einander 
gegeben, so dass die Zahl dieser Fille, wie behauptet, in jeder von 
beiden genau die gleiche sein muss. 

Es ist ferner unmittelbar ersichtlich, dass sich alle vier Zahlen m, r,, 
r,, 7 bei entsprechender Bedeutung nicht indern, wenn fiir irgend eine 
der gegebenen Substitutionen S, und S, ihre Umkehrung gesetzt wird. 

Nach dem Gesagten ergiebt sich als Gesammtzahl derjenigen Buch- 
staben, welche die durch Transformation irgend einer Substitution, S,, 
mitttels einer andern, S,, entstehende, S,’, anders ersetzt, als die 
urspriingliche, S,, m — 7, -+m—r,-+m—r =3m—7,—17,—71, 
darunter genau m— yr, von der letzteren, S,, und m — rr, von der 
andern, S,, nicht vertauschte, wenn m, 7,, %,, 7 die angegebenen 
Bedeutungen haben. Und diese Zahl bleibt mit entsprechender Be- 
deutung ungeiindert bei Vertauschung der gegebenen Substitutionen 
S, und §, mit einander oder ihrer Umkehrung. 

Daraus folgt beiliufig, dass das Verschwinden von 3m—r,—r,—? 
erforderlich und hinreichend ist, damit eine beliebige der zwei Sub- 
stitutionen, oder ihre Umkehrung, durch die andere, oder deren Um- 
kehrung, in sich selbst transformirt wird. Und da schon die Voraus- 
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setzung irgend eines einzelnen dieser Fille zu jenem Verschwinden 
geniigt, so ergiebt sich zugleich, dass das Stattfinden irgend eines 
derselben das aller iibrigen nach sich zieht; was ja sonst bekanntlich 
daraus hervorgeht, dass die durch Transformation einer Substitution 
S, mittels einer andern S, erhaltene, S,', durch S,—'S,S, darstellbar 
ist, unter S—' die Umkehrung von S verstanden. Dabei ist nach den 
Bedeutungen von m, 7,, %,, 7, denen zufolge jede der Zahlen r,, 7,, 7’ 
Theil von m ist, und + Theil von jeder der Zahlen rv, und r,, die 
Bedingung 3m—r,—7r, —7 =O einerlei mit m=r, =r, = 
und auch schon durch die einfachere m =r’ ausdriickbar. 

Nun heben in der Zusammensetzung, die man erhilt, wenn man 
auf eine von irgend zwei Substitutionen die Umkehrung der andern 
folgen lisst, die Vertauschungen aller der und nur der Buchstaben 
einander auf, die von den zwei Substitutionen auf gleiche Weise ersetzt 
werden. Und da Letzteres, wie eben gezeigt, von solechen zwei Sub- 
stitutionep, die aus irgend einer der gegebenen, S, und S,, oder ihrer 
Umkehrung, und der daraus durch Transformation mittels der andern, 
oder deren Umkehrung, entspringenden bestehen, mit allen bis auf 
genau 3m — r, — r, — 7 Buchstaben geschieht, so werden von jeder 
der Substitutionen, die aus solechen zwei auf die angegebene Art, d. h. 
dadurch abgeleitet sind, dass man auf die eine die Umkehrung der 
andern folgen lisst, auch nur genau 3m —r, — 17, — 7 Buchstaben 
vertauscht, darunter, nach dem Gesagten, genau m—~yr, von der 
ersten gegebenen, S,, und m — r, von der andern, S,, nicht betroffene. 
Alle diese Substitionen entstehen durch Vertauschung der gegebenen 
mit einander oder ihren Umkehrungen nicht nur aus den je zwei unter 
ihnen, welche, wie S,’S,-! und S,S,'—' aus S, und S,’, aus dem 
gleichen Paare abgeleitet und offenbar die Umkehrungen von einander 
sind, sondern, da ja S,'—! — §,-'S,-'S,, wenn S,’ = §,-18,8,, auch 
schon aus irgend einer von ihnen, z. B. aus S8,'S,-' = 8,18, S8,8,-; 
und es ergeben sich dabei, wie leicht ersichtlich, im Ganzen acht 
verschiedene Zusammensetzungen. Dieselben sind simmtlich gerade, 
d. h. mittels einer geraden Anzahl aufeinanderfolgender Transpositionen 
zu bewirken. Denn sowohl die Umkehrung einer Substitution, wie 
jede durch Transformation daraus hervorgehende, ist ja mit der ur- 
spriinglichen zugleich gerade oder ungerade, Und zwei ungerade 
Transpositionenzahlen geben zusammen eine gerade. Da ferner die 
Umkehrung, S-!, einer Substitution, S, durch eine Potenz derselben 
darstellbar ist, und das Ergebniss der Transformation von S, mit 
S,, S,', durch S,-'S,S,, so lisst sich jede der fraglichen Substi- 
tutionen von 3m — 7, —7,—~? Buchstaben durch blosse Zusam- 


mensetzung der gegebenen, S, und S,, mit sich selbst und einander 
herstellen. 


ii* 
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Und so hat man schliesslich den Satz: 

3. Ist m die Zahl aller verschiedenen Buchstaben, die ewei beliebig 
gegebene Substitutionen unter den von ihnen vertauschten gemein haben ; 
ferner r, in der einen, S,, und r, in der andern, S,, dieser Substitu- 
tionen die Zahl der verschiedenen Faille, dass einer der m gemeinsamen 
Buchstaben wieder durch einen derselben ersetzt wird; endlich r’ die fiir 
beide Substitutionen gleiche Zahl, welche angiebt, wie viele verschiedene 
Male es in einer derselben vorkommt, dass ein gemeinsamer Buchstabe 
und der von der andern fiir thn gesetete an die Stellen zweier in der 
niimlichen Beziehung zu einander stehender gebracht werden: so ersetzt 
die durch Transformation irgend einer der zwei Substitutionen, oder 
threr Umkehrung, mittels der andern, oder deren Umkehrung, entstehende 
Substitution genau 3m —r,—r, — 1’ verschiedene Buchstaben anders 
als die urspriingliche, darunter m—r, von der ersten, S,, und m—r, 
von der andern, S,, der gegebenen Substitutionen nicht vertauschte. 

Aus den zwei beliebig gegebenen Substitutionen lassen sich demnach 
durch blosse Zusammenseteung solche gerade ableiten, die genau je 
3m — 7, — 7, —? verschiedene Buchstaben vertauschen, darunter 
m—r, von der ersten, S,;, und m — r, von der andern, S,, nicht be- 
troffene; diejenigen eben wenigstens, die man erhdlt, wenn man auf die 
durch Transformation irgend einer der gegebenen, oder ihrer Umkehrung, 
mittels der andern, oder deren Umkehrung, entstehende Substitution die 
Umkehrung der urspriinglichen folgen lasst, oder auf letetere die Um- 
kehrung der ersteren; also S,—'S,S,S,—' und alle durch irgend welche 
Vertauschung von S, mit S,, S, mit S,—', oder 8S, mit S,-' daraus 
hervorgehenden. Und diese Substitutionen sind dann und nur dann von 
der identischen nicht verschieden, d.h.3m—r,—r,—r ist dann und 
nur dann = 0, wenn die gegebenen zwei Substitutionen S, und S, durch 
einander in sich selbst transformirt werden (gegen einander vertausch- 
bar sind). 

Davon ist der Eingangs erwahnte, friiher ftir sich bewiesene, ein- 
fachere Hiilfssatz offenbar derjenige besondere Fall, in welchem m = 1, 
also r, =r, =r = 0, und 3m—r, — 7, —1 =3 ist. 

Zur Anwendung kommt hier von dem Satze 3 zuniichst nur die 
Folgerung: 

3’. Haben zwei Substitutionen, die nicht durch einander in sich 
selbst transformirt werden, nicht mehr als m der von ithnen vertauschten 
Buchstaben gemein, und kommt es in der einen (S,) r,, im der andern 
(S,) r, verschiedene Male vor, dass einer dieser gemeinsamen Buch- 
staben wieder durch einen derselben ersetzt wird: so finden sich in jeder 
Gruppe, der beide Substitutionen angehiren, auf die Buchstaben der 
leteteren beschriinkte, von der identischen verschiedene, gerade Substitu- 
tionen, die nicht mehr als je 3m —r,—~r, Buchstaben vertauschen 


nm eS Fa a = Fa ee wm.hCUwDlUlUCOO, PDH 
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)darunter hichstens m — r, von der ersten, S,, und m —r, von der 
andern, S,, der gegebenen nicht betroffene). Und zwar ist eine solche 
Substitution 2. B. diejenige (S,-'S,S,S,-'), die man erhdélt, wenn man 
auf die durch Transformation der einen gegebenen (S,) mitiels der 
andern (S,) entstehende, von der urspriinglichen verschiedene Substitution 
(S,-1S,8,) die Umkehrung (S,—) der urspriinglichen folgen lisst. 

Und da fiir diese Folgerung ein entsprechend einfacherer selb- 
stiindiger Beweis méglich ist, so mag ein solcher hier noch Platz 
finden: : 

Die durch Transformation einer Substitution, S,, mittels einer 
andern, S,, entstehende, S,’, ersetzt offenbar wenigstens folgende 
Buchstaben auf gleiche Weise, wie die urspriingliche, 8S, : 

Von den durch die letztere nicht vertauschten diejenigen, die von 
der transformirenden Substitution, S,, auf die Plitze von ebensolchen 
gebracht und somit auch von der transformirten, S,’, nicht vertauscht 
werden; also, wenn die Zahl aller verschiedenen S, und S, gemein- 
samen, d. h. sowohl von S, wie S, vertauschten, Buchstaben nicht 
grésser als m ist, und S, an die Stellen von r, derselben wieder solche 
setzt, alle von S, nicht betroffenen Buchstaben bis auf héchstens m—r,, 
niimlich eben bis auf diejenigen nicht gemeinsamen, die S, an die 
Stellen von gemeinsamen bringt. 

Und von den andern Buchstaben diejenigen, die der Bedingung 
geniigen, dass weder sie selbst, noch ihre ersetzenden in der zu trans- 
formirenden Substitution, S,, von der transformirenden, S,, betroffen 
werden; also alle von S, vertauschten ausser einerseits den hichstens 
m gemeinsamen von S, und S, und andererseits denjenigen von S, 
nicht betroffenen, die S, durch gemeinsame ersetzt, und deren Zahl 
ja m—vr, nicht tbersteigt, wenn 7, der gemeinsamen Buchstaben 
durch S, wieder fiir solche gesetzt werden. 

Das sind aber zusammen iiberhaupt alle Buchstaben bis auf 
héchstens m — r, -+ m+ m—r, = 3m — 71, — 1p. 

Lisst man demnach auf die fragliche transformirte Substitution, 
Si, die Umkehrung, S,~—', der urspriinglichen folgen, so heben dabei 
die Vertauschungen aller Buchstaben bis auf héchstens 3m — r, — r, 
einander auf, so dass die durch diese Zusammensetzung, S,’S,—', dar- 
gestellte Substitution nicht mehr als die letztere Zahl vertauschen 
kann (darunter, nach dem Gesagten, héchstens m — r, von der ersten, 
S,, und m—r, von der andern, S,, der gegebenen Substitutionen nicht 
betroffene Buchstaben). Und die so erhaltene Substitution ist offenbar 
von der identischen verschieden, sobald die fragliche transformirte, 
S,/ = S,—'S,S,, nicht mit der urspriinglichen, S,, einerlei ist, also 
auch S,—1S,S, nicht mit S,; d. h. sobald die zu transformirende, S, , 
der gegebenen Substitutionen durch die andere, S,, und also auch 
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S, durch S,, nicht in sich* selbst transformirt wird. Sie ist ferner, 
wie entsprechend im vorigen Beweise ausgefiihrt ist, stets gerade, als 
Aufeinanderfolge zweier zugleich gerader oder ungerader Substitutionen, 
und findet sich ebenso unter den blossen Zusammensetzungen der ge- 
gebenen, S, und S,, mit sich selbst und einander, und folglich unter 
den auf die Buchstaben der letzteren beschrinkten Substitutionen jeder 
Gruppe, die beide enthilt, wie die Umkehrungen, S,—' und S,—', der 
gegebenen und die aus der einen derselben, S,, durch die Transforma- 
tion mittels der andern, S,, entspringende Substitution, S,’—S,—'S, S,. 
Und damit ist ja die Behauptung bewiesen. 


Es seien nun irgendwelche Buchstaben gegeben und zwei Sub- 
stitutionen, deren eine von denselben nur m, vertauscht, darunter 7, 
so, dass sie dafiir wieder welche der gegebenen Buchstaben setzt; 
wihrend die andere auf die letzteren beschrankt ist. 

Alle Buchstaben, welche diese zwei Substitutionen unter den von 
ihnen vertauschten gemein haben, sind offenbar unter den m, enthalten, 
welche die erste von den, die Buchstaben der andern umfassenden, 
gegebenen iiberhaupt betreffen soll. Die Anzahl dieser gemeinsamen 
Buchstaben, die also nicht grésser als m, sein kann, sei m. Was 
dann die Zahl y derjenigen darunter betrifft, fiir die von der ersten 
Substitution wieder welche dieser m gesetzt werden, so wird ja die 
entsprechende, r,, unter allen m, von der Substitution vertauschten 
gegebenen Buchstaben durch Ausschliessung eines der letzteren nur 
dann verringert, wenn der ausgeschlossene Buchstabe einer der ent- 
sprechenden selbst, oder ein solcher ist, durch den die Substitution 
einen derselben ersetzt, und zwar fiir jeden der beiden Fille um 1; 
héchstens also um 2, wenn niimlich beide zugleich bei dem ausge- 
schlossenen Buchstaben stattfinden. Die fragliche Zahl r ist demnach 
keinesfalls kleiner als yr, — 2(m,—m), da eben von den m, durch die 
Substitution iiberhaupt betroffenen gegebenen Buchstaben nur m,—m 
als nicht gemeinsame auszuschliessen sind. 

Aus r, — 2(m,—m) <r folgt aber 2m—r=2m,—~7,, also 
auch 3m—r<—3m,—ry, weil jam <m, ist (und m— rm, — =" 
weil 2m — 2r = 2m — 1). 

Und so ergiebt sich durch Anwendung des Satzes 3’ auf den vor- 
liegenden Fall, da 3m —r,—r, darin <—3m—r (und m—r,+m 
—r,<— 2m —r): 

4. Ist von zwei Substitutionen, die nicht durch einander in sich 
selbst transformirt werden, die eine (S) auf Buchstaben aus einer An- 
zahl beschriinkt, aus der die andere (S,) nur m, vertauscht, wovon r, 
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so, dass sie wieder welche dieser m, dafiir setat, so finden sich in jeder 
Gruppe, der beide Substitutionen angehiren, auf die Buchstaben der 
letzteren beschrdinkte, von der identischen verschiedene, gerade Substitu- 
tionen (2. B. S-*S,SS,-' oder S,-'S S,S-*), die nicht mehr als je 
3m — 7%, Buchstaben vertauschen (darunter hichstens 2m, — 1, nicht 


von beiden gegebenen betroffene und hichstens m, — =% von der ersten 


derselben (S) nicht vertauschte; also auch nicht mehr als 2m, — ry 
Buchstaben, die nicht zu den m,. von der zweiten (S) betroffenen unter 


der gegebenen Anzahl, und nicht mehr als m, — sto die tiberhaupt 
nicht zu dieser Anzahl gehdren). 

Man denke sich jetzt weiter irgendwelche von der identischen 
Substitution nicht erfiillte Bedingungen gestellt und aus beliebig ge- 
gebenen Buchstaben eine Anzahl herausgegriffen der Art, dass keine 
auf die herausgegriffenen Buchstaben beschriinkte Substitution diesen 
Bedingungen geniigt, und zugleich keine gréssere die herausgegriffene 
volistindig enthaltende Anzahl der nimlichen Eigenschaft unter den 
gegebenen Buchstaben vorhanden ist. 

Dann muss es offenbar schon fiir jeden einzelnen der von letzteren 
noch tibrigen mindestens eine den gestellten Bedingungen eutsprechende 
Substitution geben, die auf ihn und die herausgegriffenen Buchstaben 
beschrinkt ist, und somit nach der iiber diese gemachten Voraus- 
setzung denselben als einzigen von allen nicht herausgegriffenen auch 
wirklich vertauscht. 

Der eben abgeleitete Satz legt nun die Frage nahe, wann ins- 
besondere unter denjenigen nicht herausgegriffenen Buchstaben, die 
von einer auf die gegebenen beschriinkten Substitution vertauscht 
werden, einer so zu wiihlen ist, dass diese Substitution von einer zu 
demselben in der angegebenen Beziehung stehenden, also ihn allein 
von allen nicht herausgegriffenen vertauschenden, nicht in sich selbst 
transformirt wird. 

Das ist wenigstens dann der Fall, wenn die betrachtete Substi- 
tution auch nur einen jener Buchstaben wieder fiir einen der nicht 
herausgegriffenen setzt. Denn sie wird ja dann durch jede Substitution, 
die von solchen zwei Buchstaben einen ungeindert lisst, den ihn 
ersetzenden oder durch ihn ersetzten andern dagegen vertauscht, in 
eine von ihr verschiedene verwandelt. Ist aber m die Zahl aller ver- 
schiedenen von der betrachteten Substitution vertauschten heraus- 
gegriffenen Buchstaben und r die Zahl derjenigen darunter, die sie 
wieder durch welche dieser m ersetzt, so kommt es genau m— r ver- 
schiedene Male vor, dass sie eiven nicht herausgegriffenen Buchstaben 
an die Stelle eines herausgegriffenen bringt. Soll dies also mit jedem 
der von ihr tiberhaupt betroffenen nicht herausgegriffenen Buchstaben 
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geschehen, d. h. soll sie keinen derselben wieder fiir einen von ihnen 
setzen, so darf die Zahl dieser Buchstaben gerade nur m — r be- 
tragen, die Gesammtzahl der von der betrachteten Substitution ver- 
tauschten mithin m -+- m —r—2m—r, Und folglich ist in diesem 
Falle, wenn s die fragliche Gesammtzahl bezeichnet, 2m — r = s. 

Im andern Falle giebt es dagegen, wie gesagt, sicher solche den 
gestellten Bedingungen entsprechende Substitutionen, durch welche 
die betrachtete nicht in sich selbst transformirt wird, und die dabei 
von den nicht herausgegriffenen Buchstaben je nur einen einzigen be- 
treffen, und zwar gemeinsam mit der betrachteten. Jede derselben 
ist also, weil auf diesen einen und die herausgegriffenen, auf eine 
Anzahl von Buchstaben beschrankt, von denen die betrachtete Sub- 
stitution nur 1-+ m vertauscht, jenen einen und m der herausgegriffenen, 
und r dieser m so, dass an ihre Stellen wieder welche der m, und 
somit auch der 1 + m, treten. 

Wird demnach noch vorausgesetzt, dass eine der gestellten Be- 
dingungen die Zugehérigkeit zu einer Gruppe ist, der auch die sonst 
innerhalb der gegebenen Buchstaben beliebig wahlbare betrachtete Sub- 
stitution entnommen sein soll, so hat man nach Satz 4 schliesslich das 
Ergebniss: 

5. Sind irgendwelche von der identischen Substitution nicht erfiillte 
Bedingungen gestellt, und ist aus beliebig gegebenen Buchstaben eine 
Anzahl herausgegriffen, auf deren Buchstaben keine diesen Bedingungen 
geniigende Substitution einer gegebenen Gruppe beschrinkt ist, und die 
ausserdem in keiner andern den gegebenen Buchstaben zu entnehmenden 
Anzahl der niimlichen Eigenschaft vollstindig enthalten ist; wird ferner 
fiir irgend eine auf die leteteren beschriinkte Substitution der gegebenen 
Gruppe durch s bezeichnet, wie viele verschiedene Buchstaben dieselbe 
tiberhaupt vertauscht, durch m, wie viele von den herausgegriffenen, 
und durch r, wie viele unter diesen m so, dass sie wieder welche der 
herausgegriffenen dafiir setzt: so muss 2m — r =s sein, wenn in der 
gegebenen Gruppe keine auf die Buchstaben dieser Substitution und die 
herausgegriffenen beschrdnkte, von der identischen verschiedene, gerade 
Substitution vorkommen soll, die nicht mehr als 3+ 3m —r Buch- 
staben vertauscht (darunter hichstens 3 +-2m — r, die nicht zu den m 
von der betrachteten vertauschten unter den herausgegriffenen, wnd 


hichstens 2 +-m — +r, die tiberhaupt nicht zu den letzteren gehoren). 
Und daraus folgt offenbar, da m > = (u+r) ist, wenn 2m—r=s, 
und s >; ferner m > : (u-+r)—1 bezw. > 5 (u’ +r) — 1, wenn 


3+ 3m—r>u beew. >w; endlich 3+3m—r>s, wenn 
2m —r=—=s, und m>0: 
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6. Sind irgendwelche Buchstaben und eine Substitutionengruppe 
gegeben, der in diesen Buchstaben ausser der identischen Substitution 
keine von weniger als u und keine gerade von weniger als u’ Buch- 
staben angehort; sind ferner irgend welche durch die identische Substi- 
tution nicht erfiillte Bedingungen gestellt, und ist aus den gegebenen 
Buchstaben eine Anzahl herausgegriffen, auf die keine diesen Bedingungen 
geniigende Substitution der gegebenen Gruppe beschrinkt ist, und die 
tiberdies in keiner andern den gegebenen Buchstaben zu entnehmenden 
Anzahl der néimlichen Eigenschaft vollstindig enthalten ist: so vertauscht 
unter den auf die letzteren beschriinkten von der identischen verschie- 
denen Substitutionen der gegebenen Gruppe keine weniger von den heraus- 


gegriffenen Buchstaben al = (u-+-r) — 1, wnd sogar, als der nicht 



































grossere der Ausdriicke = (u’-+r) — 1 und > (u+r) angiebt, und keine 


gerade weniger als = (w'-++r) —1; unter r die Zahl derjenigen dieser 


vertauschten Buchstaben verstanden, welché die Substitution wieder durch 
herausgegriffene ersetzt. 


Hiernach kann ausser der identischen keine gerade, bezw. iiber- 
haupt keine, Substitution der gegebenen Gruppe auf eine Anzahl der 
gegebenen Buchstaben beschrinkt sein, die mit der herausgegriffenen 


weniger als =u —1, bezw. als jeder der Ausdriicke cu’ — 1 und 


su » gemein hat. Letztere Bedingungen sind aber offenbar erfiillbar, 


insbesondere durch die keinen der herausgegriffenen Buchstaben ent- 


haltende Gesammtheit der iibrigen gegebenen, wenn die Grenzen 


= — 1 und 5 wu noch tiber Null liegen. Und dies lisst sich ja bei 


der Bedeutung von uw stets bewirken, sobald u’ > 3 gesetzt werden 
kann, sobald also die gegebeue Gruppe keinen auf die gegebenen 
Buchstaben beschrinkten Cyclus dritter Ordnung, die einzige Art von 
der identischen verschiedener gerader Substitutionen in nicht mehr als 
drei Buchstaben, enthilt. 


Eine Folgerung des Satzes 6 ist daher: 


Pl — — 


' “ 


’ 7. Kann unter denselben Voraussetzungen, wie im vorhergehenden 
1 Satze, u’ > 3 gesetet werden, oder, was dasselbe sagt, findet sich in 
der gegebenen Gruppe kein auf die gegebenen Buchstaben beschrdnkter 
Cyclus dritter Ordnung, so bilden die nicht herausgegriffenen unter diesen 


Buchstaben sowohl fiir sich, als mit jeder unter =u — 1, bezw. unter 





: der nicht hiheren der Grenzen + u’ — 1 und > » liegenden Anzahl 


von beliebigen der herausgegriffenen eine Zusammenstellung, auf deren 
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Buchstaben ausser der identischen keine gerade, beaw. iiberhaupt keine, 
Substitution der gegebenen Gruppe beschrénkt ist. 


Schon aus diesem Ergebnisse, dessen Ableitung ersichtlich auch 
ohne Beriicksichtigung der Zahlen y méglich ist, lassen sich Schliisse 
in Bezug auf die gréssten den gegebenen Buchstaben zu entnehmenden 
Zusammenstellungen der letztgedachten Eigenschaften, und damit auf 
die Werthezahl einer in diesen Buchstaben nur durch die gegebene 
Gruppe nicht geiinderten Function, ziehen. Denn man braucht ja nur 
die Bedingungen, von denen im Satze 6 die Rede ist, so zu beschranken, 
dass ihnen mit Ausnahme der identischen alle geraden, bezw. iiber- 
haupt alle, Substitutionen geniigen, damit auch die Gesammtheit der 
darin als herausgegriffen vorausgesetzten Buchstaben eine Anzahl dar- 
stellt, in der ausser der identischen keine gerade, bezw. iiberhaupt 
keine, Substitution zur gegebenen Gruppe gehért. Und dann hat man 
nach Satz 7 wenn wu’ > 3 gesetzt werden kann, und w die Zahl dieser 
herausgegriffenen Buchstaben, m die aller gegebenen bezeichnet, zwei 
Zusammenstellungen der gleichen fraglichen Art, von denen die eine 


P : ‘ <4 
aus den herausgegriffenen x, die andere aus einer unterhalb zu), 


bezw. der nicht héheren der zwei Grenzen =u — 1 und =u, beliebig 


wahlbaren Zahl m derselben 2 und den iibrigen » — x der gegebenen 
Buchstaben besteht. Von zwei Zahlen, x und » — x + m, kann aber 


nicht jede kleiner als die halbe Summe derselben, = (n-++m), sein. 
Und was m betrifft, so sind ja die gréssten noch unter = wu’ — 1 bezw. 
>u liegenden ganzen Zahlen keinesfalls kleiner als =u — 2 bezw. 
“u—1. Mithin: 


8. Sind irgend n Buchstaben und eine Substitutionengruppe gegeben, 
die in denselben ausser der identischen keine Substitution von weniger 
als w und keine gerade von weniger als u’ Buchstaben enthdlt; kann 
ferner u' > 3 gesetzt werden, oder, was dasselbe sagt, findet sich in 
der gegebenen Gruppe kein auf die gegebenen n Buchstaben beschriinkter 
Cyclus dritter Ordnung: so lisst sich aus diesen Buchstaben eine Anzahl 


; ; 1 ‘ . ' . 
von nicht weniger als >" >ye — 1, bezw. als der nicht grissere der 


ro] 


beiden Ausdriicke 5 n+ =u — 1 und s n+ oe u— = herausgreifen, 


auf welche ausser der identischen keine gerade, bezw. iiberhawpt keine, 
Substitution der gegebenen Gruppe beschrdnkt ist. 


In diesem wie den beiden vorhergehenden Sitzen ist tibrigens der 
auf die geraden Substitutionen der gegebenen Gruppe beziigliche Theil 
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eine blosse Folge des andern, da ja diese Substitutionen eine Gruppe 
fiir sich bilden, die man an Stelle der ganzen gegebenen betrachten 
kann, und fiir die dann « = w’ zu setzen ist. 

Ausserdem besteht eine einfache Beziehung zwischeu jeder Anzahl 
von Buchstaben , auf die keine von der identischen verschiedene gerade 
Substitution einer gegebenen Gruppe beschriinkt ist, und der gréssten 
in dieser Anzahl] enthaltenen, in welcher derselben Gruppe iiberhaupt 
keine Substitution ausser der identischen angehért. Auf die Buch- 
staben einer. Anzahl der ersteren Art kann nimlich auch héchstens 
eine einzige ungerade Substitution der gegebenen Gruppe beschriinkt 
sein, und zwar nur zweiter Ordnung. Denn sowohl die Aufeinander- 
folge zweier verschiedener ungerader Substitutionen einer Gruppe, als 
die zweite Potenz jeder Substitution derselben von héherer als zweiter 
Ordnung, stellt ja eine zur niamlichen Gruppe gehiérige, von der 
identischen verschiedene gerade Substitution dar, die keinen neuen 
Buchstaben vertauscht. 

Aus irgend solchen Buchstaben aber, in denen eine gegebene 
Gruppe nur eine einzige von der identischen verschiedene Substitution 
enthalt, geniigt es offenbar, einen beliebigen der von dieser betroffenen 
Buchstaben wegzulassen, um in den iibrig bleibenden eine nur um 1 
kleinere Anzahl zu haben, auf deren Buchstaben iiberhaupt keine 
Substitution der gegebenen Gruppe ausser der identischen beschrinkt 
ist. Und folglich: 

9. Ist eine Anzahl von Buchstaben, in denen einer gegebenen 
Gruppe keine von der identischen verschiedene gerade Substitution 
(und also anch héchstens eine einzige ungerade) angehért, nicht schon 
selbst auch eine solche, auf deren Buchstaben tiberhaupt keine Sub- 
stitution der gegebenen Gruppe ausser der identischen beschrinkt ist, 


so ist die grésste in ihr enthaltene Anzahl dieser letzteren Eigenschaft 
nur um 1 kleiner als sie. 


Mehr, als in 8, lisst sich auf Grund der Sitze 6 und 7 in folgen- 
der Weise erreichen: 

Man habe wieder irgend eine Substitutionengruppe und » Buch- 
staben, die nicht schon in ihrer Gesammtheit eine fiir sich allein durch 
diese Gruppe unvertauschbare Anzahl darstellen, in denen also der 
Gruppe von der identischen verschiedene Substitutionen nicht ganz 
fehlen. Es bezeichne ferner u die kleinste unter den Buchstabenzahlen 
aller dieser Substitutionen, nicht wie bisher nur eine untere Grenze 


dafiir, und keine gerade unter denselben vertausche wieder weniger als 
«’ Buchstaben. 











168 Atrrep Bocuert. 


Denkt man sich dann aus der gegebenen Gruppe eine auf die 
gegebenen » Buchstaben beschriinkte Substitution der kleinsten Buch- 
stabenzahl « herausgegriffen, so haben die von derselben nicht ver- 
tauschten » — uw der m Buchstaben entweder die Eigenschaft, dass in 
ihnen keine, bezw. keine gerade, Substitution mehr ausser der iden- 
tischen zur gegebenen Gruppe gehdrt, oder nicht. 


Im ersten Falle, der ja nach der Bedeutung von « der allein mégliche 
ist, sobald n— u < wu bezw. < u’, d.h. uw > : n, bezw. u+u’ >n, 


ist, sei m — w+ y die kleinste Anzahl unter den gegebenen » Buch- 
staben, welche die von der herausgegriffenen Substitution nicht be- 
troffenen » — wu derselben umfasst, aber nicht mehr, wie diese, der 
Bedingung geniigt, dass sich keine, bezw. keine gerade, auf sie be- 
schrankte Substitution ausser der identischen in der gegebenen Gruppe 
findet. Dann bilden die »—w noch mit beliebigen y — 1 der von 
der herausgegriffenen Substitution vertauschten iibrigen u gegebenen 
Buchstaben eine dieser Bedingung entsprechende Zusammenstellung. 
Diese y— 1 lassen sich nun offenbar insbesondere so wihlen, dass 
jene Substitution alle mit Ausnahme von hichstens einem, also min- 
destens y— 2 von ihnen, wieder durch welche von ihnen ersetzt; 
indem z. B. der Reihe nach, soweit noch verfiigbar, zum folgenden 
Buchstaben immer derjenige genommen wird, den die Substitution an 
die Stelle des vorhergehenden bringt. Und unter den in den gegebenen 
m Buchstaben hiernach méglichen, fiir sich allein durch keine, bezw. 
keine gerade, Substitution der gegebenen Gruppe vertauschbaren 
Zusammenstellungen, die neben allen von der herausgegriffenen Sub- 
stitution nicht betroffenen » — u dieser Buchstaben y —- 1 auf solche 
Weise von derselben vertauschte umfassen, kann nach Satz 6 keine, 
die nicht noch im einer andern von ihnen ganz enthalten sein soll, 
mit den w Buchstaben der herausgegriffenen Substitution weniger als 
m, gemein haben, und also iiberhaupt aus weniger als n — u + m, 
Buchstaben bestehen, wenn m, die kleinste ganze Zahl bezeichnet, die 


weder niedriger ist als + (w+y—2)— 1, noch als die nicht héhere 
der beiden Grenzen + (u’+-y —2) — 1 und $ (w-+-y—2), noch auch 
als der nicht gréssere der Ausdriicke > u’— 1 und > w. Denn r ist 
ja hier > y — 2 und zugleich seinem Begriffe nach >0. Was ferner 
y betrifft, so ist » —u-+y nach der dariiber gemachten Annahme 
nicht kleiner als «, bezw. auch als u’, die vorausgesetzte untere Grenze 
fiir jede Anzahl unter den gegebenen » Buchstaben, auf die schon 
mindestens eine von der identischen verschiedene, bezw. iiberdies gerade, 
Substitution der gegebenen Gruppe beschrankt sein soll; also y>2u—n, 
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bezw. auch >u-+ u’ —n, undn —u+ t(uty—2) —1 pins, 
n—u-+ 5(u'ty—2)—1> 50+ 50’ —w —3 
2 = 5 
bezw. 23" + 3 (u — 4) ae 
n—u++(upy—2) > n+ Lu — Ibeaw. > int iu’ — 1, 
Und folglich ist in diesem Falle die grésste unter den gegebenen 


nm Buchstaben vorhandene Anzahl, in der die gegebene Gruppe keine, 
bezw. keine gerade, Substitution ausser der identischen enthilt, weder 


kleiner als =n —", noch als der nicht gréssere der Ausdriicke 


2 — 5 1 1 

s*t+7e-—9)-Z und a*t ze—1, 

2 2 , 5 1 Sy» 
bezw. =n + > (wu —u) — > und s*+7e — 1, 


noch auch als » — u-++- m, wenn m die kleinste nicht zugleich unter 
jeder der Grenzen = wu’ —1 und oa u liegende ganze Zahl bedeutet. 
Unter der Voraussetzung u > a n gilt tibrigens von den zwei 
Ausdriicken =n +- =(u'— u) — a und sn + + u — 1 der. erste als 
untere Grenze in der eben angegebenen Beziehung immer, nicht nur, 


wie gezeigt, wenn er nicht grésser ist als der andere. Denn unter 
jener Voraussetzung kann derselbe ja den letzteren nur dann tibersteigen, 


wenn u' > an + 2 wird. Ist dies aber zugleich neben u > on der 
Fall, so besteht die fragliche untere Grenze =n +4 (w’— u) — 3 


deshalb, weil sie dann noch nicht iiber w’ — 2 liegt; wahrend nach 9 
hier, wo auf keine Anzahl von weniger als uw’ der gegebenen » Buch- 
staben irgend eine von der identischen verschiedene gerade Substitu- 
tion der gegebenen Gruppe beschrankt sein soll, die grésste fiir sich 
allein durch letztere iiberhaupt unvertauschbare Anzahl unter diesen 
Buchstaben keinesfalls kleiner als wu’ — 2 ist. 

Aus dem Gesagten ergiebt sich zunichst schon: 

10. Vertauscht unter den von der identischen verschiedenen Sub- 
stitutionen einer Gruppe jede auf gegebene n Buchstaben beschrankte mehr 
als die halbe Zahl dieser Buchstaben, so findet sich unter den letzteren 


immer eine Anzahl von nicht weniger als = n— >, auf die tiberhaupt 
keine jener Substitutionen beschrdnkt ist. 

Und sogar: 

(10.) Ist u die kleinste unter den Buchstabenzahlen aller auf ge- 
gebene n Buchstaben beschriinkten, von der identischen verschiedenen 
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Substitutionen einer Gruppe, und vertauscht keine gerade unter diesen 
Substitutionen weniger als u’ Buchstaben, so lisst sich aus den gegebenen 


n Buchstaben unter der Voraussetzung u > s n eine Anzahl von nicht 
weniger als + n + + (u’— wu) — 4 herausgreifen, auf die keine Sub- 


stitution der gegebenen Gruppe ausser der identischen beschrdnkt ist, 
und unter der Voraussetzung u + u’ > n eine nicht zugleich unter jedem 
der Ausdriicke - n+ . (u’—u) — 4 und > n+ s wu’ —1 liegende 
Zahl, in deren Buchstaben wenigstens keine von der identischen ver- 
schiedene gerade Substitution zur Gruppe gehért. 

Es bleibt nun noch der andere-Fall, dass die gegebene Gruppe 
auch in denjenigen » — u der gegebenen » Buchstaben, die von einer 
aus ihr herausgegriffenen, auf die letzteren beschrinkten Substitution 
der kleinstméglichen Buchstabenzahl uw nicht betroffen werden, noch 
mindestens eine von der identischen verschiedene, bezw. iiberdies gerade, 
Substitution enthilt. 

In diesem Falle hat nach Satz 6 jede der in den gegebenen n 
Buchstaben méglichen fiir sich allein durch keine, bezw. keine gerade 
Substitution der gegebenen Gruppe vertauschbaren Zusammenstellungen, 
. die noch nicht ganz in einer andern der namlichen Art enthalten sind, 
mit jenen »— wu Buchstaben, weil mit jeder auf dieselben beschrinkten 
von der identischen verschiedenen, bezw. iiberdies geraden, Substitu- 
tion der Gruppe, mindestens m, bezw. m’, gemein, wenn m’ die kleinste 


nicht unter $ u’ — 1, m wieder die kieinste nicht zugleich unter jedem 


der Ausdriicke zu — 1 und + u liegende ganze Zahl bezeichnet. Ins- 


besondere also auch jede solche unter diesen Zusammenstellungen, die 
beliebig gewahlte « — 1 der w von der herausgegriffenen Substitution 
vertauschten Buchstaben umfasst, bezw. wenn es sich nur um die 
geraden Substitutionen handelt, und w’ > w gesetzt werden kann, alle 
diese wu, Und eine solche ist ja immer vorhanden, da nach Voraus- 
setzung auf weniger als u’ der gegebenen m Buchstaben keine gerade 
und auf weniger als « derselben iiberhaupt keine Substitution der ge- 
gebenen Gruppe ausser der identischen beschrinkt ist. Man denke sich 
nun irgend eine Zusammenstellung dieser besonderen Art, und die 
Buchstabenzahl derselben sei x Darf man dann uw’ > 3 annehmen, 
d. h. gehért in den gegebenen » Buchstaben keine von der identischen 
verschiedene gerade Substitution von weniger als vier Buchstaben, oder, 
was ja dasselbe sagt, kein Cyclus dritter Ordnung, zur gegebenen 
Gruppe, so bilden nach Satz 7 beliebige m — 1, bezw. m’ — 1, der 
gedachten x Buchstaben mit den iibrigen » — x gegebenen zusammen 
wieder eine Anzahl, auf deren Buchstaben keine, bezw. keine gerade 
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Substitution der Gruppe ausser der identischen beschrinkt ist. Wahlt 
man aber jene m — 1, bezw. m’ — 1, Buchstaben aus den mindestens 
m, bezw. m’, die, wie vorher gezeigt, unter den gedachten x von der 
herausgegriffenen Substitution nicht betroffen werden, so miissen, wieder 
nach Satz 6, zu der entstehenden Zusammenstellung von n—x-+-m—1, 
bezw. » — x -+ m’ — 1, in der ja nur einer, bezw. auch keiner, von 
den « Buchstaben dieser Substitution vorkommt, noch wenigstens 
m—1, bezw. m, der letzteren hinzutreten, um eine solche fiir sich 
allein durch keine, bezw. keine gerade, Substitution der gegebenen 
Gruppe vertauschbare Anzahl der gegebenen » Buchstaben daraus zu 
machen, die nicht mehr in einer andern der namlichen Art ganz ent- 
halten ist. Das giebt zusammen eine Zahl von nicht weniger als 
n—x-+-m—1+m—1l=—n—2+2m—2, bezw. n—x+ m'—1+m, 
Buchstaben , der gleichen Art, wie nach Voraussetzung die gedachten 
a; und da von zwei Zahlen, x und n — x + 2m — 2, bezw. x und 
n—xz-+m-+ m’ —1, nicht jede kleiner als die halbe Summe der- 


1 1 1 ero, Ale 
selben, =” -+ m— 1, bezw. yetymt+ zm —z, sein kann, so 


ist damit bewiesen, dass sich unter den gemachten Annahmen aus 
den gegebenen » Buchstaben eine Anzahl von nicht weniger als 
3 n+ m — 1 herausgreifen liisst, in denen die gegebene Gruppe keine 
von der identischen verschiedene Substitution enthalt, und, wenn u’>u 
zu setzen ist, eine solche von nicht weniger als +n m+ +m — + , 
in denen mindestens keine gerade Substitution ausser der identischen 
zur Gruppe gehdrt. 


° . ° 1 
Nun ist zugleich von diesen unteren Grenzen > n+ m— 1 und 


rl 1 eae a , s ae i F 
7e+7e+,¢-; die erste nicht héher als die im vorigen 


Falle gefundene entsprechende n -—u-—+m, so lange u< 5 n+ 1, 
und die zweite nicht, so lange u ++ (m'—m) <+.n+~ bleibt. 


Und folglich hat man als Erginzung von 10 und (10) den Satz: 


11. Ist u die kleinste unter den Buchstabenzahlen aller auf gegebene n 
Buchstaben beschrénkten von der identischen verschiedenen Substitutionen 
einer Gruppe, und vertauscht keine gerade unter diesen Substitutionen 
weniger als u’ Buchstaben; bezeichnet ferner m die kleinste nicht zugleich 


unter jedem der Ausdriicke —u' —1 und +u, m die Kleinste nicht 


unter = — 1 liegende ganze Zahl; und kann u’ > 3 gesetet werden, 


oder, was dasselbe sagt, enthdlt die gegebene Gruppe keinen Cyclus 
dritter Ordnung in den gegebenen n Buchstaben: so findet sich unter 
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den letateren, wenn usin + 1, immer eine Anzahl von nicht weniger 
als n+ m—1, im denen keine Substitution ausser der identischen 
zur gegebenen Gruppe gehirt, und, wenn sowohl u' >u eu setzen, 
als u + s (m’—m) < + n+ + ist, eine solche von nicht weniger als 
in + im ~ . m — >) auf die wenigstens keine von der identischen 
verschiedene gerade Substitution der Gruppe beschrdnkt ist. 

Betrachtet man wieder noch statt der ganzen gegebenen Gruppe 
die aller geraden Substitutionen derselben , so erhilt man als unmittel- 
bare Folgerung aus 10 und 11: 

12. Ist wu’ die kleinste unter den Buchstabenzahlen aller auf ge- 
gebene » Buchstaben beschriinkten von der identischen verschiedenen 
geraden Substitutionen einer Gruppe, so ist die grdsste unter diesen n 
Buchstaben vorkommende Anzahl, auf die iiberhaupt keine gerade Sub- 
stitution der gegebenen Gruppe ausser der identischen beschriinkt ist, 


nicht kleiner als on —3, wenn u’ > =n ist, und nicht kleiner als 
+n +m —1, wenn 3 < w’ <5n + 1 ist, und m’ die kleinste nicht 
unter zu — 1 liegende ganze Zahl bezeichnet. 


Schliisse aus den erhaltenen Satzen 10, (10), 11 und 12 hinsicht- 
lich der Werthezahl einer Function in irgend welchen Buchstaben 
ergeben sich wie friiher einfach dadurch, dass man diese Buchstaben 
und die Gruppe aller die Function nicht aindernden Substitutionen in 
denselben zu gegebenen nimmt. Niimlich, da eben eine Function 
durch Vertauschung von & Buchstaben unter einander allein k! ver- 
schiedene Werthe erlangt, wenn sie durch jede der in diesen k Buch- 
staben modglichen k! Substitutionen ausser der identischen gedindert 


wird, und wenigstens —-, wenn sie keine der wieder eine Gruppe 


bildenden st geraden unter diesen Substitutionen ausser der identischen 


zulisst, also einschliesslich letzterer tiberhaupt héchstens zwei Sub- 
stitutionen in den & Buchstaben: 

Il. Ist u die kleinste von den Buchstabenzahlen aller auf gegebene 
n Buchstaben beschriinkten von der identischen verschiedenen Substitu- 
tionen, die eine gegebene Function nicht dndern, u' von denen aller 
geraden unter diesen Substitutionen ; bezeichnet ferner k die grisste unter 
den gegebenen n Buchstaben vorkommende Anzahl von solchen, durch 
deren Vertauschung unter eimander allein die gegebene Function schon 
k!==1.2...k verschiedene Werthe erlangt, k’ die grisste von solchen, 


in denen allein sie wenigstens 4 annimmt: so ist 
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k nicht kleiner als J n+s z (u — u) —+, wenn u >+ 


als n+ m—1, wenn u<on+l, u'>3, und m 


die kleinste or Zahl ist, die nicht ougleich unter jeder der Grenzen 


-w —1 und +u liegt, 


kK’ nicht kleiner als n——, wenn u’ > pn 


als n+ m’ —1, wenn 3 <u ‘<i n+1 und m’ die 
kleinste nicht unter zu liegende Zahl ist, 
als der nicht gréssere der Ausdriicke + n+ 2 (u’—u)— = 
und Sn su! — 1, wenn u+u'>n, 
1 1 coe” oe 1 1 
als zg *tym+ sm — Zz, wenn Ut s(m—m)<Ssn+ 5, 
und u’ sowohl > 3, als > wu ist. 

Dass ausserdem nach den Bedeutungen von u« und wu’ immer 
k>u—1, und Kk >wu’ — 1 ist, ferner, nach 9, k>k — 1, braucht 
kaum bemerkt zu werden; ebenso, dass k’ =, und also k>n—1 
ist, wenn sich unter den die Function nicht aindernden Substitutionen 
in den gegebenen » Buchstaben keine von der identischen verschiedene 


gerade findet, in welchem Falle allein es ja eine Zahl wu’, und mdg- 
licherweise auch uw, nicht giebt. 


Da iibrigens in II sn + m—1 nicht zugleich kleiner als 
in +50" — 2 und +n + >u— 1, also jedenfalls >in+ zu—2 


ist (weil ja u’ >), und in +m —1 >on +50 — 2, wihrend 
-n 4+ zy — 2 mit y abnimmt und 3 n — : nicht tibersteigt, so lange 


y <5n +1 bleibt, so lasst sich ein wesentlicher Theil des eben 


erhaltenen Ergebnisses, das den in Abschnitt I dieser Arbeit (Bd. 33) 
fiir sich bewiesenen einfacheren Satz I offenbar umfasst, schon in dem 
Satze aussprechen: 


II’. Ist sowohl u als u’ + -. 1, aber (wenn n > 4) u’ > 3, 
und wird eine Function in gegebenen n Buchstaben durch jede Substitution 
von weniger als u und jede gerade von weniger als u’ Buchstaben, ab- 
gesehen von der identischen, gedndert: so ist der grisste Werth von k, 
welcher der Bedingung geniigt, dass sich unter den gegebenen n Buch- 


Mathematische Annalen, XL, 12 
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staben k finden, durch deren Vertauschung unter einander allein die 
gegebene Function schon k!=1.2...k verschiedene Werthe erlangt, 


nicht kleiner als in +i — 2, noch sogar als der kleinere der Aus- 


driicke on +iw — 2 und +n +54 — 1, und der grisste Werth 
von i’, der die Bedingung erfiillt, dass unter den gegebenen n Buch- 
staben k’ vorkommen, in denen allein die Function wenigstens EL ney. 


schiedene Werthe annimmt, nicht kleiner als <n +o’ — 2. 


Ist noch bekannt, dass unter den gegebenen » Buchstaben durch 
die auf dieselben beschrainkten Substitutionen der gegebenen Gruppe 
nicht mehr als m, verschiedene betroffen werden, durch die geraden 
unter diesen Substitutionen nicht mehr als »,, so sind die gefundenen 
Siitze besser zuniichst auf diese n,, bezw. ,', statt auf alle » gegebenen 
Buchstaben anzuwenden (wodurch offenbar im ersten Falle weder » 
noch uw’, im zweiten héchstens w sich andert, d. h. méglicherweise 
groésser wird) und dann erst die iibrigen » —n,, bezw. n — nm,’ der 
letzteren zu beriicksichtigen. Denn, wie friiher schon bemerkt, bilden 
ja diese tibrigen » — n,, bezw. n — n,’, mit jeder fiir sich allein durch 
keine, bezw. keine gerade, Substitution der gegebenen Gruppe ver- 
tauschbaren Anzahl der andern »,, bezw. »,, gegebenen Buchstaben 
wieder eine Anzahl der niimlichen Eigenschaft; so dass auch aus den 
unteren Grenzen, die fiir die grésste derartige Anzahl unter den n,, 
bezw. n,, durch jene Siitze geliefert werden, entsprechende fiir alle n 
gegebenen Buchstaben durch Hinzufiigung von n—n,, bezw. n —ny, 
folgen. Auf diese Weise ergeben sich z. B. die genaueren Grenzen 


2 5 1 5 
8—% +> %— Fen — FHF: 
bezw. 
oe a. 
S—%, + 5% — 5 *—- FF 
2 5 
statt >" —>5 
1 1 , 
n—N +> +m—l—n——n, +m — 1 
1 . ee a : 
statt 5 -+ m— 1 u.s. w. mit den Giiltigkeitsbedingungen u > + My, 


bezw. u’ > 2 m,, statt « bezw. u’ > : nm, Us 4 m +1. statt 


<pntluse. 
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Kine Gelegenheit zur Anwendung des Erhaltenen bietet das Ergebniss 
meiner nachfolgenden. Arbeit tiber die Classe der transitiven Gruppen, 
nach welchem die Buchstabenzahlen aller von der identischen ver- 
schiedenen Substitutionen einer Gruppe von » Buchstaben, welche die 
alternirende ihres Grades nicht enthalt, bei mehr als einfacher Transi- 


tivitit der Gruppe nicht nur > 3, sondern > on —1, bei mehr als 
zweifacher > * n — 1, bei mehr als dreifacher >Sn —1 sind. Ver- 
bindet man dies mit Satz II’, indem man eine solche Gruppe als die 
aller Substitutionen in ihren » Buchstaben auffasst, die eine Function 
nicht indern, und beachtet, dass eine Function, die eine alternirende 
Gruppe zulisst, in den Buchstaben derselben héchstens zweiwerthig, 
entweder alternirend oder symmetrisch, ist, so hat man sofort die 
Folgerung: 

Ist eine Function in gegebenen n Buchstaben mehr als eweiwerthig, 
d. h. weder symmetrisch noch alternirend, so ist der grésste Werth von 
k, welcher der Bedingung geniigt, dass sich unter diesen n Buchstaben k 
finden, durch deren Vertauschung unter einander allein die gegebene 
Function schon k! = 1.2...k verschiedene Werthe erlangt, bei mehr 
als einfacher Transitivitit derselben > “5 n— - bet mehr als gwei- 
facher > <a n —<, bei mehr als dreifacher >t nn — =. 

(In der niichsten Fortsetzung dieser Arbeit gedenke ich weiter zu 
zeigen, dass jede Function, die durch alle auf gegebene » Buchstaben 
beschrinkten und nicht mehr als 3(2*— 1) vertauschenden geraden, nicht 
identischen Substitutionen geindert wird, in diesen » Buchstaben min- 


destens ([ rr!) verschiedene Werthe hat, unter Ah irgend eine 





positive ganze Zahl und unter Ltr] das Ganze von Sar ver- 
standen.) 








Ueber die Classe der transitiven Substitutionengruppen. 
Von 


Aurrep Bocuert in Breslau. 


Schon bei den in Bd. 29 und 33*) dieser Zeitschrift verdffent- 
lichten Untersuchungen iiber die Transitivititsgrenze der Substitutionen- 
gruppen, welche die alternirende ihres Grades nicht enthalten, habe 
ich auch neue untere Grenzen fiir die Classe solcher transitiver Gruppen, 
d. h, die kleinste unter den Buchstabenzahlen aller von der identischen 
verschiedenen Substitutionen derselben, abgeleitet. Indessen leiden diese 
damals gefundenen Grenzen, obwohl mit dem Transitivitiitsgrade sehr 
rasch wachsend, an dem Mangel, nicht auch zum Grade der Gruppe, 
d. h. der Gesammtzahl der von derselben vertauschten verschiedenen 
Buchstaben, in Beziehung zu stehen. Diesen Mangel ist es mir nun 
gelungen zu beseitigen und dadurch noch wesentlich vortheilhaftere 
Ergebnisse zu erhalten. Dieselben fiihren dann auch zu entsprechend 
genaueren Transitivitaitsgrenzen und erledigen so zugleich den noch 
ausstehenden Theil der vorerwahnten Untersuchungen, von dessen Ver- 
éffentlichung ich daher Abstand nehme. 

Die fraglichen Ergebnisse stiitzen sich zum Theil auf denselben 
Hiilfssatz, der auch dem vorangehenden Abschnitte meiner Arbeit 
tiber die Werthezahl zu Grunde liegt und darin unter 3 und 3’ be- 
wiesen ist, namlich: 

1. Haben zwei Substitutionen, die nicht durch einander in sich 
selbst transformirt werden, nicht mehr als m der von ihnen vertauschten 
Buchstaben gemein, und kommt es in der einen (S,)1,, in der andern 
(S,) r. verschiedene Male vor, dass einer dieser gemeinsamen Buch- 
staben wieder durch einen derselben ersetzt wird: so finden sich in 
jeder Gruppe, der beide Substitutionen angehiren, auf die Buchstaben 
der letateren beschriinkte, von der identischen verschiedene, gerade Sub- 
stitutionen, die nicht mehr als je 3m — r, — r, Buchstaben vertauschen 
(darunter hichstens m —r, von der ersten, S,, und m— 1, von der 


*) Daselbst 8,573, Z. 2 v. u. ,moch“ wegzulassen. 
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andern gegebenen, S,, nicht betroffene). Und zwar erhdlt man eine 
solche Substitution z. B., indem man auf die durch Transformation der 
einen gegebenen (S,) mittels der andern (S.) entstehende, von der urspriing- 
lichen verschiedene Substitution (S,-?S,S,) die Umkehrung (S,—) der 
urspriinglichen folgen ldsst (S,—'S8, S,S,~*). 

In einzelnen Fallen geniigt davon auch schon die einfachere 
Folgerung: 

l’. Haben zwei Substitutionen, die nicht durch einander in sich 
selbst transformirt werden, nicht mehr als m der von ihnen vertauschten 
Buchstaben gemein, so finden sich in jeder beide enthaltenden Gruppe 
von der identischen verschiedene gerade Substitutionen, die nicht mehr 
als je 3m Buchstaben vertauschen. 

[1] Unter Transformation einer Substitution durch eine andere 
ist dabei, wie immer, die Vollziehung der letzteren in den Buchstaben 
verstanden, mit denen die erstere ausgeftihrt wird; unter Transfor- 
mation in sich selbst eine solche, durch welche die zu transformirende 
Substitution nicht geaindert wird. In sich selbst transformirt wird also 
eine Substitution insbesondere durch keine andere, die auch nur einen 
von der ersteren vertauschten Buchstaben durch einen von derselben 
nicht betroffenen ersetzt, oder an die Stelle eines solchen bringt. Denn 
durch diese Transformation wird ja im ersten Falle ein vorher nicht 
vertauschter Buchstabe zu einem vertauschten, und im zweiten um- 
gekehrt ein vorher vertauschter zu einem nicht vertauschten. 


Ausserdem aber wird fortwahrend der Satz beniitzt: 


2. Die Gesammtheit derjenigen verschiedenen Substitutionen einer 
Gruppe, die einer gegebenen dhnlich sind und irgendwelche andere ge- 
gebene Eigenschaften besitzen, enthdlt jede iiberhaupt in ihr vorkommende 
Beziehung auch gleichoft in jeder Gestalt, welche die Beziehung durch 
irgend eine die gegebenen Eigenschaften nicht dndernde Substitution der 
gegebenen Gruppe erlangt. 

Dieser Satz beruht auf dem allgemeineren: 

(2) Die Gesammtheit der Substitutionen, oder sonstigen Buchstaben- 
verbindungen, von gegebenen Eiigenschaften wird durch jede Substitution 
in den zu Grunde gelegten Buchstaben, welche diese Eigenschaften nicht 
dindert, in sich selbst transformirt, d. h. abgesehen von der Reihenfolge 
ebenfalls nicht gedndert. 

Denn die Higenschaft einer Substitution, S,, zu einer gegebenen 
Gruppe zu gehdren, bleibt ja bei jeder Transformation mittels einer 
Substitution, S,, der nimlichen Gruppe erhalten, da die hierdurch 
entstehende, S,—!S,S,, durch blosse Zusammensetzung aus den beiden 
betrachteten, S, und S,, ableitbar ist; auch wird nach (2) jede Gruppe 
deshalb durch jede ihrer Substitutionen in sich selbst transformirt, weil 
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sie als Gesammtheit der eine gewisse Function nicht andernden Sub- 
stitutionen in ihren Buchstaben aufgefasst werden kann. Und die 
Aehnlichkeit mit einer gegebenen Substitution wird tiberhaupt durch 
keine transformirende Substitution beriihrt, nach dem Begriffe abnlicher 
Substitutionen als solcher, die sich nicht in der Art der von ihnen 
bewirkten Vertauschung, wohl aber in den vertauschten Buchstaben 
unterscheiden diirfen. Durch alle Substitutionen der hier gegebenen 
Gruppe, die auch die iibrigen gegebenen Eigenschaften ungeindert 
lassen, wird also die bei Satz 2 in Frage kommende Gesammtheit nach 
(2) in sich selbst transformirt. Und dies ist offenbar nur méglich, 
wenn dieselbe, wie behauptet, jede der verschiedenen Formen, die 
eine tiberhaupt in ihr vorkommende Beziehung durch diese Substitu- 
tionen annimmt, gleichoft enthiilt, 

Um aber die fast selbstverstindliche Richtigkeit von (2) einzusehen, 
braucht man offenbar nur zu beachten, dass die Zah! der verschiedenen 
Glieder einer Zusammenstellung von irgend welchen Verbindungen 
gegebener Buchstaben durch keine Substitution in den letzteren ge- 
andert werden kann; da ja sonst entweder schon bei der Transforma- 
tion der urspriinglichen Zusammenstellung mittels einer solchen Sub- 
stitution, oder bei der Riickverwandlung des Ergebnisses mittels der 
umgekehrten eine Umwandlung gleicher Glieder in verschiedene vor- 
kommen miisste, im Widerspruche mit der Eindeutigkeit des Sub- 
stitutionsverfahrens. 

Vorweg erwahnt seien endlich noch ais Satze, auf welche hiufiger 
Bezug zu nehmen sein wird, die zwei ihrem wesentlichen Inhalte nach 
bekannten: 

3. Zu jeder Substitution einer transitiven Gruppe findet sich in 
derselben immer mindestens eine ahnliche, welche die von der ersteren 
mit irgend einer den Transitivitatsgrad nicht tibersteigenden Anzahl 
von Buchstaben der Gruppe ausgefiihrte Vertauschung statt mit diesen 
mit ebenso vielen beliebig gewahlten andern Gruppenbuchstaben bewirkt. 

4. Die Classe einer ¢fach transitiven Gruppe n'" Grades ist 
keinesfalls grésser als » — ¢-+ 2, und, ausser wenn ¢ = m, auch nicht 
grésser als n —¢t+ 1. 

Der erste dieser Siatze ergiebt sich offenbar durch Verbindung des 
Transitivititsbegriffes, nach welchem mittels der Substitutionen einer 
transitiven Gruppe irgend eine den Transitivititsgrad nicht iiber- 
schreitende Anzahl der Gruppenbuchstaben beliebig aus den letzteren 
ersetzbar ist, mit dem schon zum Beweise von 2 beniitzten Umstande, 
dass die Substitutionen einer Gruppe einander wieder nur in solche 
derselben Gruppe transformiren. 

Der zweite Satz folgt einfach daraus, dass es nach dem Transi- 
tivitétsbegriffe méglich sein muss, wenn ¢’ irgend eine nicht negative 
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ganze Zahl < ¢ bezeichnet, mittels Substitutionen einer ¢-fach transi- 
tiven Gruppe von ” Buchstaben ohne Vertauschung von ?’ der letzteren 
noch irgend ¢—¢’ der tibrigen » — ¢’ Gruppenbuchstaben beliebig aus 
diesen zu ersetzen. Denn danach muss ja jede solche Gruppe Sub- 
stitutionen enthalten, die nicht mehr als » — ¢’ Buchstaben vertauschen 
und von der identischen verschieden sind, sobald nur » — ¢’ > 1 ist. 
Letzteres aber ist, da ¢ seiner Bedeutung nach nicht > » werden 
kann, immer der Fall, wenn ¢t’ = ¢ — 2, also n —¢t’=n—t-+ 2 ist; 
und, wenn nicht ¢=%, auch schon fir ¢’—¢—1, also n—?’ 
=n-—t-+1. Und beide Werthe, ¢—2 wie ¢—1, kann ja ?¢’ 
nach Voraussetzung annehmen, wenn ¢> 2 ist; wihrend fiir t < 2 
schon » —¢-+ 1 nicht weniger als der Grad, m, der Gruppe, und 
somit erst recht nicht weniger als die Classe derselben betrigt. 


I. 


Nachstehend soll nun zuniichst im Wesentlichen Folgendes be- 
wiesen werden: 


Enthilt eine Substitutionengruppe die alternirende ihres Grades 
nicht, und bezeichnet n diesen Grad, d.h. die Lahl aller von der Gruppe 
betroffenen verschiedenen Buchstaben, so vertauscht jede ihrer Substitu- 
tionen, von der identischen abgesehen, bei mehr als einfacher Transi- 


tivitiit der Gruppe nicht nur mehr als 3, sondern mehr als in —1 
Buchstaben, bei mehr als zweifacher mehr als 4 n—1 und bei mehr 


als dreifacher nicht weniger als zn —1. 


§. 


Man denke sich aus irgend einer Gruppe der Classe « und des 
Grades » eine Substitution der Buchstabenzahl w, also der kleinst- 
méglichen einer von der identischen verschiedenen Substitution der 
Gruppe, herausgegriffen, und andererseits die Gesammtheit derjenigen 
verschiedenen Substitutionen der letzteren, die der herausgegriffenen 
iihnlich, also auch von der gleichen Buchstabenzahl, sind und einen 
beliebig gewiihlten der von derselben betroffenen « Buchstaben, etwa 
a,, ebenfalls vertauschen. Die Zahl dieser Substitutionen sei 2; die- 
selbe ist von Null verschieden, da ja die herausgegriffene selbst dazu 
gehort. 

Dann ist nach Satz 1’ fiir jede von der letzteren nicht in sich 
selbst transformirte unter diesen z Substitutionen, wenn m’ die Zahl 
aller derjenigen Buchstaben der herausgegriffenen bezeichnet, die noch 
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ausser dem als allen ¢ gemeinsam vorausgesetzten a, von der be- 
trachteten Substitution gleichfalls betroffen werden: 


(1) 3(1+m’)>wu oder 3m’ >u— 3. 

Also auch, bei der Ganzzahligkeit von m’, wenn 3u, das groésste 
noch unter u liegende ganze Vielfache von 3 ist, Null nicht aus- 
geschlossen, das ja der Bedingung u > 3u, > u — 3 geniigt: 

(1’) 3m’ >3u, oder m’ > us. 

Nicht in sich selbst transformirt werden aber durch die heraus- 
gegriffene Substitution offenbar mindestens alle diejenigen der be- 
trachteten z, welche den von derselben an die Stelle des allen gemein- 
samen Buchstaben a, gebrachten, a,, ihrerseits nicht vertauschen. Ist 
demnach ¢ die Zahl dieser Substitutionen, so erhilt man durch 
Summirung der entsprechenden 2 Beziehungen nach (1): 


(2) 3Zym > 2 (u—3) 
und nach (1’): 
(2’) Zym > Z Us, 


wobei also 2m’, als Summe der beziiglichen 2 Zahlen m’, angiebt, 
wie viele verschiedene Male es insgesammt vorkommt, dass irgend 
eine der fraglichen 2 Substitutionen irgend einen der Buchstaben 
vertauscht, die von der herausgegriffenen ausser dem allen gemein- 
samen a, noch betroffen werden. 

Die Zahlen 2 und Sym’ sind nun mit Hiilfe des Satzes 2 naher 
bestimmbar, wenn die betrachtete Gruppe mehr als einmal transitiv 
ist (also auch » > 1). Denn es ist ja dann méglich, mittels solcher 
Substitutionen dieser Gruppe, die den allen betrachteten ¢ gemeinsamen 
Buchstaben a, nicht betreffen uud also auch die Eigenschaft der z, 
denselben zu vertauschen, bei der Transformation nicht indern, noch 
irgend einen der iibrigen » — 1 Gruppenbuchstaben durch einen be- 
liebigen derselben zu ersetzen. Und ist dies der Fall, so wird nach 
Satz 2 jeder dieser Buchstaben in der Gesammtheit der z Substitutionen 
gleichoft vertauscht. Jede der letzteren betrifft aber noch genau u — 1 
Buchstaben ausser dem allen gemeinsamen a@,, so dass in allen ¢ zu- 
sammen z(u—1) mal der Fall eintritt, dass irgend einer der iibrigen 
m— 1 Gruppenbuchstaben vertauscht wird. Wenn gleichoft, wird 


also jeder einzelne dieser Buchstaben genau z uo mal in den 2 Sub- 


stitutionen betroffen, oder, was ja dasselbe sagt, von genau z ee 


derselben, Und folglich ist bei mehr als einfacher Transitivitaét der 
betrachteten Gruppe 2’, als Zah! derjenigen unter den z Substitutionen, 
die einen gewissen jener » — 1 Buchstaben, namlich den von der 
herausgegriffenen fiir den allen gemeinsamen a, gesetzten a,, nicht 
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1 = g ae ferner, da von diesen 2’ Sub- 





t— 
vertauschen, = ¢ — ¢ >—> 


stitutionen unter den u — 1 Buchstaben, welche die herausgegriffene 
ausser dem allen gemeinsamen a, noch vertauscht, eben einer, a,, 
iiberhaupt nicht betroffen wird, und jeder der anderen u—2, wenn u>2, 
weniger oft, als von allen betrachteten 2 Substitutionen zusammen, zu 
deren iibrigen ¢ — ¢ ja auch die herausgegriffene selbst gehdrt, also 
sas mal, Zym’ <2 nas (w—2). 

Verbindet man diese Ergebnisse mit den vorhergehenden (2) und 
(2’), so erhalt man weiter: 








hier weniger als 2 





(w—1)(w— 2) (n—w)(w— 8) (w—1)(u—2) (nM — Ub) Ug 
ea ee ee 


also, da sowohl » — 1 als 2, wie bemerkt, > 0 ist: 


(3) 3(u—1) (w—2) >(n—u) (u—3), 
und 
(3’) (u—1) (w—2) > (m—u)us. 


Diesen Beziehungen wird durch nicht iiber 3 liegende Werthe der 
ihrem Begriffe nach mindestens 2 betragenden ganzen Zahl wu offen- 
bar immer geniigt. Soll dagegen « > 3 sein, so kann man der ersten, 
(3), durch beiderseitige Division mit u — 3 die Gestalt geben: 


Sewn) >n—u, 
oder, ausgefiihrt: 


3u + a> n—u, 





mithin : 
4u+——>n, 





Und daraus folgt ja bei der Ganzzahligkeit von « und m, sobald 


u>9, also — 





< | ist: 
4u>n oder u>in. 


Was aber die Fille 8>wu > 3 betrifft, so ist nach der andern 
Beziehung (3’), da u,, als durch 


u>3u,>u—3 
bestimmte ganze Zahl, 2 ist, wenn 9>u>6, und = 1, wenn 6>u>3:*) 
*) Es handelt sich hier selbstverstindlich nur um Folgerungen aus dem 


Gesagten, ohne Riicksicht auf sonst fiir diese besonderen Fille bekannte genauere 
Grenzwerthe, 
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n(<u 4+ Se") <29 fir u=—8 
<22 , wT 


<26 , u=—6 

<17 , u=x5 

<10 ,, wo=4. 
Somit hat man den Satz: 


I. Vertauscht jede von der identischen verschiedene Substitution einer 
mehr als einfach transitiven Gruppe mehr als drei Buchstaben, so auch 
nicht weniger als den vierten Theil aller iiberhaupt von der Gruppe 
betroffenen, ausser hichstens, wenn die Zahl der letzteren (der Grad der 
Gruppe) = 25 ist, und auch dann nicht weniger als die grisste diesen 
vierten Theil nicht dibersteigende ganze Zahl. 

(I). Von der identischen verschiedene Substitutionen aber, die 
nicht mehr als drei Buchstaben vertauschen, und das kénnen ja nur 
Transpositionen oder Cyclen dritter Ordnung sein, kommen bekannt- 
lich in einer mehr als einfach transitiven Gruppe nur dann vor, wenn 
dieselbe die alternirende ihres Grades, d. h. wenigstens alle geraden 
Substitutionen in ihren Buchstaben, enthilt, oder, was dasselbe sagt, 
wenn ihr Transitivitiitsgrad héchstens um 2 kleiner ist als die Zahl 
aller verschiedenen von ihr betroffenen Buchstaben. 

In der That, alle Substitutionen, die durch Transformation von 
solchen derselben Gruppe durch einander entstehen, gehdren ja wieder 
zu dieser; und durch Substitutionen einer mehr als einfach transitiven 
Gruppe lisst sich nach dem Begriffe der Transitivitiit immer so traus- 
formiren, dass an die Stellen von irgend zwei der Gruppenbuchstaben 
beliebige zwei derselben gebracht werden. 

Treten demnach iiberhaupt Transpositionen in einer solchen Gruppe 
auf, so auch simmtliche in den Buchstaben derselben migliche, weil 
aus irgend einer von ihnen durch Transformation mittels Substitutionen 
der Gruppe ableitbar, und also iiberhaupt alle Substitutionen in diesen 
Buchstaben, als Zusammensetzungen aus solchen Transpositionen; so 
dass die Gruppe. dann die vollstindige oder symmetrische in ihren 
Buchstaben ist. 

Und ebenso enthilt eine mehr als einfach transitive Gruppe ent- 
weder keine oder siimmtliche Cyclen dritter Ordnung in ihren Buch- 
staben, in welchem letzteren Falle sie ja tiberhaupt alle in denselben 
mdglichen geraden Substitutionen, als aus diesen Cyclen zusammen- 
setzbar, und damit die alternirende Gruppe ihres Grades, umfasst. 

Denn aus jedem in ihr vorkommenden Cyclus dieser Ordnung 
kann ja durch Transformation zunachst wenigstens ein solcher gleich- 
falls zu ihr gehériger abgeleitet werden, der einen beliebig gegebenen 
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Buchstaben der Gruppe, etwa a,, durch einen beliebig gewihlten 
andern, a, ersetzt. Sei (a,a,a,) ein solcher Cyclus, a, ein dritter 
willkiirlich gegebener Gruppenbuchstabe, und k noch von 3 verschieden, 
so ergiebt sich in der niimlichen Weise das Vorhandensein eines 
Cyclus dritter Ordnung in der Gruppe, der a, an die Stelle von 
bringt, etwa (a,a,ay). Ist nun a, weder mit a, noch a, einerlei, so 
giebt schon die einmalige Transformation des vorigen Cyclus (a, a, ax) 
durch den neuen (a,a,a;) einen zur Gruppe gehdérigen in den ge- 
gebenen drei Buchstaben a,, a, a,, namlich (a,a,a,). Und im andern 
Falle, wenn also k —1 oder = 2 ist, gelangt man zu einem solchen 
offenbar durch die Wiederholung der Transformation, oder was dasselbe 
sagt, durch die von (a,a@,a,) mittels der zweiten Potenz (a,aya,) von 
(axa,ayv). Damit ist aber die Behauptung bewiesen, da ja die Buch- 
staben a,, @,, a, beliebig unter denen der Gruppe gewahlt sein sollten, 
und die Zugehérigkeit irgend eines der zwei in denselben drei Buch- 
staben allein méglichen Cyclen dritter Ordnung zu einer Gruppe auch 
die des andern, als einer blossen Potenz des ersten, nach sich zieht. 
Dass sich dieser Beweis einfacher gestaltet, wenn die fragliche 
Gruppe mehr als zweifach transitiv vorausgesetzt ist, bedarf kaum der 
Erwihnung. Denn mittels Substitutionen derselben kann man dann 
eben sogar irgend drei der Gruppenbuchstaben durch beliebige drei 
der letztern ersetzen und somit jeden Cyclus dritter Ordnung in diesen 
Buchstaben unmittelbar in jeden andern darin méglichen transformiren. 


2. 


Es sei jetzt weiter vorausgesetzt, dass die betrachtete Gruppe 
ne" Grades und wt Classe mehr als zweifach transitiv ist, alsa auch 
n> 2. 

Man denke sich dann aus derselben zwar wieder irgend eine Sub- 
stitution der Buchstabenzahl w herausgegriffen, aus den dieser ihn- 
lichen , also auch genau je u Buchstaben vertauschenden, Substitutionen 
der Gruppe dagegen diesmal nur die Gesammtheit derjenigen, die einen 
beliebig gewahlten, a,, unter den von der herausgegriffenen ver- 
tauschten Buchstaben durch irgend einen und denselben von letzterer 
nicht betroffenen, etwa a@,4:, ersetzen. Das Vorhandensein solcher 
Substitutionen folgt offenbar aus den Siitzen 3 und 4; ihre Anzahl, 
die also > 0 ist, sei 2,. Durch keine derselben wird nach [1] die 
herausgegriffene in sich selbst transformirt; fiir jede von ihnen ist 
somit nach Satz 1, wenn m’ wieder angiebt, wie viele Buchstaben 
der herausgegriffenen noch ausser dem allen gemeinsamen a, auch 
von der betrachteten betroffen werden, und 7, fiir wie viele von 
diesen 1-+ m’ gemeinsamen Buchstaben die erstere wieder welche 
derselben setzt: 
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(4) 3(1-+m')—r,>u oder 3m’ —r, >u —3. 
Also auch erst recht: 3m’ >u— 3, und, wie hieraus wieder bei der 
Ganzzahligkeit von m’ folgt, wenn 3u, das kleinste nicht unter u—3 


liegende ganzé Vielfache von 3, einschliesslich Null, bezeichnet: 
(4’) 3m’ >3u, oder m’ > us. 


Durch Summirung der so entstehenden je 2, Beziehungen ergiebt 
sich nach (4): 


(5) 3 =m ~" 2, ro = od (u — 3) 
und nach (4): 
(5) =., m = &, U3, 


wobei also 2,,m’, als Summe der entsprechenden 2, Zahlen m’, aus- 
driickt, wie viele verschiedene Male es in der Gesammtheit der be- 
trachteten 2, Substitutionen vorkommt, dass irgend einer der u — 1 
Buchstaben vertauscht wird, die ausser dem allen gemeinsamen a, von 
der herausgegriffenen betroffen werden, und 2,,7,, als Summe der 2, 
Zahlen r,, wie viele Male, dass zugleich mit einem Buchstaben der 
herausgegriffenen auch der von dieser dafiir gesetzte durch eine und 
dieselbe Substitution vertauscht wird. 

Nun wird die gemeinsame Eigenschaft der betrachteten 2, Sub- 
stitutionen, einen gewissen Buchstaben, a,, der herausgegriffenen durch 
einen gewissen von letzterer nicht betroffenen, a,,1, zu ersetzen, durch 
keine transformirende Substitution geiindert, welche diese beiden Buch- 
staben selbst unberiihrt lisst. Und mittels der die letztere Bedingung 
erfiillenden Substitutionen der betrachteten Gruppe kann man bei der 
mehr als zweifachen Transitivitiit derselben noch irgend einen der 
iibrigen » — 2 Gruppenbuchstaben an die Stelle eines beliebigen unter 
ihnen bringen. Nach Satz 2 wird folglich in der Gesammtheit der 2, 
Substitutionen jeder dieser Buchstaben gleichoft vertauscht. Fir alle 
zusammen betrigt aber darin die Zahl solcher Vertauschungen z,(u— 2), 
da ja jede der z, Substitutionen genau «— 2 der fraglichen » — 2 
Buchstaben betrifft. Auf jeden einzelnen der letzteren kommen somit 
genau 4, £-3 dieser Vertauschungen, Und da zu den » — 2 Buch- 
staben alle «— 1 gehéren, die ausser dem durchweg gemeinsamen 


a, von der herausgegriffenen Substitution vertauscht werden, so ist 


, —2 P ° 
2, = £, + (w—1); ferner 2,,7,, weil offenbar mindestens der 


Summe der zwei Zahlen gleich, die angeben, wie viele Male in der 
Gesammtheit der betrachteten 2, Substitutionen (oder, was ja dasselbe 
sagt, von wie vielen der letzteren) einerseits derjenige Buchstabe 
betroffen wird, durch den die herausgegriffene den von allen ver- 
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tauschten a, ersetzt, und andererseits der méglicherweise gleiche, an 
dessen Stelle dieselbe wieder diesen Buchstaben a, bringt, 


2 22, te 


Fiihrt man diese Ergebnisse in (5) und (5’) ein, so erhilt man: 
te, 2-Se— 2 .. o. 2 > 








n—2 " nae =" (u—3) 
und 
(w— 2) (w—1) 
aS 


also, da » — 2 sowohl als z, > 0 ist: 
3(u—2) (u—1) — 2(u—2) > (w—3) (n—2) 


und 
(6’) (w—2) (u—1) > u,(n —2). 

Aus der vorletzten Beziehung folgt nun unter der Voraussetzung 
u > 3, unter der man wieder beiderseits mit « — 3 dividiren darf: 


Su ~ 9 4-  §, 





o—s = 
oder 
(6) But jog 2m, 
und hieraus weiter bei der Ganzzahligkeit von u und n, sobald u > 7, 
also — <1 ist: 





3u>n oder u>Tn. 


Und was die Fille 7 > > 3, betrifft, so ergiebt sich mit Hilfe von 
(6’), da uw, seiner Bedeutung nach = 2 ist, wenn wu=7, und —1, 
wenn 6>u > 3:*) 
n<i7 fir w=—7, nach (6) 
<19 , w=—6, » (6) 
<— 14, w=_d 6” 
<S8w pa " @). 

Das giebt, verbunden mit den vorher unter (I) gemachten Be- 
merkungen, den Satz: 

I. Enthdlt eine mehr als zweifach transitive Gruppe die alternirende 
thres Grades nicht, so vertauscht keine von der identischen verschiedene 
Substitution derselben weniger als den dritten Theil aller tiberhaupt von 
der Gruppe betroffenen Buchstaben, ausser hichstens, wenn die Zahl der 
leteteren (der Grad der Gruppe) =19 ist, wnd auch dann keine weniger 
als die grisste diesen dritien Theil nicht iibersteigende ganze Zahl. 


*) S. die vorhergehende Anmerkung. 
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Die letztere untere Grenze wiirde sich auch schon bei Be- 
schrinkung auf die Beziehung (6’), also ohne Beniitzung der Zahl r,, 
ergeben haben, da ja u, > _ (w—3), und 3 fos e— D = 3u+ - = ; 
ist; abgesehen allerdings von den Classen 6 und 9, fiir die aus jener 
Beziehung keine niedrigeren oberen Grenzen des Gruppengrades folgen, 
als 22 beaw. 30. 

(Uebrigens fiihrt die weitere Verfolgung des eingeschlagenen 
Weges, wie ich niichstens nachzuweisen gedenke, sowohl fiir die mehr 
als zweifach, wie auch schon die mehr als einfach transitiven Gruppen, 
welche die alternirende ihres Grades nicht enthalten, zu noch wesent- 
lich héheren unteren Classengrenzen. Auch wird sich zeigen, dass 
allgemein der Bruchtheil, den der Unterschied zwischen Classe und 
Grad einer transitiven Gruppe dieser Art von einer dieser Zahlen selbst 
bildet, eine im Verhiltnisse des wachsenden Transitivitiitsgrades ab- 
nehmende obere Grenze hat. Vorliufig lag mir vor Allem an mdg- 
lichst einfacher Anwendung des Verfahrens). 





3. 

Es sei endlich irgend eine mehr als dreifach transitive Gruppe 
der Classe u« und des Grades n gegeben. 

In diesem Falle kénnte von der nimlichen Substitutionengesammt- 
heit ausgegangen werden, wie im vorigen; in gewisser Hinsicht ist es 
indessen hier bequemer, die Gesammtheit derjenigen verschiedenen 
Substitutionen der Gruppe zu betrachten, die einer beliebig aus letzterer 
herausgegriffenen Substitution der Buchstabenzahl wu ahnlich, also auch 
von dieser Buchstabenzahl, sind, und ausserdem zwar einen beliebig 
gewahlten Buchstaben, a,, dieser Substitution ebenfalls vertauschen, 
den von-derselben dafiir gesetzten, a,, dagegen nicht. Auch solche 
Substitutionen sind nach den Sitzen 3 und 4 hier immer vorhanden; 
ihre demnach von Null verschiedene Anzahl sei 2’. Keine derselben 
wird nach [1] von der herausgegriffenen in sich selbst transformirt; 
fiir jede von ihnen ist folglich nach Satz 1, wenn m’ wieder die Zahl 
der Buchstaben bezeichnet, die sie ausser dem allen gemeinsamen a, 
von denen der herausgegriffenen Substitution noch ebenfalls vertauscht, 
und wenn unter diesen 1+ m’ gemeinsamen Buchstaben r von ihr 
und 7, von der herausgegriffenen wieder an die Stellen von welchen 
derselben 1 + m’ gebracht werden: 


3(1+m) —r—rn>s>u, 
unter s z. B. die Buchstabenzahl derjenigen Substitution (U,—! U U, U-) 
verstanden, die sich ergiebt, wenn man die Umkehrung (U-") der 
betrachteten (UW) auf die aus letzterer durch Transformation mittels 
der herausgegriffenen (U,) hervorgehende (U,—'UU,) folgen lasst. 





—- = = — 


Is 
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Durch Summirung aller so entstehenden 2’ Beziehungen erhalt man: 
(7) 32 + 382,m — Tyr — Zr, > Ds > eu, 
wobei also 2m’, als Summe der entsprechenden 2’ Zahlen m’, angiebt, 
wie viele Male es in der Gesammtheit der betrachteten 2 Substitutionen 
geschieht, dass irgend einer der « — 2 Buchstaben vertauscht wird, 
die nach Abzug des von keiner der 2’ betroffenen a, und des allen 
gemeinsamen a, von den « der herausgegriffenen iibrig bleiben; 2,1, 
als Summe der 2’ Zahlen v, wie oft, dass ein Buchstabe der letzteren bei 
der Vertauschung wieder an die Stelle eines solchen tritt; und 2,1, 
als Summe der ¢ Zahlen r,, wie oft, dass dieselbe Substitution, die 
einen Buchstaben der herausgegriffenen vertauscht, dies auch mit dem 
von dieser dafiir gesetzten thut; wihrend 2,s selbstverstiindlich die 
Summe der Zahlen s in den summirten 2’ Beziehungen darstellt. 

Nun ist es mittels derjenigen Substitutionen der gegebenen mehr 
als dreifach transitiven Gruppe, die weder den von keiner der he- 
trachteten 2’ vertauschten Buchstaben a, der herausgegriffenen, noch 
den allen gemeinsamen a, betreffen, und also auch die Eigenschaft, 
von diesen Buchstaben nur den zweiten zu vertauschen, bei der Trans- 
formation nicht findern, nach dem Begriffe der Transitivitiit noch 
moglich, irgend zwei der iibrigen » — 2 Gruppenbuchstaben durch 
beliebige zwei derselben zu ersetzen. 

Und von diesen » — 2 betrifft ja jede der 2’ Substitutionen genau 
u — 1, so dass in allen 2’ zusammen 2’ (u—1) Fille von Vertauschung 
eines derselben stattfinden. Ferner kommt es in der Gesammtheit 
dieser Substitutionen 2’ (w—2) mal vor, dass einer der fraglichen » — 2 
Buchstaben bei der Vertauschung wieder auf den Platz eines derselben 
gebracht wird, weil dies eben in jeder bei allen « — 1, die sie von 
diesen » — 2 betrifft, bis auf den einen der Fall ist, den sie fiir den 
gemeinsamen a, setzt. Endlich, da sich aus « — 1 Buchstaben zwei 


auf +(u— 1) (w—2) verschiedene Arten herausgreifen lassen, geschieht 
es in der betrachteten Gesammtheit +e (u— 1) (w—2) mal, dass zwei 


der » — 2 Buchstaben von der gleichen Substitution vertauscht werden. 
Nach Satz 2 tritt folglich in dieser Gesammtheit, weil gleichoft, 


die Vertauschung jedes der letzteren genau ¢’ “—1 mal auf; ferner 








n—2 
jede der (n—2)(m—3) méglichen verschiedenen Ersetzungen eines 
derselben durch einen andern unter ihnen ¢’ apat 5 mal; endlich 


jedes der = (n—2) (n—3) méglichen verschiedenen Paare aus ihnen 


, as a = mal als solches, dessen Buchstaben beide von der gleichen 


_ Substitution betroffen werden. 




















188 Aurrep Bocuerr. 


Andererseits vertauscht von den fraglichen » — 2 Gruppenbuch- 
staben die herausgegriffene Substitution, zu deren w ja die tbrigen 
zwei, a, und a,, gehéren, genau u — 2. Und verschiedene Ersetzungen 
eines von « — 2 Buchstaben durch einen andern derselben lassen sich 
(u—2)(u—3) bilden. Ferner bringt die herausgegriffene Substitution. 
entweder alle jene « — 2 Buchstaben wieder an die Stellen von unter 
denselben enthaltenen, oder « — 3 von ihnen; je nachdem sie auch 
ihre tibrigen zwei Buchstaben, a, und @,, nur unter einander ver- 
tauscht, oder nicht. Denn von diesen zwei ersetzt sie ja einen, a,, 
nach Voraussetzung durch den andern, so dass héchstens der Platz 
des letzteren, a,, fiir einen der « — 2 frei bleibt. 

Ausserdem aber, da ja keine der betrachteten ¢ Substitutionen 
diesen letzteren Buchstaben, a,, vertauscht, jede also den allen gemein- 
samen, @,, sowohl durch einen der iibrigen » — 2 Gruppenbuchstaben 
ersetzen, als fiir einen solchen einsetzen muss, wird auch sowohl diese 

* 
n—2 
Substitutionen , weil nach Satz 2 von gleich vielen derselben, bewirkt; 
bei den « — 2 Buchstaben folglich, die unter diesen » — 2 von der 
2 


: : . G=— 
herausgegriffenen Substitution betroffen werden, zusammen von ¢’ ——; - 


Und in dem Falle, dass die letztere jene zwei Buchstaben, a, 
und a,, nicht unter einander allein vertauscht, dass sie also den allen 
betrachteten Substitutionen gemeinsamen, a,, seinerseits nicht auf den 
Platz des von ihr dafiir gesetzten, a,, bringt, sondern auf den eines 


der iibrigen » — 2 Gruppenbuchstaben, a,, vergréssert sich die Zahl 
vr, um diejenige, 2 <— » die, wie gezeigt, angiebt, wie viele Male 
in der Gesammtheit der 2 Substitutionen dieser dritte Buchstabe, a,, 
betroffen wird. Denn genau ebensovielmal wird er darin ja auch 
zusammen mit dem allen gemeinsamen, a,, von der gleichen Substi- 
tution vertauscht. 


Es ist demnach offenbar: 


Ersetzung als Einsetzung bei jedem der m — 2 je von der 2 











zym = 2 &-S8e- I 
n—2 
, (w—2) (w—2) (u—83) ,uU—2 
lee | ee a 1 


und je nachdem die herausgegriffene Substitution den allen betrachteten 
e gemeinsamen Buchstaben, a,, und den von ihr dafiir gesetzten, von 
keiner der ¢ betroffenen, a,, nur unter einander vertauscht, also 
transponirt, oder nicht: 


» (w—1) (w—2) (w—2 
Ze entweder == ¢ “ es ue. ae) 
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oder 
» (w—1) (w—2) (w—3) 


, p%—i. 
ot aoe NS Lae 





also jedenfalls 





(w—2)? (w—1) 
et 28 yay (ns)? 


da ja der andere Werth 











» (w—2)? (w—1) » (w—2) (w—1) Ss 
(n—2)(n—8)  * (w—3)n—a) TF 

- or (U— 2)? (w—1) » (u—1)(n— u—1) 

—* “(w—2) (n—3) we> ~(n—2) (n—3) 


ist, mithin hier, wo der Transitivitiitsgrad 3 tibersteigt, und somit 
auch » > 3, und (nach Satz 4) «<< »—+1 sein muss, immer der 
gréssere von beiden bleibt, 

Uebrigens lasst sich ja derjenige Fall, in welchem nach dem Ge- 
sagten dieser gréssere Werth von 2,7, gilt, immer herbeifiihren, 
sobald nur die Substitutionen der Buchstabenzahl wu in der gegebenen 
Gruppe nicht simmtlich zweiter Ordnung sind. Denn man kann dann 
eben insbesondere die beliebig aus denselben herausgegriffene Substi- 
tution so wihlen, dass sie nicht von dieser Ordnung ist. Und dann 
fiihrt diese Substitution auch nicht lauter Cyclen zweiter Ordnung, 
d. h. Transpositionen, aus, ja sogar keinen solchen, da sie als Sub- 
stitution kleinster Buchstabenzahl der Gruppe nothwendig regel- 
miissig ist. 

Durch diese Ergebnisse folgt aus der vorher erhaltenen Beziehung 
(7) fiir alle mehr als dreifach transitiven Gruppen n'** Grades und 
ute Classe: 

(8) 3¢ + 32’ (w—1)(w—2) 7 (w—2)*(w—8) Q¢' u—2 











n—2 (n—2) (n—3) n—2 
’ (u—2)* (w—1) 
— § pes) > 2s > 2 u, 


und fiir alle diejenigen unter diesen Gruppen, in denen die Substitu- 
tionen der Buchstabenzahl « nicht simmtlich nur zweiter Ordnung 
sind, auch: 
uw—1)(w—2 » (¥—2)? 3 ,U—2 
(9) 38 +30" = As = Jee = 26 n—2 
— gf ¥—1) (4—2) (w—3) 
(n—2) (n—3) 





u—1 , 
— ¢ —— > Zys> vu. 
n—2 = 


Hat aber die herausgegriffene Substitution der Buchstabenzahl u, 
und damit, als derselben fihnlich, auch jede der ausserdem betrachteten 
2 Substitutionen, die Ordnung zwei, vertauschen also alle diese Sub- 
stitutionen ihre Buchstaben nur in Transpositionen, so wird insbesondere 
der allen gemeinsame Buchstabe a, von der ersteren mit dem von ihr 
dafiir gesetzten, von keiner der ¢ betroffenen, a,, und von jeder der 
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letzteren mit einem der tibrigen n — 2 Gruppenbuchstaben transponirt, 
d. h. wechselseitig vertauscht. Es wird dann folglich jede solche der 
ze Substitutionen, die jenen gemeinsamen Buchstaben a, mit einem 
von der herausgegriffenen nicht betroffenen, z. B. a, transponirt, von 
der letzteren in eine Substitution transformirt, welche statt dessen die 
Transposition (a,a) ausfiihrt, a, dagegen an Stelle von a, nicht ver- 
tauscht. Und die Substitution also, die man dann erhilt, indem man 
auf diese transformirte die Umkehrung der urspriinglichen folgen lisst 
(welche letztere hier, als von zweiter Ordnung, mit ihrer Umkehrung 
einerlei ist) vertauscht die Buchstaben a, , a,, a in einem Cyclus dritter 
Ordnung, da ja dieselben von den zusammensetzenden zwei Substitu- 
tionen iiberhaupt nur in den Transpositionen (a,a) und (aa,) betroffen 
werden, und (a,@) (aa,) = (a, a, q@) ist. 
Nun wird der gemeinsame Buchstabe a, mit jedem einzelnen der 
m — 2 Gruppenbuchstaben, die ausser ihm und dem von keiner der 
betrachteten 2’ Substitutionen vertauschten, a,, vorhanden sind, nach 
Satz 2 von gleichvielen der letzteren transponirt; also, wenn von jeder 
z 
n—2 
gegriffenen nicht betroffenen unter diesen Buchstaben von zusammen 
7 m—U 
n—2 
Finden sich demnach unter den Substitutionen der Buchstabenzah! 
wu in der gegebenen Gruppe zwar solche zweiter Ordnung, aber keine, 
welche Cyclen dritter ausfiihren und somit bei ihrer Regelmissigkeit 
selbst dritter Ordnung sind, so dart man in der Beziehung (8) nach 
der Bedeutung der die Summe 2ys bildenden Zahlen s mindestens 


a derselben >u-+ 1, weil > u, setzen, Zs also 


mit einem der » — 2, von » und mit den » — uw von der heraus- 


der 2 Substitutionen. 





Z 





, -n—%U 
ere+s—— - 
Und so hat man fiir diesen Fall, wenn man noch 2’ — auf die 


andere Seite schafft: 


(10) 32 a 32 (u—1)(u—2) me g (u—2) ( (w—3) ¢ 2 u—2 








n—2 (n—2)(n—3) n—2 
, (u— 2)? (w— 1) aw ,n—%U Bans 
—é =e 6 ~~ * oases 


wahrend sonst nach (9): 
, , (w—1)(u—2) , (u— 2)? (w— 3) , U—2 


, (4—1) (w—2) (u— 3) ,u—il1 ’ 
—o——e-90-9 = ~*% se ** 





ist. 








a De Be ee 


Se = CS 
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Die linke Seite der ersten dieser zwei Beziehungen ist aber hier 
keinesfalls grésser als die der zweiten. Denn sonst miisste ja 


» (w—2)*(w—1) ,n—& » (4—1)(w—2)(u—3) ,u—1 
(n — 2) (n—8) + n—2 <4 (n—2) (m—8) + 4 n—2 
sein, also, da sowohl 2’ als (n—2) (n—3) > 0: 
(u—2)?(u— 1)+ (m—wu)(n—3) < (u—1)(w—2) (w—3) + (u—1) (n—3), 
oder 





(n—wu)(m— 3) < (w—1)(m—3) + (w—1) (u—2)(u—3) 
—(u—2)*(u—1), 
(n—u)(n—3) < (u— 1)(n—3) —(u—1)(U—2), 
(n — u)(n—3) < (u—1)(n—u—1); 
wihrend doch nach Satz 4 hier 
ucn— 2, 


oder 


oder endlich 


also 
n—3>u—1 
ist. 

Das Bestehen von (10) fiir irgend eine mehr als dreifach transitive 
Gruppe n'** Grades und ue Classe zieht folglich das von (11) fiir die- 
selbe nach sich. Und da fiir jede solche Gruppe, wie gezeigt, wenigstens 
eine dieser zwei Abhingigkeiten gilt, so ist dies mit (11) immer 
der Fall. 

Aus letzterer folgt nun zunichst, indem Alles auf die rechte Seite 


geschafft und mit dem positiven Ausdrucke (oa S)e— 8) erweitert wird: 


0 > (n—3) (mn —2) (w—3) — (n—3) (3(u—1) (w—2) —2(u—2) — (w—1)) 
+ (u—2)?(u—3) + (w—1)(u—2) (u—3). 
Und diese Beziehung liesse sich als solche zweiten Grades in n 


unmittelbar nach » auflésen. Man kann indessen auch folgender- 
massen verfahren: 


Bei gleicher Gréssenordnung von uw und n ist die rechte Seite 

der Beziehung annihernd von der Form 
neu — 3nu® + 2u3 = u(n—u) (n—2u). 
Das weist darauf hin, fiir eine der Verinderlichen oder u eine neue 
der ungefihren Gestalt » — 2w einzufiihren, am bequemsten, der Art 
der Abhingigkeit entsprechend, » — 2u — 3 fiir n. Thut man dies, 
indem man iiberall darin » — 2u—3-+ 2u-+ 3 fiir » setzt und nach 
Potenzen von n — 2u — 3 entwickelt, so ergiebt sich ausgerechnet: 
0 > (n—2u—3)? (u—3) + (n—2u—3) (w?-+-u— 14) + wv? — u — 18. 
Und hierin sind die Coefficienten aller Potenzen der Unbekannten 
13* 
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n — 2u — 3, einschliesslich des von derselben freien Gliedes, positiv, 
sobald die ganze Zahl u > 4 ist. Unter dieser Voraussetzung kann 
der Beziehung somit kein Werth der ganzen Zahl » — 2u — 3 ge- 
niigen, der nicht < 0, also < — 1 ist, und folglich kein Werth von 


“ unter =n 1; wiaihrend sie durch n — 2u — 3 = — 1, also 


u= > m — 1, in der That schon befriedigt wird. 


Grosser als 4 ist aber die Classe (w) einer mehr als dreifach 
transitiven Gruppe schon dann, wenn sie 3 iibersteigen, die Gruppe 
somit, nach (I), die alternirende ihres Grades nicht enthalten soll; 
weil dann nach dem bekannten Mathieu’schen Satze die Classe grésser 
als der Transitivitiitsgrad sein muss. Und abgesehen davon, hat sich 
ja auch vorher gezeigt, dass fiir keine mehr als zweifach transitive 
Gruppe w'* Classe und n'" Grades w= 4 sein kann, wenn nicht 


n < 8, also u >>n ist. 

Es besteht demnach der Satz: 

III. Soll eine mehr als dreifach transitive Gruppe die alternirende 
thres Grades nicht enthalten, und bezeichnet n diesen Grad, d. h. die 
Zahl aller verschiedenen von der Gruppe betroffenen Buchstaben, so 
darf keine ihrer Substitutionen, von der identischen abgesehen, weniger 


als +n — 1 Buchstaben vertauschen. 
(Ware nur die bei Verzicht auf 2s aus (8) folgende Beziehung 
bentitzt worden, so hitte sich auf ihnliche Weise immer noch u > za n —2, 


wenn « >3 und »> 16, ergeben; und mittels der noch einfacher zu 
erlangenden 


P , (w—1)(u—2) al » (w—2)2(u—3) , (u— 1)(w—2)(u—83) ’ 
38 + 38 (n—2)(n—3) in—@—s) =? * 





oder 


0 > (n —3)(m — 2)(u—3) — 3(n—3) (u—1) (w—2) + (u—2)?(w—3) 
+ (u—1)(w—2)(u—8), 

die entsteht, wenn mit (7), wieder unter Verzicht auf 2,s, nur die 

zuerst erhaltenen wesentlichsten Ergebnisse 


’ » (u—1)(u—2 
Lym = ¢ SI), 


+ (w™—2)?(w—83) 
iC 


217, >8 (s—1)(s—2)(6—8) 


(n—2)(n—3) 
verbunden werden, u >> — 4, wenn > 3). 








oo = SF *e wy 


= wv we 


I 


+ a 
~ 
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Aus dem eben gefundenen Satze III mag zum Schlusse noch eine, 
spiter freilich weit iiberholte, Folgerung hinsichtlich der Transitivitiits- 
grenze gezogen werden. Nach einem Satze nimlich, den ich in der 
Kingangs erwihnten Untersuchung tiber diese Grenze (Bd. 29 d. Ztschr. 
8. 38, V) nachgewiesen habe, muss fiir jede ¢-fach transitive Gruppe 
n' Grades und u'** Classe, welche die alternirende ihres Grades nicht 
enthalt, (oder, wie leicht ersichtlich, da ja zu @¢-+ 1, wenn u <3, 
fiir die auch nur » nicht —¢ ist) m grésser sein als das kleinste 
Product von mindestens se—t irgend solcher gegebener ¢ Potenzen 
positiven ganzen Grades verschiedener Primzahlen, deren Summe f¢ 


nicht iibersteigt. Ist nun u >in —1, so wird 


1 1 1 
su—t > en—2e—t Beaten Soainecie 


a—-t”  w—t n—t 





und folglich > . z, sobald z > 2 ist; da ja nach der Bedeutung von 


2 dann 2¢ < ¢t ist, also set —z—t>O0, weil > tat — St. Und 
so hat man, da auch die Bedingung ¢>3 durch die Annahme z > 2 
erfillt wird, das fiir z= 1 selbstverstindliche Ergebniss: 

Soll eine Gruppe die alternirende ihres Grades nicht enthalten, so 
muss dieser Grad, d. h. die Zahl aller verschiedenen von ihr betroffenen 
Buchstaben, grésser sein als das kleinste Product von mehr als der 
halben Anzahl irgend solcher gegebener Potenzen positiven ganzen Grades 
verschiedener Primzahlen, deren Summe den Transitivititsgrad der 
Gruppe nicht tibersteigt; wenigstens wenn die Anzahl dieser Potenzen 
von 2 verschieden ist. 


Breslau, im August 1891. 











Anwendung von Satzen tber partielle Differentialgleichungen 
auf die Theorie der Orthogonalsysteme, insbesondere die der 
Ribaucour’schen cyklischen Systeme. 


Von 


A. V. Bacxtunp in Lund. 


Die Sitze iiber partielle Differentialgleichungen, die hier zur An- 
wendung gebracht werden sollen, sind zum grossen Theile schon seit 
lange bekannt. Wenn ich sie dennoch ziemlich ausfihrlich entwickle, 
geschieht dies deswegen, weil ich dabei Gelegenheit finde, hier und da 
einiges weniger Bekannte und auch fiir die Theorie dieser Gleichungen 
Wichtige beizufiigen. Ich beginne mit der Darstellung der allgemeinsten 
Satze aus der Theorie der von Ribaucour eingefiihrten cyklischen 
Orthogonalsysteme und stelle dabei partielle Differentialgleichungen auf, 
die spiter, in § 3, Beispiele zu der allgemeinen Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen der zweiten Ordnung mit zwei unabhingigen 
Variablen und einer unbekannten Function bilden werden. Sowohl 
diese als auch die darauf folgenden Untersuchungen iiber allgemeinere 
Orthogonalsysteme habe ich friiher in ,,Bihang till K. Svenska Vet.- 
Akad, Handlingar, B. 16, 17 unter dem Titel: Om Ribaucour’s 
cykliska system in anderer Form publicirt. Hier, wie dort, muss 
ich obenan, zu § 1, die Arbeiten citiren von Ribaucour in 
T. LXVIL, LXX und LXXVI der Comptes Rendus des Séances de 
Y Academie des Sciences, sowie die von Bianchi: Sopra alcune classi 
di sistemi tripli ciclici di superficie ortogonali. Giornale di Matematiche 
di Battaglini. Vol. XXI; Sui sistemi tripli ciclici di superficie orto- 
gonali. Nota II*. Giornale di Matematiche di Battaglini. Vol. XXII, 


und die Legons sur la théorie générale des surfaces, von G. Darboux, 
2. Theil. Paris 1888, 1889. 














Partielle Differentialgleichungen und Orthogonalsysteme, 


§ 1. 
Die cyklischen Systeme von Ribauoour. 


1. Damit zweifach unendlich viele Kreise 


: {* = as + bia? + y? + 2?) +, 
@) yma's+¥ (ety +2) +6, 
(1) b=—F(a,a’), c=O(a,a), b=F,(a,a), ¢ =—9,(a, a) 


von denselben einfach unendlich vielen Flichen senkrecht geschnitten 
werden, miissen die zwei folgenden partiellen Differentialgleichungen 
erster Ordnung 


dz 
by’ 
wenn man aus (1), (1) die Werthe von a, a’, b, b', c, c’ in a, y,2 
einfiihrt, imvolutorisch werden: sie miissen némlich die oo! in Frage 
gestellten Orthogonalflichen als gemeinsame Integrale besitzen. Die 
Bedingung hierfiir driickt sich nach bekannten Regeln vollstandig 
durch die drei Gleichungen aus: 
6b oc _ ob bt _ 9 
Ga. 0a da ea . 
ab av\ dc’ dc dc’ \ av’ 


Oa da/ da 0a dal da 


(14 a- - 4b) — (aa — 20¢ — 20) (2 — 


(’ + 2b(¢ —px—qy)+a=0, 
q + 20(s — px —qy) +a =0, p= =, ¢= 


=0, 


—(l+a?—40'c) 4% =o, 


welche also jetzt durch die vier Functionen (1') F, 9, F,, 9, be- 
friedigt werden sollen. 

Von diesen Gleichungen besagen die zwei ersten, dass jeder der- 
jenigen zwei Kreise C’, C,’ der fraglichen Congruenz, welche einem 
beliebigen Congruenzkreise C unendlich benachbart sind und ihn treffen, 
dies in nicht weniger als zwei Punkten thut. Die letzte Gleichung 
belehrt uns sodann, dass die Kugeln, welche C und C’ bez. C und C,’ 
enthalten, zu einander senkrecht stehen. 

2. Nehmen wir nunmehr beliebig eine continuirliche einfach un- 
endliche Reihe von Kreisen heraus: C, C’, C”,... die einer Con- 
gruenz der genannten Art zugehéren und zu je zwei auf einander 
folgenden in zwei Punkten sich treffen, so finden wir sie als Kriimmungs- 
curven fiir die Flache, die sie bilden. Hine zweite derartige, in der- 
selben Congruenz enthaltene Reihe von Kreisen: C, C,’, C,”,... bildet 
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eine zweite Fliche von derselben Beschaffenheit, welche die erste nach 
dem Kreise C senkrecht schneidet. Aber C war ein beliebiger Con- 
gruenzkreis. Folglich miissen stimmtliche Kreise unserer Congruenz 
sich zusammenfiigen lassen zu zwei Schaaren von je co! Flichen, die 
in Verein mit den gemeinsamen Orthogonalfliichen der Kreise ein drei- 
faches Orthogonalsystem bestimmen. 

Jedes solches Orthogonalsystem ist vor allen anderen dadurch aus- 
gezeichnet, dass die Flachen der zwei Schaaren desselben, nimlich 
die eben erwahnten, von C erzeugten Flachen, kreisférmige Kriimmungs- 
curven (C) gemeinsam besitzen. Ribaucour, der zuerst diese Ortho- 
gonalsysteme studirt hat, hat ihnen desshalb den Namen von cyklischen 
Systemen beigelegt. 


3. Von der Existenz einer Orthogonalfliche, [, von zweifach un- 
endlich vielen Kreisen, die derart mit einander verbunden sind, dass 
immer je zwei unendlich benachbarte, die sich treffen, auf derselben 
Kugel liegen, schliessen wir leicht auf die Existenz von einfach un- 
endlich vielen anderen Orthogonalflichen derselben Kreise. Denn, 
betrachten wir irgend zwei unendlich benachbarte von unseren Kreisen, 
C, C’, welche auf derselben Kugel liegen und in zwei unendlich be- 
nachbarten Punkten, p bez. p’, gegen [ senkrecht stehen, so sehen 
wir, dass, weil pp’ senkrecht ist zu C, die Tangenten von C und C’ 
in p und p’, d. i. die Normalen auf [ in diesen Punkten, in einem 
Punkte der fiir C und C’ gemeinsamen Sehne sich schneiden miissen. 
Also wird pp’ Linienelement einer Kriimmungscurve von [. Aus dem 
zweiten Congruenzkreise C,', welcher zu C unendlich benachbart ist 
und ihn in zwei Punkten trifft, bekommen wir in derselben Weise 
das Linienelement pp,’ der zweiten durch p hindurchgehenden Krim- 
mungseurve von f. Weil ferner die Tangenten pp’ und pp,’ der 
beiden Kriimmungscurven senkrecht zu einander sind, so steht die 
Kugel durch C und C’ senkrecht zu der durch C und C,’. Nach Nr. 1 
miissen folglich alle unsere Kreise co! Orthogonalfliichen gemeinsam 
besitzen, oder in anderen Worten, nach Nr. 2, sie miissen ein cyklisches 
System constituiren. 


4, Wenn es sich daher darum handelt, die Kreise des allgemeinsten 
cyklischen Systems zu bestimmen, in das eine vorgelegte Fliche, [, 
als Orthogonalfliche der Kreise eingeht, so folgt erstens daraus, dass 
je zwei unendlich benachbarte Kreise des Systems, die in zwei un- 
endlich benachbarten Punkten einer Kriimmungscurve von [ senkrecht 
zu dieser Fliche stehen, in zwei Punkten sich treffen, dass, wenn 
man die Parameter a, a’, b, b', c, c’ der fraglichen Kreise (1) als 
Functionen von den Parametern 4, w der Kriimmungscurven von [ 
ansieht, man haben muss: 
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das 8’ da oa’ 
+ i ay | aed 
' a ag 
(3) , i eS a edt Tt 
dc ac dc ac 
oa 8 or? ae oe? 


e, 6 unbestimmt, und zweitens, dass die Gleichung, welche die Ortho- 
gonalitét der Kugeln durch C und C’, C und C,’ ausdriickt und die 
so lautet: 
1+a?— 4be— (aa —2be — 2b'c) (e+6) + (l+a?—40'c)o0=—0, 
eine blosse Folge der vorangehenden Gleichungen werde. 

Wir driicken @ und @ durch 3D, b’, 4, w aus vermittelst der 
Gleichungen : 
(2) cosas 

q+ 20 (2—px—qy) +a =0 

und vermittelst der fiir die Punkte von [ geltenden Werthe von 2, y, 2 
in A und uw. 


Die erste Gleichung, die man aus (3) durch Elimination von @ 
gewinnt: 
, da ov da ab 
(3) ot on ~ ON O14 = % 
nimmt dann die Form aun: 





ab ov 
(4) = 6h Ss ee 
op _. Op ,,09\ 04 op-f, Op , . dq 
Gr 2d(e st +954 BA 20'(« aa +9 Ga 


Wenn aus der folgenden zweiten, aus (3) hergeleiteten Gleichung 


” 0b dc ob ae 
8") aaa 
vermittelst (1) ¢ und ¢ entfernt werden, so kommt, mit Bezug 
auf (3’): 





Ox CEs ‘ ox oy Oey) Ov 
[ae — ar — PCB t ye +H) 
oy + OB ’ Ox oy Oz ob 
. [ar —a 5, 2 ea ta te lar =°. 
Aber in Folge der bekannten Formeln von Olinde Rodrigues: 


OP 4g 24 
ae __k__( ap _ Por Tn 
a Viepe@ \or  i+p+@ J? 





od 
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op oq 
_#__( a f rata ) 
~ Viep+g 1 T+p4+¢ )’ 


op 4g 

oe Mx Boe! 
oa M+p+_e@ i++? ’ 

unter R einen Haupt-Kriimmungsradius von [ verstanden, wird der 

Coefficient von sae der letzteren Gleichung identisch mit: 


V2 


op 
3 p oP +98 

R Op .«. Op , 04g 
Viste 22 20(ed2-498)— itp g? BN pt ot a ll rv) | 
d. i, nach (2): 

R 
Vetere (sr — 2 (* ar +9 38))- 
Die Gleichung (3”) fallt also mit der Gleichung (4) identisch aus, 


und wir ziehen hieraus den Schluss, dass die Gleichungen (3) auf die 
folgenden zwei sich reduciren: 


a eb 
04 
(4) - a a 
é (.. @ é 
Hoe) Tweed 
ob ad 
ty oe . a _ ees Ci - 
(5) ~20(c OP 4 y 4 a oe Ge Py og 
ou Gu 


und dass diese somit die Werthe der Parameter b, b der ge- 
suchten Kreise erfiillen. Jeder Lésung: b= F(A, yu), b = F(A, w) 
dieses Gleichungspaares entsprechen, wegen (2) und (1), wenn fiir 
S99, 8, po 3, I= 3, ihre den Punkten von [ zugehérigen 
Ausdriicke in A und w angewandt werden, ganz bestimmte Functionen 


a,a',e,c’ von Aund w. Und hierdurch bekommt man unzweideutig, 


nach dem Vorangehenden, eine Kreiscongruenz von der in Frage ge- 
stellten Art. 


Die zwei evidenten Lésungen: b=ka, b' =—ka’ (k constant) 
und b=ke, b' =—ke’ (k constant) entsprechen, die erste dem Falle 


dass die Ebene z = — se die zweite dem Falle dass die Kugel 


VP+y+e= + eine zweite Orthogonalfliche der Kreise bildet: 


Kreise also, die auf einer Kugel oder einer Ebene und zugleich auf 
irgend einer zweiten Fliche senkrecht stehen, constituiren immer ein 
cyklisches System, — wie bekannt ist. 
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5. Die Elimination von b’ zwischen (4) und (5) fiihrt zur nach- 
stehenden Gleichung von der zweiten Ordnung fiir b: 








6) ab (oq op _ 0a ap 
OLOw oh ve Ou OA 
oP. 
_ * — ev? oq Op _ Op O*q_ 
Fry font 64 Glow 02 OlOm 
es 2b(« or dq Op _ dp oq 
ou OP _ 9» ae OP iy Ou Ohéu = Au GhOu 
Ou Ou : 
oP ty ee 
9 0b Ob (op cq _ op v4 
04 Ow \OA Ou Ou @h op 
On 30 (<2 +y 8) 
oe oq 
ty Gu 
+- av |=? 
se - (ee Py @f) 


Die Gleichung fiir b’ bekommt man hieraus durch Vertauschung von 
b, 2, y, p,q mit by, 2, q, p. Aber nachdem (6) geldst ist, hat 
man b durch blosse Quadratur. Weil nimlich b durch eine Gleichung 
von der zweiten Ordnung (6) bestimmt wird, und nicht, — wie im 
Falle zweier allgemeinerer Gleichungen zwischen b, b’, 4, w und den 
ersten Derivirten von 6, b’ in Bezug auf 4, w, — durch zwei Glei- 
chungen von der 3. Ordnung (siehe Math. Annalen Bd. XVII, S. 291), 
so miissen (Math. Annalen Bd. XVII, 8. 311—313) jedem Werthe 
b= F(A, u), welcher der Gleichung (6) geniigt, co! Werthe von 0’, 
gegeben durch eine Gleichung b’ = F(A, u,C), wo C arbitriir ist, 
entsprechen. Wenn also in (4) und (5) fiir 6 irgend ein Integral 
F(a, w) von (6) gesetzt wird, so werden jene Gleichungen (4), ©), 


als — fiir b’ betrachtet, involutorisch. Wegen der in 0’, ad ; 


und o linearen Form dieser Gleichungen gewinnt man durch blosse 


Quadratur ihre gemeinsame Lisung b' = F,(4,u,C), C arbitrir. 
Doch ist zu bemerken, dass speciell im gegenwirtigen Falle die 
Lésungen b und b’ in der Weise zusammengehéren, dass sie sich in ein- 
ander gegenseitig entsprechende Paare: b' =F, (4,u,C), b=F'(4,u,C’), 
(wobei C, C’ von einander unabhingige arbitriire Constanten) ver- 
theilen. D. h. von einem Integrale b = F'(4, w) von (6) leitet man, 
durch Quadratur, oo' Lésungen b’ und sodann oo' neue Integrale b 
her, aber nicht mehr. Dem entsprechend erhalten wir die cyklischen 
Systeme, deren Kreise gegen [ orthogonal sind, in co” Gruppen von 
jeoo? Systemen geordnet. Kein System gehdért mehr als einer Gruppe zu. 
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6. Dass im betrachteten Falle die anfiinglichen vier Gleichungen 
(3), @ und o entfernt gedacht, auf nur zwei Gleichungen (4) und (5) 
sich reduciren, kann als Folge davon angesehen werden, dass zwei 
unendlich benachbarte Kreise, wenn sie sich in einem Punkte, «, 
treffen und in zwei zu einander benachbarten Punkten p, p’ einer 
Kriimmungscurve von [ gegen diese Flaiche senkrecht stehen, auf einer 
und derselben Kugel verlaufen. Denn die Normalen auf Tf in p und p’ 
schneiden sich in einem Punkte 0. Es wird auch op=op’, und 
weil also op und op’ zwei gleich lange Tangenten der zwei an- 
genommenen Kreise sind, so muss die Gerade, welche o mit dem an- 
genommenen Schnittpunkte « der beiden Kreise verbindet, diese Kreise 
in noch einem Punkte & treffen, dessen Lage von der algebraischen 
Gleichung 0 .0¢ = 0p? unzweideutig bestimmt wird. Die Kreise 
bekommen also die zwei Punkte «, e’ gemeinsam und gehéren also 
derselben Kugel zu. 

Im Zusammenhange hiermit steht folgender Satz:. Wenn die 
Kreise einer Congruenz eine und dieselbe Fliche T orthogonal schneiden 
und die zwei Kugeln, welche durch einen beliebigen, C, der Congruenz- 
kreise so gelegt werden kinnen, dass sie die Brennfliche der Congruenz 
beriihren, ferner die Kriimmungscurven von T im Punkte, wo C gegen 
l senkrecht steht, beriihren, so besitzen unsere Kreise eine ganze Schaar 
von oo! Orthogonalflichen und constituiren somit ein cyklisches System. 

Denn, nennen wir p den Punkt, in dem der Congruenzkreis C 
die Fliche [ senkrecht schneidet, und ist p’ ein unendlich benachbarter 
Punkt einer Kriimmungscurve vonl, endlich C’ derjenige Congruenzkreis, 
der in-p’ normal zu [ ist, so muss die Kugel, welche durch C geht 
und die Brennfliiche der Congruenz in einem ihrer Beriihrungspunkte 
mit C beriihrt, wenn sie ausserdem p’ enthilt, in diesem Punkte, 
ebensowohl wie in p, die Fliche [ senkrecht schneiden. Es verliiuft 
C’ unendlich nahe an C und trifft sicher die genannte Kugel unendlich 
nahe dem fiir C und fiir die Kugel gemeinsamen Beriihrungspunkte 
mit der Brennfliche der Congruenz. C”’ beriihrt ausserdem, nach dem 
eben Gesagten, unsere Kugel in p’. C’ hat also drei Punkte mit der 
Kugel gemeinsam und muss folglich ginzlich auf ihr verlaufen. Also 
treffen sich C und C’ in zwei Punkten. Auf einer zweiten, die Brenn- 
fliche beriihrenden Kugel durch C finden wir in gleicher Weise, wenn 
diese Kugel ein Linienelement pp, einer zweiten Kriimmungscurve 
von f enthalten soll, einen zweiten, zu C unendlich nahen Congruenz- 
kreis, welcher also C in zwei Punkten trifft und auf senkrecht steht 
in p,. Nach der 1. Nr. muss daher der obige Satz giiltig sein. 

’ Die durch diesen Satz ausgedriickten Bedingungen fiir die Kreise 
eines cyklischen Systems sind sowohl hinreichend als nothwendig. 
Analytisch werden sie formulirt wie folgt: 
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Es sei 

(7) = Fé, ») 
die gegebene Orthogonalfliche der Congruenzkreise C,C’,.... Die 
zwei Kugeln durch C, welche die Brennfliiche der Congruenz' in den 
zwei Beriihrungspunkten derselben (x, y, 2) und (a’, y’, 2’) mit C 
beriihren, seien durch die folgenden Gleichungen dargestellt : 
(8) eed + (n—y)’ + (6—2)?] + p(E—a) + a(n—y) — (§—-2)=0, 

~ WLE—v’ P+ (n—y P+ 6-2] +E’) + @'(n—9') — (6-2) = 0. 
Mit p,q; p’, q’ habe ich dann die ersten Derivirten von 2,2’ in Bezug 
auf «,y bezeichnet; dabei z, 2’ durch die Gleichungen: 
(9) e=f(z,y), & =o(@,y’) 
der zwei Schaalen der Brennflache von C, C’,... als Functionen von 


x und y bestimmt gedacht. w und v sind noch unbekannte Parameter. 
Weil C senkrecht steht zu (7), so muss: 


é (2u(—z) + p) F’ (&) + (2u(y—y) + 9) F’(n) — 2u(E—-2) + 1—=0, 
(20(§ —a’)+-p’) F’ (€) + (20 (4—y)+¢/) F’ (n) — 20(g—#') +1=0, 


und weil jede der zwei Kugeln (8) beide Punkte (x, y, 2) und 
(2’, y’, 2’) enthalt, so kommt: 


(a1) {" [(a—2’)?-+-(y—y')+ (2—#')"] — p(a—2') — g(y—y') +e—#' =0, 
v[@—a’ P+(y— y+ @—2P] +9 (@—2') +0 (y—y’) —2 +4 =0. 


Man muss ferner haben, weil die zwei Kugeln einander rechtwinklig 
treffen : 


(12) 1+ pp’ + aq’ + 2uv[(e— 2’? + (y—y'P + @& — 2'))] =, 
und schliesslich, weil sie die Fliche (7) harmonisch zu ihren In- 
flexionstangenten im Punkte (&, 4, €) schneiden, namlich die Kriim- 
mungscurven dieser Fliche im genannten Punkte beriihren: 


(18) Se [2u(a—y + F'n) 6-9) +a-F'@)| 
>< [20(1—¥+F'(@) 6 —#)) +¢—-F (| 
all dey leu (n —y +F'(n) (6 —4)) +a—-F'@)| 
>< [20(6 —#+F'®) (6 —#)) +y'— F'®| 
+ [2u(6—2+F'@) ¢—*)) +p—F')| 
< [2% (n — ¥+F' (y) (¢—#’)) +¢{— F'(n) | 
+> [2u(§— +P) 6-2) +p- FO] 
< [20(6 —2 + F'®) 6—#)) +e —F'@|—0. 
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Die Elimination von &, y, €, wu und »v leitet zu vier Gleichungen 
von der Form: 
F(z, y, 2,7, 93 2, y, 2p’, q)=9, 
F, (x, Y¥, 2, 7,4; 2, y, 2’, D, q’) = 0, 
Fy(x, y, 2, 7,9; 2,9 2,p,q)=0, 
P(t, ¥, 2, p,93 ©, Yy%, 2, p',q)=9, 


(14) 


welche also die Flichen (9) sammt der Correspondenz zwischen x, y, 2 
und 2’, y’, 2 bestimmen. 


6’. Um die erste der Flichen (9) zu gewinnen, muss man 
xz, y', 2, p’, q zwischen den Gleichungen (14) und ibren Derivirten 
eliminiren. Im Falle von vier Gleichungen allgemeinster Form zwischen 
den Gréssen 2, y, 2, p, g, x’, y’, 2’, p’, g giebt diese Elimination 
zwei solehe partielle Differentialgleichungen von der 3. O. fiir z, deren 
erste Derivirte auf blos drei Gleichungen sich reduciren*). Aber im 
vorliegenden Falle findet man 2 schon durch eine partielle Differential- 
gleichung von der zweiten Ordnung. Denn z muss immer in solcher 
Weise bestimmt werden, wenn diejenigen Elemente (2’, y’, 2’, p’, q’), 
die den Elementen (2, y, 2, p, q) einer beliebigen Integralfliiche 
z= f(x,y) entsprechen, zu oo! Flichen zusammengehen**). Und das 
ist in der That hier der Fall. Die Art der Zusammengehdérigkeit der 
Flaichenelemente (x, y, 2, p, q), (2, y’, 2, p’, q’) ist namlich die 
folgende. Durch jeden Kreis C eines der gesuchten cyklischen Systeme 
gehen zwei Kugeln (8). Einem jeden Flaichenelemente (2, y, 2, p, q) 
der einen Kugel in einem Punkte von C entsprechen alle diejenigen 
co! Flichenelemente der anderen Kugel, welche an den verschiedenen 
Punkten von C haften. Wenn desshalb eine Fliiche z= (f(x, y) ge- 
geben ist, welche einen Theil einer Brennfliche der Kreise C eines der 
gesuchten cyklischen Systeme ausmacht und die offenbar mindestens 
co! Curven enthalt, welche Enveloppen von je oo! solchen Kreisen 
C sind, die zur Fliche (7) in den Punkten einer Kriimmungscurve 
derselben senkrecht stehen, so folgt, dass den oo! Flichenelementen 
desjenigen Streifens der Fliche z—/(az,y), welcher an irgend eine 
der letzteren Curven sich anschliesst, alle Flichenelemente zugeordnet 


*) Diese Gleichungen werden also von der unten in § 5 besprochenen Art. 

**) Math. Annalen Bd. XVII, 8.312. Niemals kénnen die zwei Gleichungen 
von der 3. Ordnung durch eine Gleichung von der 2. Ordnung mit einer arbitriiren 
Constanten ersetzt werden. Siehe Math. Annalen Bd. XIX, §. 414. (Ich miéchte 
hier noch besonders darauf aufmerksam machen, dass vor dem Abschluss des 
letztgenannten Bandes die Seiten 415—422 wegen eines Fehler umgedruckt 
worden sind und dass dieser Umdruck dem letzten Hefte des Bandes angefiigt 
wurde — ein Umstand, der, wie ich weiss, wenigstens an einem Orte iibersehen 
worden ist), 
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sind, die derjenigen Fliche zugehéren , die von den Kreisen C, welche 
jene Curve zur Enveloppe haben, erzeugt wird. Die Gleichungen (14) 
sind daher im gegenwirtigen Falle so eingerichtet, dass jeder der 
obigen Flachen ¢ = f(x, y) co' Flaichen entsprechen, nimlich diejenigen 
der eben genannten Art, welche Enveloppen von je oo! Kugeln (8) 
sind. Daher kommt, nach Math. Ann. Bd. XVII, S. 312, fiir z nur 
eine Gleichung von der 2. QO. heraus. Das Umhiillungsgebilde der 
erwahnten oo! Kugelenveloppen stellt die der vorigen Flache z = f(z, y) 
entsprechende Fliche 2’ = p(x’, y’) dar. Diese Fliche geniigt derselben 
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung wie die erste Flache. 


7. Es giebt einen Fall, wo wir auf jeder Integralfliche 2 = f(z, y) 
oo? Curven der eben erwihnten Art finden, wenn niimlich die Fliche 
(7) eine Ebene oder eine Kugel ist. In diesem Falle wird die Glei- 
chung (13) eine unmittelbare Folge der vorangehenden Gleichungen und 
wir bekommen dann blos drei Gleichungen (14). In diesem Falle kann 
also eine jede Fliche als die eine Schaale: 2 = f(a, y) der Brennfliche 
eines der cyklischen Systeme betrachtet werden und man gewinnt die 
entsprechenden Flachen: 2° = (z’, y’) durch eine partielle Differential- 
gleichung der 1. Ordnung. Dieser Satz ‘stimmt mit dem am Ende 
der Nr. 4 angefiihrten vdéllig iiberein. Die beiden Schaalen einer 
Centrafliche einer beliebigen Fliche bilden einen Specialfall der nun 
auftretenden Flachen (9)*). 


8. Durch die Kreise eines cyklischen Systems wird zwischen den 
Punkten irgend zweier Orthogonalflichen derselben ein eindeutiges 
Entsprechen festgestellt, namlich zwischen den Punkten, in denen ein 
beliebiger der Kreise beide Flichen senkrecht schneidet. Dadurch 
werden die Curven der zwei Flichen einander eindeutig zugeordnet; 
insbesondere werden ihre Kriimmungscurven einander entsprechen (Nr. 2). 
Die Tangenten je zweier einander entsprechender Kriimmungscurven 
in zwei einander entsprechenden Punkten, die einem Kreise C zu- 
gehéren, schneiden sich im Mittelpunkte derjenigen Kugel, welche 


*) Wenn F(é, 7) Null ist, so nehmen die obigen Gleichungen die folgende 
Gestalt an: 


pea’) +4 (y—y) 2+ 4 +5 [lea + yy + 2-24] =, 
Pp (2—2') +d (y—y')— a +8 — a [(a—2’)? + (y—y’? + (¢—2/)*] = 0, 
+ pp +4q' + 5o5 @—e + yy + 2] 0. 
Zusammen mit der Gleichung: 
(@—a' + (yy + (6-2 + 2b 1)22 =O 


bestimmen sie eine interessante Flichentransformation, die zuerst Bianchi ange- 
geben und in Rendiconti della R, Accademia dei Lincei vom 22. April 1888 studirt hat. 
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durch C geht senkrecht zu den zwei Kriimmungscurven. Desshalb 
werden unsere Flichen in je zwei entsprechenden Punkten von einer 
und derselben anderen Kugel beriihrt. Und umgekehrt, zwei Flichen, 
welche die beiden Schaalen einer Enveloppe von zweifach unendlich 
vielen Kugeln ausmachen, werden orthogonal zu den Kreisen eines 
cyklischen Systems, falls ihre Kriimmungscurven einander entsprechen, 
d. h. falls diejenigen oo! Kugeln der vorgelegten zweifachen Schaar, 
welche die eine Flache in den Punkten einer Kriimmungscurve beriihren, 
auch die zweite Fliiche in den Punkten einer ihrer Kriimmungscurven 
beriihren. 

Also, wenn p, p zwei einander entsprechende Punkte zweier 
solcher Flichen bedeuten, die zu den Kreisen irgend eines cyklischen 
Systems orthogonal stehen, und pT, pZ’ die Tangenten in p zu den 
Kriimmungscurven der einen Fliche, pt, pt’ die Tangenten der ent- 
sprechenden Kriimmungscurven der anderen Fliche sind, so miissen 
pT und pt in einem Punkte 0, p7’ und pt’ in einem Punkte o’ sich 
schneiden und op = op’, op =o'p’. Wenn dann a, y,2; 2, y', 2 die 
rechtwinkligen Cartesischen Coordinaten von p und p’; p,q undp’, q’ 
die Richtungscoefficienten der Tangentenebenen beider Flichen in den 
genannten Punkten bedeuten, und durch: dy = mda, dz =—pdz-+ qdy 
die Richtung von pZ’, durch dy’ = mdz, dz =—pdx + q'dy’ die 
Richtung von p’t angegeben wird, so muss, wie auch das vorgelegene 
cyklische System beschaffen sei, die Zusammengehdrigkeit der accentuirten 


und der nicht-accentuirten Buchstaben durch drei Gleichungen von 
der Form: 


F(a, y, 2, P, 93 “,y’,2,p,q° )=9, 
(15) O(2, Y, 2, P, G3 x, y’, g, Pv; q ) —_ 0, 
¥ (a, Y, 2, P, J, M; 2’, y’, Z, Pp, qd; m’) =0 


vollstindig formulirt sein. Durch die zwei ersten Gleichungen miissen, 
nach dem Obigen, wenn man ~, y, 2, p, q als Constanten betrachtet, 
die 201 Kugeln vertreten sein, welche das Flichenelement (x, y, 2, p, ) 
enthalten, und ebenso, wenn man nicht 2, y, 2, p, g, sondern 2’, y’, @, 
p,q constant hilt, miissen dieselben Gleichungen die Kugeln dar- 
stellen, die dieses Element (2’, y’, 2’, p,q’) gemein haben. Also hat 
man sowohl [F®].., =0 als [f’'0),..», = 0. Nach einer Bemerkung 
von mir in Math. Annalen Bd. IX (Nr. 11), 8. 312, 313 wiirde das 
Vorhandensein zweier solcher Gleichungen wie F=—0, =O auf 
eine Beriihrungstransformation einer héheren Ordnung hinzeigen, falls 
alle Flichen, welche jene Gleichungen liefern, wenn 2, y, 2, p, q bez. 
x,y’, 2,p,q° constant gehalten werden, zwei Schaaren mit je sechs 
willkiirlichen Parametern bilden. Hier aber wird die Anzahl der will- 
kiirlichen Parameter der beiden Flichenschaaren nur vier. Wir be- 








ll. 
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kommen niamlich durch die zwei ersten der Gleichungen (15) die 
Kugeln des Raumes und keine anderen Flachen. 

Aus der dritten der Gleichungen (15) folgt, dass die allgemeinste 
Fliche, die mit einer gegebenen Flache 2 = f(x, y) ein Flichenpaar 
bildet, welches orthogonal zu den Kreisen eines cyklischen Systems 
wird, durch eine partielle Differentialgleichung von der Form: 


f(x; y’, z’, Pv; q; m’) =0 


oder ausfiihrlicher geschrieben: 


f(“,y',2,p,¢P[A+q)s —p'q't] 
+ f(@,y',2,p5¢) (+9) — (1+p"*)t’] 
— [((l+p")s' — p'q’r] =0 


definirt ist. Diese Gleichung subsumirt sich unter diejenigen von der- 
selben Form, die von Lie in seiner Abhandlung Ueber Complexe etc. 
im Bande V der Mathematischen Annalen ausfiihrlich behandelt 
worden sind. 


9. Die Frage nach den cyklischen Systemen, deren Kreise gegen 
eine gegebene Fliche orthogonal stehen, findet also wieder, wie vorher 
in Nr. 5 und 6, ihre Erledigung durch eine partielle Differentialglei- 
chung von der zweiten Ordnung. Aber es ist méglich, die Lésung 
durch eine Gleichung 2. O. von noch einfacherer Form als die in den 
vorigen Nummern gegebene darzustellen. Man braucht namlich nur 
Folgendes zu bemerken. Damit zwei Flichen, die einander wnendlich 
nahe liegen, die Kreise eines cyklischen Systems rechtwinklig schneiden 
werden, miissen, nach dem Vorangehenden, die Normalen der einen 
Fliche in den Punkten einer beliebigen der Kriimmungscurven der- 
selben die zweite Fliche in einer unendlich benachbarten Curve treffen, 
die fiir sie Kriimmungscurve wird, Und diese Bedingung ist nicht 
nur nothwendig fiir die beiden Flachen des cyklischen Systems, sondern 
auch hinreichend. Denn haben wir irgend zwei einander unendlich 
benachbarte Flichen und bezeichnen wir Punkte p, p’ derselben dann 
als einander entsprechend, wenn pp’ ein Element einer Normale der 
ersten Fliche ist, so miissen offenbar, wenn die Kriimmungscurven 
der beiden Fliichen einander entsprechen sollen, je zwei Tangenten 
pT, pt an irgend zwei entsprechende Kriimmungscurven in einer 
und derselben Ebene liegen, nimlich in einer Ebene durch zwei 
consecutive Hauptkriimmungsradien der einen Fliche, und folglich 
miissen pZ’ und pt in einem Punkte o sich schneiden, so dass 
op=op. In anderen Worten, die Punkte p, p’ werden gerade so 
auf einander bezogen wie, nach der vorangehenden Nr., zwei einan- 
der entsprechende Punkte zweier Orthogonalflichen der Kreise eines 


Mathematische Annalen. XL. 14 
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cyklischen Systems. Hieraus folgt, dass die eben betrachteten Flichen 
einem und demselben cyklischen Systeme zugehéren miissen. 

Von zwei einander unendlich benachbarten Flaichen eines Ortho- 
gonalsystems allgemeinster Art gilt aber der Satz, dass, weil beide 
Flichen von zwei Schaaren anderer Flichen orthogonal nach Kriim- 
mungscurven geschnitten werden, die Normalen der einen Fliche in 
den Punkten einer beliebigen ihrer Kriimmungscurven eine unendlich 
benachbarte Kriimmungscurve auf der anderen Flache ausschneiden 
miissen. Hieraus haben wir dann zu schliessen, dass irgend zwei 
unendlich benachbarte Flichen irgend eines Orthogonalsystems auch 
einem cyklischen Systeme zugehdren. Dieser Satz, der Ribaucour ge- 
biihrt*), giebt unmittelbar die gesuchte Differentialgleichung. 

Diese wird nimlich einfach diejenige von Lamé’s sechs Glei- 
chungen ftir das Orthogonalsystem: 


(16) ds* = H*dd? + H,?du* + H,?dv?, 
in der v nicht als Variable auftritt: 
OH, —— 1 OH OH, 1 ony ous | 





dieu = =)0DhMr Hse sd + H, 04 op 
Den Abstand pp’ zwischen einer gegebenen Fliiche [(v = const.), fiir 
welche 

ds? = H?dd? + H,?dyu’, 

und der unendlich benachbarten Flache [’ des Orthogonalsystems (16) 
bezeichne ich mit tr. Dann ist t—H,dv und 

Pr) ee) a) en ; i) er) ae 
Durch diese Gleichung wird der allgemeinste Werth von t bestimmt; 
durch t die allgemeinste Fliiche [’; die Kreise endlich, welche [ und 
[’ in benachbarten Punkten senkrecht schneiden, constituiren das 
allgemeinste cyklische System, gegen dessen Kreise die gegebene 
Flaiche [ senkrecht steht. — Durch die Gleichung (17) hat Ribaucour 
die Lésung der oben genannten Aufgabe ausgedriickt. — 

10. Das Problem, die Orthogonalflaichen der Kreise eines cyklischen 
Systems zu bestimmen, wenn diese Kreise gegeben sind, kann von 
folgendem Satze von Ribaucour abhingig gemacht werden: Durch 
die fraglichen Orthogonalflichen werden die Kreise projectivisch getheilt**). 

Man beweist diesen Satz einfach so: Seien [, [’, 7”, [’” irgend 
welche vier Orthogonalflichen der Kreise eines vorgelegten cyklischen 
Systems, C und C! irgendwelche zwei einander unendlich benachbarte 
dieser Kreise und p und pl) die zwei einander unendlich benach- 


a8 ; 4 ¢ 
(17) et 1 dH Ot ee OH, Ot 


*) Ribaucour, Sur la déformation des surfaces. Comptes Kendus 'T. LXX, 
pag. 332, 
**) Man sehe die Note von Ribaucour in Comptes Rendus T, LXXVI, p, 480. 
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barten Punkte, in denen dieselben die Fliche [ senkrecht schneiden, 
so kommt man von.p zu p“), indem man zuerst einem Linienelemente 
pp einer Kriimmungscurve von [ und nachher dem Linienelemente 
p p™ einer zweiten Kriimmungscurve von [ folgt. Unter den Kreisen 
unseres cyklischen Systems giebt es einen, der C und C  unendlich 
nahe verliuft, im Punkte p’ senkrecht zu [ steht und sowohl C als 
C) in zwei Punkten trifft. Diesen Kreis nenne ich C’. 

EKiner der zwei fiir C und C’ gemeinsamen Punkte wird zum 
Centrum einer circuliren Inversion genommen. Die Inversion ver- 
wandelt C und C’ in zwei sich schneidende Geraden und [, [’, 7”, 7” 
in vier Flachen, welehe jene Geraden rechtwinklig treffen und dem- 
zufolge sie in paarweise gleich lange Stiicke theilen. Also wird das 
anharmonische Verhiltniss der vier Schnittpunkte dieser Flichen mit 
der einen Geraden gleich demjenigen der Schnittpunkte der namlichen 
Flichen, in derselben Ordnung genommen, mit der zweiten Geraden. 
Wenden wir die Inversion noch einmal an, so bekommen wir aus 
irgend einer Geraden und vier Punkten derselben einen durch das In- 
versionscentrum gehenden Kreis und auf ihm vier Punkte mit unver- 
iindert demselben anharmonischen Verhiltnisse. Also schneiden die 
vier Flachen [, [’, [”, [’” die zwei Kreise C, C’ senkrecht in je vier 
Punkten von demselben anharmonischen Verhiltnisse. In derselben 
Weise sehen wir, dass C’ und C") von denselben Flichen nach dem 
nimlichen anharmonischen Verhiltnisse geschnitten werden. Also 
werden C und C" von den genannten Flichen projectivisch getheilt. 
Nun gelangt man aber von C zu irgend welchem anderen Kreise 
unseres cyklischen Systems, -- von dem wir stets annehmen, dass es 
ein Continuum bildet, — durch successive Ueberschreitung unendlich 
benachbarter Kreise, wie C und C“). Folglich: die Orthogonalflaichen 
der Kreise eines cyklischen Systems theilen zwei beliebige dieser Kreise 
projectivisch, wie im angefiihrten Satze von Ribaucour gesagt 
wurde, 

11, Also, wenn vier Orthogonalflichen der Kreise eines gegebenen 
cyklischen Systems vorliegen und wenn in einem der Kreise zu den 
Punkten, in denen er von den vier lichen rechtwinklig geschnitten 
wird, vier Radien gezogen werden, und diese mit einem festen Dia- 
meter desselben Kreises die Winkel V,, V,, V;, V, bilden, so muss 
das anharmonische Verhiltniss: 


1 


tang ; V, — tang — V; tang ; V, — tang 2 V; 
i a ly ; a) ly at ly 
tang = V, — tang thd. tang = "%- tang = 


constant fiir alle Kreise des Systems sein. — 
Hieraus ziehen wir einen fiir die Gleichung der gesuchten Ortho- 
14* 
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gonalflachen wichtigen Schluss. Wir nehmen eine beliebig continuir- 
liche Reihe von oo! Kreisen unseres Systems heraus. Durch die 
verschiedenen Werthe einer Variablen x werden die verschiedenen 
Kreise der Reihe von einander getrennt. In jedem dieser Kreise wird 
ein Diameter ausgezeichnet, von dem aus wir den Winkel V des 
variablen Radius zihlen. Wir nehmen an, dass diese von uns fixirten 
Diameter der verschiedenen Kreise ein Continuum bilden. Die Curve, 
in deren Punkten eine beliebige der gesuchten Orthogonalfliichen die 
oo! Kreise der herausgenommenen Reihe rechtwinklig schneidet, wird 
durch eine Gleichung in V und 2 dargestellt. Aber statt V fihren 


wir y = tang a V als die von x abhiingige Variable ein. Wir erkennen 


dann erstens, dass, weil es oo! Curven der genannten Art giebt, die 
in Rede stehende Gleichung eine Differentialgleichung von der ersten 
Ordnung sein muss und zweitens dass, weil, nach dem eben Bemerkten, 
vier particulire Lésungen derselben y,, ¥., Y3, Y, ein constantes an- 
harmonisches Verhiiltniss besitzen, die Gleichung eine Riccati’sche 
wird*): 

(18) av — A+ By + Cy’, 


wo A, B, C nur von 2 abhingen. 

Wenn man nachher eine continuirliche Schaar von co! Reihen von 
je co! Kreisen mit einem gemeinsamen Kreise C° betrachtet und fiir 
jede Reihe die zugehérende Riccati’sche Gleichung (18) aufstellt, so 
wird klar, dass diejenigen Integraleurven dieser Gleichungen, die den 
Kreis C° in einem und demselben Punkte senkrecht schneiden, 
eine der gesuchten Orthogonalflichen bilden. Weil die genannten 
Gleichungen in eine zusammenfallen, fiir welche A, B, C ausser von 
zx vom Parameter unserer Schaar von Kreisenreihen abhingen**), so 
folgt, dass: 








*) Siehe Darboux, Legons sur la théorie générale des surfaces. Premiére 
partie p. 26. Paris 1888. 

**) Selbstverstindlich wird die allgemeinste analytische Darstellung der frag- 
lichen Flichen, der allgemeinsten Schaar von Kreisenreihen entsprechend, erst 
durch zwei Riccati’sche Gleichungen formulirt, oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, durch zwei Gleichungen von der Form: 


a = A (u, v) + B (wu, v) sin V+ C (wu, v) cos V, 


& = A'(u, v) + B’(u, v) sin V+ C’(u, v) cos V, 
die aveh zu einer einzigen integrablen Differentialgleichung : 

a(u,v, V)du+ b(u,v, V)dv+c(u,v, V)dV=0 
zusammengezogen werden kinnen. Letztere Gleichung findet man in Bianchi’s 
Arbeit: Swi sistemi tripli ciclici. Nota IIa. Es ist dort die Gleichung (2) p. 3. 





a, 


is] 


A Po oo” 


- £™ Wl & 
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Wenn die Kreise eines cyklischen Systems gegeben sind, so werden 
die Orthogonalflichen derselben durch eine Riccati’sche Gleichung mit 
einem variablen Parameter erhalten. 

Weil, wenn ein particulires Integral einer Riccati’schen Gleichung 
bekannt ist, die vollstiindige Lésung derselben Gleichung nur Quadraturen 
erfordert, so ist klar, dass, wenn man die Kreise eines cyklischen 
Systems und eine Orthogonalfliiche derselben kennt, man die iibrigen 
Orthogonalflichen durch blosse Quadraturen gewinnt. 


§ 2. 
Ueber partielle Differentialgleichungen der zweiten Ordnung. 
12. Ich lasse nunmehr einige Siitze iiber partielle Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung folgen, deren Bedeutung fiir die oben 


angefiihrten Gleichungen ich sodann darlegen werde. — 
Wenn 


4 ‘ m+m ,/ 
F(¢, 2, y', Dea’, Dy2#’, Dp 2, Dit #, Dj e’) [ Dey" “= aa 
eine ganze Function der Variablen z’, y’,..., D,'z’ ist, so wird sie 
vermittelst der Transformation: 
(19) Lom 2, y=y' — (2), gm’ 
und der dazu gehérenden Substitutionen: 


= Rg, 


Dye =D,2— Dy ev'(«), 

Dye =D,z, * 

Did = Diz — 2 Deh ay’ (ux) + D7z wv’ (a2) — Dew" (a), 
Did = Dis — Diz’ (2), 

| D3 e =D. 

wobei #(#) eine analytische Function bedeutet, in eine Function 
(2,2, y, Dez, Dyz, Diz, Duy‘, Djz) 


verwandelt, die sich im ganzen Continuitiitsgebiete von (x) regular 
verhilt, Dabei geht der Streifen 


w 


(20) 4 





(21) £=9(#), y —y=¥(e), Dyt =a(e’ 
in den Streifen: 
(22) 2=9(%), y=Y, Dys = Qe) 


tiber. Hat man eine Integralfliche = f(x,y) von ® =O, welche 
den Streifen (22) enthalt, so bekommt man durch die Transformation 
(19) eine Integralfliche 2 = /,(a’, y’) von =O, welche durch den 
Streifen (21) hindurchgeht. Wenn fiir ein endliches Gebiet der com- 
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plexen z- und y-Ebenen um 2, resp. y, herum die Function f regular 
ist, und fiir dasselbe z-Gebiet auch yw sich regulir verhilt, so miissen 


simmtliche Derivirten Di" 2 = Dzt” f die Gleichungen: 


(23) Drt™o=0 (m=—0, 1,...,00, m'=0,1,..., 00) 


befriedigen, wie man sofort ersieht, wenn man f statt 2 in © eintriigt 
und die so gewonnene Function von x und y nach dem Taylor’schen 
Satze in eine nach steigenden Potenzen von x — x, und y — y, fort- 
schreitende Reihe entwickelt und ausdriickt, dass fiir alle Werthe 


von x und y im Continuitiatsgebiete von f diese Reihe verschwinden soll. 
Man hat uatiirlich 


(24) D;, ‘s= g”* (a), Diem ” (%), 


%Yo 


denn dies gilt fiir jede Fliche durch den Streifen (22). Die Werthe 
fir «= 2), y=yY, von den iibrigen Derivirten von z=—/ miissen, 
wie gesagt, die Gleichungen (23) erfiillen. Diese Gleichungev liefern 
endliche, eindeutig bestimmte Werthe von diesen Derivirten, falls nur 
22. 
eDis 


nicht verschwindet, wenn man 
Ce ays FFs = 9 (x), D,2 = y (2), Dyz ae q(x), Die = y (x), 
Dye = 4 (2) 


und fiir Djz seinen aus ® = 0 fiir z = «,, ete. hervorgehenden Werth 
einsetzt. 


13. Halten wir uns erstens beim Falle auf, wo der genannte 
partielle Differentialquotient verschwindet und doch eine Integralfliche: 
4= f(x,y), f in einer endlichen Umgebung um 2,, y, regulir, durch 
den Streifen (22) geht. Statt D,z, D,z, Diz, Dyt's, Die schreibe 


8 
ay’ *) 
ich, wie frither, p,q,7,s,¢. Dann muss man haben fiir z = x: 


‘ eo od are od ” od ’ od 
(25) O=0, =-=90, Sx + 9 (x) 3 +9 @) + +4 (a) “7 


Pf pn he) ” ® 
+ 9" (2) F- +4 (@) 5 = 9, 





; a tp) OD rey 6D Ed 
(26) ey + q (x) Oz + q (2) op +t c@ 
” oD oo 
+ 9"(2) 5 + Dis or =, 


(27) z= (2), y=H%, P= (2%), a= (a), r=" (x), s=q' (x), 
Diz =" (x), Dis = q" (2). 
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Und wenn man fiir ein jedes Fliichenelement (a, y, 2, p,q) des Streifens 
hiatte: 
oo 
ees 0, 
r,s, vermittelst der Gleichungen: 
r=g'(“), s=q' (x), O=0 
entfernt, so wiirden die niichstvorangehenden Gleichungen zu jedem 
Flichenelemente desselben Streifens ein Werthsystem von Dz, D3t*z, 
D3" bestimmen, das selbstverstiindlich gleich dem der nimlichen 
Derivirten von f wird, waihrend gq und @ Integrale derjenigen zwei 
Gleichungen sein miissten, welche durch Elimination von y, 2, p, 7, s, ¢ 
aus den Gleichungen (25) und (27) hervorgehen. Aber aus den Glei- 
chungen (23), m+ m' = 1, folgt jetzt kein Werth fiir D,'z. 
Von den drei Gleichungen 
GO 0 &O Oo 
dat ~~? dady ~~? dy 
die von den vierten Derivirten von z =f erfillt sein sollen, werden 
jetzt die zwei ersten eine algebraische Folge von (25) und (26), so 
dass die Gleichung 


(28) oe 0 


=0, 


allein etwas neues geben kann. Weil 
, 3 7 TNT)? ad 3 
Dic=Q'"(a), Dry'e—q" (a), Dr's = 3 Dis, 

und Dy}*z aus (26) bestimmt ist, so folgt aus (28) der Werth von 
Di*2 in Function von D}z und «. Wir haben aber stillschweigend 
vorausgesetzt, dass fiir keines der Elemente (27) a. Null wird. Vegi. 
die nachfolgende Nr. 20. 

14. Oben haben wir keinen Werth fiir D}z gefunden. Aus der 
Gleichung: 

dD} 2 = Dy edx, 
wo wir fiir D%}*z seinen eben ermittelten Werth einzusetzen haben, 
welcher von der Form ist: 
A(x) + B(x) Diz + O(a) Die , 


schliessen wir, dass vom Werthe von D)z im Punkte x durch eine 
Riceati’sche Gleichung solche, den tibrigen Punkten des Streifens (22) 





zugehérende Werthe dieser Derivirten, welche als einer und der- 
selben Fliiche ¢ = f(x, y) gelten kénnen, bestimmt sind. In gleicher 
Weise giebt uns die Anwendung der Gleichungen: 
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Dri" > = 0, m+ m =3, 
die jetzt auf die einzige Gleichung: 
ao 
dy’ 
sich reduciren, den Satz, dass aus dem beliebig genommenen Werthe 


von Dig = ef im Punkte x, des Streifens (22) diejenigen, den tibrigen 


= () 











Punkten dieses Streifens zugeordneten D}z, welche als ot gedeutet 


werden kénnen, folgen. U. s. f. Der Streifen (22) wird b.4 wenn fiir 
ein jedes Element (x, y, 2, p, q, 7, 8, t) desselben, welches der Gleichung 


© = 0 geniigt, die Gleichungen (25) erfiillt sind, und 22 von Null 


verschieden ist, von einem ganz ausgezeichneten Charakter. Da in 
anderen Fallen die Gleichungen (23) eine ganz bestimmte Reihe von 
Dri" 2, m+ m’ =3,4,... dem Streifen (22) zuordnen, und durch 
diem Reihe ein unendlich benachbarter zweiter, sodann ein darauf 
folgender dritter, etc. Flachenstreifen eines und desselben Integrals 
von ®=0 bestimmt werden, so findet man dagegen im oben betrachteten 
Falle zum Streifen (22) zugehérend oo! Reihen von den dritten Deri- 
virten von z, die eben so viele unendlich benachbarte Flichenstreifen 
von verschiedenen, durch (22) hindurchgehenden Iategralen von 0 = 0) 
darstellen, und sodann zu jeder von den letzteren Reihen co' Reihen 
von den vierten Derivirten von z, die weitere Flichenstreifen liefern; 
u. s. f. Der Streifen (22) wird in diesem Falle ein charakteristischer 
Streifen oder eine Charakteristik von ® = 0 genannt. 

15. Wenn man jetzt die Punkttransformationen (19), (20) anwendet, 
wird man zu einer allgemeineren Auffassung von Charakteristiken als 
méglichen Beriihrungsstreifen unendlich vieler Integralflichen gefiihrt. 


Aus dem Vorangehenden folgt niamlich, 
Streifen (21): 


g=9(%), y= tr), Dy# =e) 
fiir unendlich viele Integralflichen von F =O gemeinsam sein soll, 
die Functionen », , g diejenigen zwei Gleichungen erfiillen miissen, 
die durch Elimination von y’, 2, Dee =p’, Dye —q', D3” =r, 
Dri’ =s, Die =t', dr, 
chungen entstehen: 


dass, wenn irgend ein 


ds’, dt’ aus den nachfolgenden Glei- 


Fr = r oF , , oF 
— — 


OF Po dr ,(0F @aF .,»\ds 
ga tro te Ss 4S ”* Ga — gr ¥ (®)) ag = 
oF OF oF cad oF dt’ 
ay +2 q oy ts fete & te or — > a ¥ x’) £ os aa = 
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s+ ern r+ sv (a) = (9 @’)—a(x)¥ (2), F=0, 


ae Ee we) +te'(@) =a"), 


ar 48 ye) 4s y" (¢) = 3%, (9'(e) — a(z)¥'(w)), 


F= 9%), 9 =—%Ht VW), P= —(w)— GQ) ¥(e), g =a(#’). 
(Die zweite Gleichung ist eine Folge der ersten Gleichung und der 


Gleichung = = 0; die dritte Gleichung eine Folge der ersten Glei- 
: aF 
chung und von =- 0). 
Daneben soll fiir alle Elemente (2’, y’, 2’, p’, q’, 7’, s',¢) wnseres 
Streifens 
(2Fy _ 4 28 aF 
as" or ot 
von Null verschieden sein. Vgl. hierzu die folgende Nr. 20. 
Die Gleichungen fiir m, w, gq werden also von der Form: 


U(x’, 9, gy’, 9”, v, v, y”’; q) q’) —_ 0, 
V (2, —,@, Q’, y”; v, viv", y”, q) qd’; q’) = 0- 


Streifen (21), welche diese Gleichungen erfiillen, werden Charakteristiken 
genannt. Haben wir irgend eine Integralfliche von der Gleichung 
F = 0, so reicht die Gleichung 


oF dy’? — & ay’ ¢ dx’ + & da? =0 


aus, um diejenigen Charakteristiken, die auf der Flache liegen, 2u 
bestimmen. Die anderen Gleichungen dieser Nr. driicken naémlich nur 
aus, dass es endliche Werthe der dritten Derivirten von z giebt, welche 
gleichzeitig dem Streifen und den Gleichungen 


F=0, Dif" F=0, m+m =1,2,... 


zugehéren. Aber ist der Streifen auf einer bekannten Integralfliche: 
2 = f(a, y’) gelegen, und f reguliir, so haben wir schon in a ~ 
derartige Derivirten*). 

16. Dass, wenn der Streifen (22) der Bedingung 


oem 


at 


*) Eine specielle Behandlung erfordert der Fall, wo die Gleichung F = 0 so 
beschaffen ist, dass sie jeder ihrer Charakteristiken «1! Werthreihen der zweiten 
Derivirten von z zuordnet. Im XI. Bande der Math. Annalen habe ich von der- 
artigen Gleichungen gesprochen. 
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nicht unterliegt, die am Ende der Nr. 14 erwibnten, durch die Glei- 
chungen (23) bestimmten, demselben Streifen (22) sich anreihenden 
neuen Streifen eine Fliche von endlicher zweidimensionaler Erstreckung 
erzeugen, welche durch eine solche Gleichung wie die oben in Nr. 13, 14 
betrachtete: 2 — f(a, y) darzustellen ist, hat Cauchy zuerst gezeigt. 
Siehe seine zwei Noten in den Comptes Rendus fiir 18. und 25. Juli 
1842. Aber man kann sich auch in der folgenden Weise hiervon 
iiberzeugen. — Um Alles, insbesondere die folgenden ¢,, ¢,,... ein- 
deutig zu haben, denken wir uns ® = ¢ — ¥ (zg, y, 2, p, g, 7, 8) und ¥ 
regular ftir alle in Frage kommenden 2, y, 2,p,q,7,8. — 

In ® fiihren wir statt 2 die folgende Function 2° ein: 


2° = fy + (© — 4X) Dy) + (Y—Yo) Go 
+> [ro (a — a9)? + 285 (w—ay) (y—Yo) + to (Y—Ho)")s 


wo 
y= P(X»), Py =P (Xo); H= UH), HV= Q' (2%), = q' (%), 
® (X95 Yor 20» Por Yor Yo So» ty) = 9. 
Hierdurch wird © eine in einer endlichen Umgebung von «,, y, regulire 


Function von « und y, — offenbar vorausgesetzt, dass x, kein Discon- 
tinuititspunkt des Streifens (22) ist. — Also hat man 


© = [(@ — %) Dz, + (y— Yo) Dy] ® + ete. 

wo das Glied rechts desto kleiner wird, je niher die Variablen x und y 
an 2, bez. y, riicken. Wir kénnen desshalb um 2, herum ein circulires 
Gebiet der z-Ebene mit dem Radius @ und um y, herum ein circu- 
lires Gebiet der y-Ebene mit dem Radius 6’ so abgrenzen, dass der 
absolute Betrag von ® in diesem ganzen «y-Gebiete kleiner als 
irgend eine vorgeschriebene Grésse ¢*) wird. Zu einem Punkte 2, 
im ersten Gebiete nahe an der Grenze desselben construiren wir eine 
Function 2): 


a) == 2, + (G@—%,) py + (Y— Yo) Xs 
+5 [ry (@—a,)? + 2s, (2—2,) (y—yo) + th (Y¥—Yo)"Is 


wo 
4=9(%), A= OM), GHW), 1=—HP'™), 3 =| (%), 
D2, 5 Yor 1) Pry Ur M19 Sy) =O. 

In der complexen z-Ebene legen wir um 2, herum einen Kreis mit 
dem Radius 6, 6 immer so klein, dass im x-Gebiete innerhalb des 
Kreises, vereint mit dem vorigen y-Gebiete vom Radius 0’, der absolute 
Betrag von ©, wenn z=) gesetzt wird, kleiner als die vorige 
Grosse ¢ wird. Wir ziehen hernach eine Gerade, die sowohl in das 


*) e wird héchstens endlich im Vergleich zur gréssten der Zahlen ¢, 0’. 
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letztere wie in das erstere x-Gebiet fallt und theilen durch dieselbe die 
beiden Gebiete so ab, dass vom ersten Gebiete nur das zur einen Seite 
der Geraden befindliche Stiick iibrig bleibt, in welchem der Punkt 2, 
sich befindet, und auch vom zweiten Gebiete nur der Theil zur anderen 
Seite derselben Geraden, wo 2, liegt. 

Zu anderen Punkten x, 2, ... im ersten circuliren 2-Gebiete 
construiren wir in ahnlicher Weise, wie es eben zu x, geschah, Func- 
tionen 2/7), g),... welche, nach einander statt z in © substituirt, 
fiir verschiedene circulire 2-Gebiete um x, x, ... herum, jedes mit 
dem vorigen y-Gebiete vereint, mod. @ < ¢ machen. Wir bekommen 
so eine Function %, welche in einem xy-Gebiete gleich 2°, in einem 
zweiten xy-Gebiete gleich 2”), in einem dritten gleich 2”) etc. wird. 
Durch eine Gerade, die fiir die -Gebiete zweier dieser z-Functionen, 
etwa 27) und 2), gemeinsam ist, haben wir die beiden x-Gebiete 
getrennt, in denen w gleich wird der einen ¢ (= 2\’)) oder der an- 
deren (e7)), 

Wir verfahren auf dieselbe Weise mit neuen Punkten , in den 
x-Gebieten der neuen z-Functionen und fiigen dadurch zu den vorigen 
2 neue hinzu, welche fiir ihre kleinen, circuliiren wy -Gebiete 
mod. @< « machen. Das y-Gebiet ist eins und dasselbe fiir alle 
unsere Functionen. Ihre x-Gebiete schneiden wir so ab, dass von 
ihnen nur kleine Rauten iibrig bleiben, die zwar ohne Zwischenriume 
an einander haften aber nirgendwo einander iiberdecken. Von allen 
unseren (n?) 2 wird folglich eine Function @ gebildet, welche fiir 
ihr ganzes, aus den genannten Rauten zusammengesetztes x-Gebiet, 
mit dem vorigen kleinen y-Gebiete vom Radius 0’ zusammen genom- 
men, den absoluten Betrag von ® kleiner als die vorher genommene 
Grésse « macht. Diese Function wird an jeder Trennungslinie zweier 
«-Rauten, fiir welche @ gleich 2 bez. 2) wird, zweiwerthig und 
das namliche gilt fiir ihre ersten partiellen Derivirten. Aber der Unter- 
schied der zwei, einem und demselben Werthsysteme von x und y ent- 
sprechenden Werthe von @ bez. ihrer ersten Derivirten wird nie unend- 
lich im Vergleich zu 6. Er ist unabhangig von der Anzahl, n?, der 
construirten 2“. Wenn daher 0 gegen Null abnimmt, dagegen ins 
Unendliche wichst, so dass nd endlich bleibt, so wird @ eine Func- 
tion von « und y, welche im betrachteten y-Gebiete rings um y, vom 
Radius 0’, vereint mit einem endlichen z-Gebiete, das mit dem von 
(x) oder q(x) identificirt werden kann, eindeutig, endlich und 
monogen wird, und, ‘fiir ¢ gebraucht, mod. ® kleiner als die vor- 
geschriebene Grésse « macht. Diese Function ist einfach die folgende: 


(29) B= 92) + 4@) (Y—H) + 3 HY—H), 
wo mod, (y—y) < 0’ und ¢ als Function von x durch die Gleichungen: 
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(30) O=0, <= 9(2), y= %, P= HY (2), g= 42), T= 9H" (@), 
hn s=q (2) 
bestimmt ist. 
Die Gleichung z = @ stellt geometrisch eine sehr schmale Flichen- 
partie dar, die nur wenig von einer Integralfliche von ® = 0 abweicht. 
Wir erhalten durch ein ahnliches Verfahren eine zweite derartige 
Flachenpartie, welche in gleicher Weise, wie die vorige Flichenpartie 
an den Streifen (22), an den Streifen 


$= BL, Y%), Y= Yor Ms = 4X) + t(Yo — Yo) 
sich anschliesst. Ihre Gleichung wird: 


(31) 2=O(r,H%)+a(y- W)+ ti(y—-Yo)*, 
wo 
(32) (a, Yo, ®, a=? > as » % (#), t,) = 0, 


@ kurz statt w(x, y,) geschrieben; mod. (y—y,) <6’ und auch 


mod. (y —%) < 6’. (Die neue Flaichenpartie (31) wird dann mit der 
ersten lings der Curve: 


£=B(x,%), Y= Yo 
zusammenhiangen), Die z-Function (31), die ich @’ nenne, macht fiir 
ihr ganzes xy-Gebiet mod. ® < «. Die beiden Functionen @ und 3’ 
haben gemeinsames x-Gebiet, d. i. das kleinste der x-Gebiete von 
P,%, B(x, Yo), G, aber verschiedene y-Gebiete. Letztere werden zwei 
Kreise vom Radius 6’ um die Punkte y,, y, herum, Wir schneiden 
hierauf diese Kreisflichen so ab, dass nur zwei Rauten zuriickbleiben, 
die lings einer Linie an einander haften ohne irgendwo einander zu 
iiberdecken. Die Differenz der Werthe von @ und @’ an einer Stelle 
(w, y) der Trennungslinie der zwei y-Rauten wird niemals unendlich 
im Vergleich zu 0’. Durch einen zweiten Punkt y,” im circuliren 
y-Gebiete der Function @ construiren wir nach denselben Principien 
eine Function @”, die zu ®@ so wie @’ sich verhilt und mod. ® << 
macht. Durch einen Punkt y,”, der im kreisférmigen y-Gebiete von 
@’ genommen worden ist, also mod. (y,” — y,’) << 6’, construiren wir 
in derselben Weise eine Function @”’, die so zu @’ wie D’ zu @ sich 
verhailt und die wiederum mod. @ < <= macht. U. s. f.*). Diese 
Functionen @, deren Anzahl n? sei, verhalten sich in Bezug 


*) Ich denke mir fiir das Folgende, dass die Punkte y', y,” etc. mit den sie 
umgebenden kleinen y Gebieten durch Translation von y) mit dem y-Gebiete von 
® etwa lings der reellen y-Axe, entstanden sind, und dass nachher eine gegen 
diese Axe senkrechte Verschiebung aller jetzt erhaltenen yo mit den sie um- 


gebenden y-Gebieten die Punkte y,” etc, mit den sie umgebenden y-Gebieten 
der Functionen ®”, etc. geliefert hat. 
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auf ihre y-Gebiete so wie sich die vorigen 2“) in Bezug auf ihre x-Ge- 
biete verhielten. 

Von den y-Gebieten der @ werden, nach dem Vorigen, nur 
kleine Rauten iibrig gelassen, die ohne Liicken eine in zwei Aus- 
dehnungen endliche Partie der y-Ebene einmal, und nur einmal, iiber- 
decken. Die Differenz der Werthe zweier Functionen @, @®, oder 
ihrer Derivirten, an einer Trennungslinie ihrer y-Gebiete wird klein 
wie 0’. In der That, denken wir uns zwei Reihen von derartigen 
Functionen (@), welche die obigen zwei @, @’ enthalten, und zu 
.y-Gebieten diejenigen’ zwei Reihen von Rauten haben, welche ent- 
stehen, wenn die zwei an einander gehefteten y-Rauten von @ und 0’ 
etwa senkrecht zur Verbindungslinie der Punkte y, und y, verschoben 
werden. Diese zwei @-Reihen werden, wenn die genannte Ver- 
schiebung continuirlich vor sich geht, selbst durch einen continuir- 
lichen Process erhalten, und werden auch nur wenig, nimlich von 
derselben Gréssenordnung als y, — y, von einander verschieden, Von 
den Functionen @ wird also eine Function von x und y gebildet, 
die, wenn man 0’ gegen Null abnehmen und zugleich » ins Unendliche 
zunehmen liisst, so dass 0’ endlich bleibt, in zwei endlichen, von 
einander unabhingigen x- und y-Gebieten regulir wird. Weil jetzt « 
mit 8’ Null geworden ist, so muss die eben gewonnene Function, wenn 
sie fiir ¢ angewandt wird, die Gleichung © = 0 befriedigen. 


Dass aber die 2- und die y-Gebiete dieser Function, die ich mit 
f(a, y) bezeichne, keineswegs beliebig gross zu nehmen sind, ist leicht 
ersichtlich. Erstens ist betreffend das 2-Gebiet der Function klar, 
dass es nicht grésser sein kann als das fiir m und g gemeinsame 
Continuitiitsgebiet, zweitens, dass auch diejenigen Punkte des Streifens 
(22), und der folgenden Streifen e = @, fiir welche “ verschwindet, 
auszuschliessen sind*). Denn fiir sie giebt die Gleichung (32) [und die 
fir z=’, z= @”, etc. tihnlich wie jene fir ¢ = @ lautenden Glei- 
chungen] endliche Werthe von ¢, —¢, etc., auch wenn 0’ nach Null 


abnimmt; was eine Discontinuitaét, zunachst in a einfiihrt. 
Betrachten wir hiernach ein Stiick von (22), das zwischen zwei 
zu beiden Seiten des Punktes (2, y)) zunichstliegenden Discontinuitits- 
punkten des Streifens enthalten ist, und nehmen wir ausserdem an, 
dass an keiner Stelle dieses Stiickes a verschwindet. Die zwei 
Discontinuititspunkte geben zu ahnlichen Punkten der neuen Streifen 


¢= @ Anlass. Von ihnen wird die Begrenzung der Integralfliche 





*) Wenn ® =t — ¥(q, y, 2, p, g, 7, 8), Y endlich und eindeutig, so haben 
wir keine solche Punkte. 
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2==f(x, y) gebildet, falls auf diesem Flachenstiicke kein Punkt sich 


befindet, in dem oe 
Bemerken wir dann, dass auf der Integralfliche z= f(x, y) im All- 
gemeinen zwei Schaaren von Charakteristiken verlaufen, — von dem 
Falle, dass die zwei Schaaren auf eine sich reduciren, wird dann ab- 
gesehen (vgl. die vorangehenden Nr. 14, 15), — und dass jede 
Charakteristik, im Gegensatz zu anderen Streifen, Ort unendlich vieler 
Reihen von D7,* ™ 2 ist, m+ m' = 3, 4, 5, ete.; ferner, dass in einem 
Discontinuititspunkte des Streifens (22) die Werthe der dem Streifen 
zugehdrenden Dz;'” z, von einem Zahlenwerthe von m + m’ an, mebr- 
deutig oder unbestimmt sind, so sehen wir ein, dass die oben ange- 
gebene Begrenzung der Integralfliiche 2 = f(x,y) aus Charakteristiken 
von ® = 0 bestehen muss. Hiermit sind zu derselben Zeit die Grenzen 
fiir die z- und die y-Gebiete von f gefunden. 

17. Die Anwendung der Transformation (19), (20) auf die voran- 
gehenden Constructionen lehrt uns sodann, dass durch irgend einen 
Streifen (21): 


= 9(%), y=yHt+V¥(7), Dye = Qe), 
der keine Charakteristik von F =0 wird, und fiir welchen die erste 
Derivirte der Function w keine Wurzel der Gleichung 


oF ray PS oF , ’ orf 
or (@ y— ay ¥ (@) + ay =9 


ist, eine Integralfliche**) dieser Gleichung hindurchgeht, welche durch 
eine Gleichung 2 = f(x’, y’) darzustellen ist, wo f eine in endlichen 
Gebieten der complexen x- und y-Ebenen reguliire analytische Function 
bedeutet. Die so dargestellte Fliiche wird von Charakteristiken begrenet. 
Hieraus folgen die x- und die y-Gebiete der Function f. In diesen 
Gebieten lisst sie sich, nach einem bekannten Satze von Cauchy, in eine 
Taylor'sche Potenzreihe entwickeln. Wir haben natiirlich dabei an- 
genommen, dass 9, w, q in einem gemeinsamen a-Gebiete reguldr sind 
und auch dass fiir alle Punkte unseres Flichenstiickes 

oF \2 oF aF 

B42 


, auf einen Streifen 2 — @ bezogen, Null wird*). 


von Null verschieden ist. 

Die angefiihrte Eigenschaft der Charakteristiken, Grenzen abzu- 
geben fiir die durch regulire analytische Functionen f(x, y) auszu- 
driickenden Integralflichen, ist wohl zum ersten Male von Paul du Bois- 
Reymond in seiner Arbeit: Beitrdge zur Interpretation der partiellen 


*) Man beachte die vorangehende Note. 
**) Im Allgemeinen, eine Zusammenfassung endlich vieler Integralflichen. 





Ss. 


a,f¢ a se 


omfe © mw CO a7 
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Differentialgleichungen mit drei Variablen. Erstes Heft: die Theorie 
der Charakteristiken , Leipzig 1864, bemerkt worden. 

18. Aus der Nr. 15 folgt, dass, wenn wir einen Streifen haben: 
(33) = G(x), Yy=H+ Ve), a =a), 
welcher den dort entwickelten Gleichungen U—=0, V—O geniigt, 


und dazu eine continuirliche Reihe von zugehérenden »’, s, ¢’, die 
den Gleichungen : 


ep sya) = 4. (9 @)—a(@) oe), 
34) fs tty (e)—q (a), P=0, 2 wey — ye) 


geniigen, so giebt es einfach unendlich viele continuirliche Reihen 
der dritten Differentialquotienten von ¢, welche zusammen mit den 
obigen 2’, y’, 2, p = g(a’) —qy'(x), q’, , s, t’ den Gleichungen 
D, F =0, Dy F =0 geniigen und, — man wende auf die in Nr. 14 
entwickelten Figuren die durch die Gleichungen (19) und (20) aus- 
gedriickte Flichentransformation an, — durch eine Riccati’sche Glei- 
chung: 


Dj d = A(x’) + Bia’) D3 + O(a) Dp 2”, 


im Verein mit anderen in D,'2 und den tbrigen dritten Derivirten 
von # linearen Gleichungen, gegeben werden. Vom Werthe D/. 2’ im 
Elemente (%9', Yo: 29s Po» Yo» %o> Soy 4) unseres Streifens wird diejenige 
Integralreihe*) der dritten Derivirten von 2’, in welche Dy; 2 eingeht, 
eindeutig bestimmt. Die dieser Reihe zugehérenden Det y ™ 2! (m-+- m ‘== 3) 
werden gleich D7} f’ (m-+-m’=3), wo 2 =f” eine Fliche durch den 
Streifen darstellt und die obigen 7’, s’, ¢’ gleich of, => ae a ; 
bez. sind. 

Dass es unendlich viele Flichen 2 =" giebt, sehen wir leicht. 


Kine ist ausgedriickt durch die folgende Gleichung zwischen den friiher 
in Nr. 12—14, 16 angewandten Grdéssen z, y, 2, etc.: 


(35) #= (2) +4(y—m) +5 ty —Ho)? + | De aly—yo)® 
+ og Deft e (y—y). 
Wir denken uns dann fiir ¢ und fiir D&}*z diejenigen Werthe eingeseizt, 


*) Mit diesem Ausdrucke, ei will ich gesagt haben, sowohl dass 


durch die Elemente (2’, y’,. . D} 2’) der Reihe die Gleichungen: F’ = 0, D, F=0, 
Dy F =0 befriedigt werden, ‘als “dass dieselben Elemente einer Fliche zugehiren, 
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die aus den obigen »”, s’,¢', ete. durch die Transformation (19), (20) 
hervorgehen. Fiir Di*z (« variabel) wollen wir eine beliebige der 


cot continuirlichen Integralreihen von = 
obigen, den Flichenelementen des Streifens (27) beigelegten Werthea 
der zweiten und dritten Derivirten von z zusammengehdren (Nr. 14). 

Wir sehen also, dass der erste Streifen (33), (34), wenn man fiir 
irgend ein Element (2%), Y), 29 Po» Yor o> So % ) Gesselben den Werth 
von D},2' fixirt, zu einem unendlich benachbarten Streifen von Ele- 
menten (2, y’, 2, p,q’, 7,8, t’) Anlass giebt, welcher mit dem ersten 


anwenden, welche mit den 


auf derselben Flichenschaar (35), — dabei D2i*z einen willkiirlichen 
Parameter enthaltend, — gelegen ist, und der, wegen der unendlich 


vielen méglichen Werthe des letzteren Parameters, von derselben Art 
wie der erste Streifen wird, so dass auch er einen charakteristischen 
Streifen von / —( ausmacht. (Es gilt folglich im Allgemeinen, dass 
fiir ihn y nicht constant ist, wie es fiir den ersten Streifen (33) oder, 
andererweise geschrieben, (27) der Fall war). 

Dieser Satz ist dusserst wichtig, denn ihm zufolge leitet man aus 
dem zweiten Streifen, gleich wie aus dem ersten, einen neuen charakte- 
ristischen Streifen her, der eine continuirliche Reihe von Elementen 
(vy, 2,p,¢,7,8,t) von F=0 bildet, welcher mit dem vorigen 
zweiten Streifen auf einer Fliche liegt, und der dritte Streifen fiihrt 
in gleicher Weise zu einem vierten charakteristischen Streifen, der 
mit ihm einer Fliche zugehért; u. s. f. so lange bis fiir keinen der 
Streifen in keinem Punkte 

) -?¢4> <> 
és or ot’ 
verschwindet. 

Wir sehen also, dass, wenn wir irgend einen Streifen (33) haben, 
der den Gleichungen U =0, V = 0 geniigt, und daneben eine Curve: 


g=a(r), y = B(x), 
welche im Punkte (ao), yo, %) die Fliche 


z= By + py (4 — 2) + A (Y' —Yo) 
+ ; [179 (x — Xq')? + 2s, (a —a') (y’—yy) +h (y'—H%)*], 


F (2's Yo’, 20s Po» or Yo» Sos fy) =O, osculirt, so giebt es eine Integral- 
fliiche von F = 0, welche die Curve und den Streifen beide enthdlt und 
die durch eine Gleichung 2 =f (x', y’) auszudriicken ist, wo f in endlichen 
az- und y-Gebieten von zwei Dimensionen regulir wird. Doch haben 
wir dann vorausgesetet, dass nicht nur p, wv, gq, sondern auch a und B 
in einem gemeinsamen Gebiete der x-Ebene regulir sind. Die genannte 
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Fliche wird von Charakteristiken patsy” und sie enthilt keine Stelle, 


an der die Gleichung. fiir die Richtungen 4% ~ der zwei hindurchgehenden 
Charakteristiken eine Doppelwurzel hat. 


Aber wir hiitten dies vielleicht directer aus dem Satze der Nr. 14 
folgenderweise ableiten kénnen: Wir nehmen fir den Streifen (27) 
die Werthe von D&t®c, D&its,...'so, dass die Reihe 


& + Diw.# (y— oe 5 Dei e(y—mo + rarer Dzxy. Y—Yo)? + ete. 


in einem endlichen complexen y-Gebiete gleichmissig convergirt, und 
bestimmen sodann diejenigen Werthe von D2f*s, D&i*s, ... die 
in dieselben, dem Streifen (27) zugehérenden Integralreihen der 
dritten, vierten, ... Derivirten von ¢ eingehen wie die angenommenen 
Dez, D&iie. Dann miissen, nach Nr. 14, diese D&i>s, etc, — 
weil die genannten Integralreihen continuirlich sind, — nicht nur fiir 
Punkte «, welche dem Punkte x, unendlich nahe sind, sondern auch 


fiir solche xz, die endlich, wenn auch vielleicht nur wenig, von 2, ab- 
stehen, die Reihe 


t= a + Do e(y—m) + ay DE ey—w)? 
+ zag Die e(y—yo)® + ete., 


in einem endlichen complexen y-Gebiete gleichmissig convergent 
machen. Die Fliche, welche die oo! durch diese Reihe dargestellten 
‘Curven enthiilt, wobei jetzt 2 als (complexer) Parameter der Curven- 
schaar fungirt, wird also durch eine Gleichung z = f(z, y) gegeben, 
wo f in endlichen Gebieten der complexen z- und y-Ebenen regular 
wird und demnach in eine gleichmiissig convergente Taylor’sche Potenz- 
reihe entwickelt werden kann. 


19. Beiliufig erwihne ich die folgende Consequenz des Voran- 
gehenden: Wenn zwei Integralfliichen von F=0 einen charakteristischen 
Streifen gemein haben und dabei in einem Punkte des Streifens eine 
Beriihrung von der 3. oder 4. etc. Ordnung mit einander eingehen, — 
was Alles nach dem Vorangehenden méglich anzunehmen ist, — so 
haben sie lings dem ganzen Streifen eine Beriihrung von der 3. bez. 
4. ete. Ordnung. 

Dass fiir partielle Differentialgleichungen von der zweiten Ordnung 
mit mehr als zwei unabhingigen Variablen ein thnlicher Satz gilt, 
habe ich in einer Note 8.45 meiner Abhandlung iiber Flichen von 
constanter negativer Kriimmung in T, XIX (1883) der Jahresschrift 
der Universitat zu Lund bemerkt. Vgl. auch die folgende Nr. 37. 


Mathematische Annalen, XL. 15 
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20. Das Vorangehende gilt auch dann, wenn die Wurzeln der 


folgenden Gleichung fiir i 


F , 
(36) oF ay’? — 22 dy’ da + 2 ax? 0 
fiir alle Elemente (2’, y’, 2’, p’, q’, 7”, x’, t’) von F = 0 bloss sehr wenig 
von einander abweichen. Sei in ‘Nelehom Falle die Curve der Nr. 18: 
2 = a(a’), y’ = B(a’) Leitcurve einer Charakteristik von F— 0. Weil 
immer die in Nr. 18 gefundene Integralflache von Charakteristiken be- 
grenzt sein soll, so folgt, dass im Allgemeinen an der Grenze, wo die 
Wurzeln von (36) zusammenfallen, (so dass fiir alle endlichen Werthe 
von x,y',2’,p',q', 7,5, t’, fiir welche F=0, ausnahmslos die Gleichung: 
4 oF oF 

ar z) ee 
statthat), durch ein endliches Curvenstiick 
c= p(x), y” sie y(x')*), 


aF . oF 
o = Sr 8? or 





fiir welches 


ist, keine zu beiden Seiten des Curvenstiicks sich erstreckende, durch eine 
reguldre analytische Function f(x’, y’) darzustellende Integralfliche von 
F = 0 gelegt werden kann. 

Dass fiir die Fourier’sche Differentialgleichung: r = qg ein der- 
artiger Satz gilt, ist seit langem von Frau Sophie v. Kowalevsky 
gezeigt worden in § III ihrer Abhandlung: Zur Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen in Crelle’s Journal Bd. 80. Aus der Form der 
Gleichung: ¢ = #(x, y), durch welche Fourier die Integralfliche dar- 
gestellt hat, die durch die Curve: ¢ = F(x), y= 0 hindurchgeht, ist 
leicht erkenntlich, dass das y-Gebiet von w aus der Hilfte der y-Ebene, 
in der der reelle Theil von y positiv ist, besteht. Siehe auch Weier- 
strass: Ueber die analytische Darstellbarkeit sogenannter willkiirlicher 
Functionen einer reellen Veriinderlichen. Sitzungsberichte der Akademie 
der Wissenschaften zu Berlin 1885. 


§ 3. 
Die Differentialgleichungen des § 1 als Beispiele zum Vorangehenden. 
21. Integralfliiche von Gleichung (6) durch einen gegebenen Streifen 


des Raumes (Aub). — Die allgemeinste Congruenz von zu einer ge- 
gebenen Fliche senkrecht stehenden Kreisen, die in ein und dasselbe 





*) Wo also @ oder w oder beide zugleich mit endlich gelegenen Discon- 
tinuititspunkten behaftet sind, 
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eyklische System eingehen, wurde in Nr. 5 durch die partielle 
Differentialgleichung (6) bestimmt. Diese Differentialgleichung war 
eine Folge der zwei Gleichungen (4) und (5), die ausdriicken, dass die 
Kugel, welche durch einen Kreis der Congruenz geht und im Punkte, 
wo dieser die gegebene Fliiche senkrecht schneidet, eine Kriimmungs- 
curve der Fliche beriihrt, einen zweiten, unendlich benachbarten, 
Congruenzkreis ebenfalls enthalt. Aber aus diesem rein geometrischen 
Charakter einer Congruenz der fraglichen Art folgt sofort, wie ich 
zeigen werde, dass eine solche Congruenz schon von oo! ihrer Kreise 
bestimmt ist, falls diese eine continuirliche Reihe bilden und in den 
Punkten einer Curve, die nirgends von einer Kriimmungscurve bertihrt 
wird, senkrecht zur gegebenen Fliche stehen. Wenn nimlich auf 
Tf, — so wollen wir die gegebene Flache nennen, — eine Reihe von 
Punkten a,, a,,4@,,... gegeben ist, die auf einer continuirlichen, von 
einer Kriimmungscurve nirgendwo beriihrten, Curve ¢, liegen und die 
einander zu je zwei unendlich benachbart sind, und ferner Kreise 
C, C,, C,, ... sich finden, welche in a, a,, a,,... senkrecht zu 
stehen und continuirlich auf einander folgen, so kénnen wir zwei 
Kugeln durch C legen, welche die beiden in a@ sich schneidenden 
Kriimmungscurven auf [ beriihren, und ebenso durch C, zwei Kugeln, 
welche die Kriimmungscurven in a, beriihren, und bekommen dann 
durch die Schnitte dieser Kugeln mit einander zwei zu C unendlich 
nahe liegende Kreise 0’, C”, die in a’ bez. a” auf [ senkrecht stehen*). 
Durch die zwei Kageln durch C, und die zwei durch C,, welche die 
Kriimmungscurven durch a, beriihren, bekommen wir zwei neue zu 
C, unendlich benachbarte Kreise C,’, C,”, welche in a,’ bez. a,” senk- 
recht zu sind; u.s.f. Alle diese Kreise C’, C,’, C,’,..., C0”, C,”, C,”,... 
gehéren demselben cyklischen Systeme zu. Sie vertheilen sich in zwei 
Reihen, die auf je einer Seite der gegebenen Reihe C, C,, C,,... ihr 
unendlich nahe kommen. Wir kénnen auf jeder dieser Reihen den- 
selben Process zur Bildung von neuen Kreisreihen desselben Systems 
anwenden und die zwei neu erhaltenen Reihen wieder auf dieselbe 
Weise behandeln; u.s. f. Hierdurch bekommen wir Kreise, die simmt- 
lich einem und demselben cyklischen Systeme zugehéren und deren 
Fusspunkte auf [: a, a’, ete., denjenigen vierseitigen Theil dieser Fliche 
ausfiillen, der ausgeschnitten wird von den Kriimmungscurven, die 
durch die Endpunkte der Curve ¢, gehen. Unsere Construction fiihrt 
uns niemals iiber diese Kriimmungscurven hinaus. 

22. Die vollstiindige Uebereinstimmung des jetzt Entwickelten 
mit dem Satze der Nr. 17 leuchtet aus dem jetzt Folgenden sogleich 


*) Wir erinnern daran, dass unsere zu [ senkrechten Kugeln, da sie Kriim- 


mungscurven auf [ beriihren, gegen die Fliiche [ in je zwei unendlich benach- 
barten Punkten senkrecht stehen, 


15* 
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ein. — Dass man eine Kreisreihe gegeben hat, will sagen, dass man 
weiss, wie fiir eine gegebene Curve auf [: 4 = /(u), die Kreispara- 
meter b und b’ von w abhingen, etwa: b= g(u), b = wa(u)- Aber 


aus der Gleichung: 
av’ av re 


mit den Gleichungen (4) und (5) und der Gleichung: 


ab ab , 
a ta lfwM=9@ 
vereint, folgen*) bestimmte Werthe von ge und o welche einen 


Streifen im Raume (Awd) geben, der an die Curve: b=g(u), A=/(u) 
sich anschliesst. Nach Nr. 17 ist nun die Integralfliche der Gleichung 
(6) durch die Bedingung, einen gegebenen Streifen zu enthalten, voll- 
stindig bestimmt, wenn der Streifen keine Charakteristik ist. Die 
Projectionen auf die Au-Ebene der Charakteristiken von (6) sind 
aber die Kriimmungscurven von [: 4—=C, w=C’. Und nach der 
nimlichen Nr. 17 soll die genannte Integralfliche von Charakteristiken 
begrenzt sein. Umgekehrt: jede Integralfliche b — F(A, w) giebt nach 
Nr. 5 zu einer Gleichung b' = F(A, u, K), wo K eine arbitrire Con- 
stante, Anlass, so dass aus dem Werthe von b’ in einem Punkte (A, u) 
auf [ die Constante K und damit die den anderen Punkten (A, uw) 
entsprechenden Werthe von 0’ folgen. Die Nr. 17 fiihrt uns also zum 
obigen Satze im Falle, dass die Curve der Punkte a, a,,a,,... und 
die dazu gehdrenden b und 6’ durch regulire analytische Functionen 
von w (oder von 4) sich ausdriicken. 

23. Integralfliiche durch zwei Curven, von denen wenigstens die 
eine Leitcurve einer Charakteristik von (6) ist. — Wenn die Curve der 
Punkte a, @,, a, ... eine Kriimmungscurve von [ ist, so nehmen 
entweder die Kreise C, C,, C,, ... eine singulire Stellung in einem 
besonderen cyklischen Systeme ein, oder sie gehéren unendlich vielen 
cyklischen Systemen zu. Damit Letzteres eintreffe, miissen je zwei 
unendlich benachbarte dieser Kreise auf einer Kugel liegen. Zwei der- 
artige Kreisreihen, mit ihren Fusspunkten auf zwei in a sich schneiden- 
den Kriimmungscurven von [ und mit dem Kreise durch a gemeinsam, 
liefern ein ganz bestimmtes cyklisches System. Zwei Reihen von con- 
tinuirlich aufeinander folgenden Kugeln, die in den Punkten der zwei 
Kriimmungscurven durch @ senkrecht gegen [, aber sonst beliebig, an- 
genommen sind, liefern aus demselben Grunde, im Verein mit einem 
Kreise C, der, auf der Kugel durch a liegend, in diesem Punkte senk- 


*) Ausser wenn [ developpabel ist, ein Fall, den ich spiiter, in Nr. 25, be- 
handeln werde. 
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recht zu [ steht, ein cyklisches System. Wir bekommen nimlich 
erstens durch die Schnitte zwischen den zwei Kugeln durch C, welche 
die Kriimmungscurven durch a beriihren, und denjenigen von den 
gegebenen Kugeln, die in den zu a unendlich benachbarten Punkten 
a, und 6, dieser Kriimmungscurven die Flichen [ senkrecht schneiden, 
zwei Kreise, C, und D,, welche in a, bez. b, senkrecht zu [ sind. 
Durch C, legen wir zwei Kugeln, welche die Kriimmungscurven durch 
a, beriihren. Von diesen wird die eine aus einer der erst gegebenen 
Kugeln einen Kreis C, ausschneiden, der in a,, einem zu a, unendlich 
benachbarten Punkte der durch a und a, gehenden Kriimmungscurve, 
senkrecht zu [ ist. Durch D, legen wir auch zwei Kugeln, welche 
die Kriimmungsecurven durch 0, beriihren, Die eine von ihnen giebt 
uns einen Kreis D,, der im Punkte b, der durch a und b, gehenden 
Kriimmungscurve senkrecht zu [ ist. Die zweite Kugel schneidet die 
eine der durch C, gezogenen Kugeln in einem Kreise E, der im 
Schnittpunkte e zweier Kriimmungscurven durch a, und b, zur Fliche 
r senkrecht steht. Zwei Kugeln durch E und C,, zwei Kriimmungs- 
curven auf [ beriihrend, liefern einen Kreis E,, der in e, senkrecht 
gegen [ ist. Ebenso erhalten wir mittelst zweier Kugeln durch E und 
D, einen neuen Kreis, F’, der im Punkte f die Flache [ senkrecht 
schneidet. Alle diese Kreise gehéren einem und demselben cyklischen 
Systeme zu. Zwei Kugeln durch E, und F bestimmen in dhnlicher 
Weise einen neuen Kreis desselben Systems. Sei e, der Punkt, in 
dem er die Fliche [ senkrecht schneidet. Die Punkte a,, e,, e, der 
Kriimmungscurve durch a, geben im Verein mit neuen Punkten der 
ersten Kriimmungscurve durch a und a, diese iiber a, hinaus verlingert, 
neue Kreise desselben Systems; u. s. f. Nur ein vierseitiges, von 
Kriimmungscurven begrenztes Flaichenstiick von [ wird von den Fuss- 
punkten unserer Kreise bedeckt. 

Beriicksichtigen wir was von der gegenseitigen Abhingigkeit von 
zusammengehérenden Lésungen b und b’ der Gleichungen (4) und (5) 
vorhin gesagt wurde, so erkennen wir aus dem jetzt Vorgetragenen 
ohne Weiteres, dass, wenn fiir zwei einander schneidende Kriimmungs- 
curven auf [ beliebig zwei continuirliche Werthreihen von 6 gegeben 
sind, man fiir alle Punkte (4, w) eines Flichenstticks, — welches von 
den vier Kriimmungscurven, die durch die Endpunkte der zwei ersten 
Kriimmungscurven senkrecht zu ihnen gehen, umschlossen wird, — 
eindeutig bestimmte Werthe von b hat, welche continuirlich an jene 
Werthreihen sich anschliessen. 

Statt der einen Kriimmungscurve kénnen wir irgend eine andere 
continuirliche Curve setzen, sogar eine, die von keiner Kriimmungs- 
curve beriihrt wird, und bekommen dann, durch dieselbe Construction, 
aus irgend zwei Werthreihen von b, die einer Kriimmungscurve und 
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einer zweiten sie treffenden Curve zugeordnet sind, wenn diese Werth- 
reihen continuirlich sich verhalten, eine bestimmte Lésung b = F(A, u) 
der Gleichung (6), die jene Werthreihen von } enthilt und fiir ein 
ganzes vierseitiges Gebiet von [ gilt, welches von Kriimmungscurven 
begrenzt ist. : 

Dass, wenn die gegebenen Curven und die gegebenen Werth- 
reihen von 6 durch analytische Functionen definirt sind, die hier an- 
gemerkten Lésungen von (6) durch analytische Functionen sich aus- 
driicken, geht direct aus dem Satze der Nr. 18 hervor, — Die obige 
Construction giebt selbstverstiindlich bloss die reellen Theile der 
betreffenden Integralfliche, und dies auch nur anniherungsweise, — 
nebst ihren Grenzen, die aus reellen Theilen von Charakteristiken 
von (6), reellen Theilen von Kriimmungscurven von [ entsprechend, 
bestehen. — 

24. Von der partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung der Nr. 6.— 
Es giebt Kreise, die ein gegebenes Flichenelement (x, y, z, p, q) be- 
riihren, auf der Fliche [ senkrecht stehen und auf Kugeln liegen, 
welche sowohl im Fusspunkt je dieser Kreise eine Kriimmungs- 
curve von [ beriihren als zu dem Flichenelement (#7, y, 2, p, q) senk- 
recht stehen und zwar giebt es nur endlich viele solche Kreise. Hieraus 
schliessen wir, dass sich, wenn ein Streifen von Elementen (a, y, 2, p, q) 
gegeben ist, eine Reihe von oo! zu [ senkrechten Kreisen findet, 
welche die Elemente des Streifens beriihren und auf die in Nr. 21 
angegebene Weise die*) Kreise eines solchen cyklischen Systems 
liefern, in dem es co! zu den Kreisen jener Reihe unendlich benach- 
barte Kreise giebt, welche mit je einem jener Kreise auf je einer 
Kugel liegen, die den gegebenen Streifen senkrecht schneidet, — und 
im Allgemeinen finden wir nur endlich viele solche Reihen von die 
Elemente des Streifens beriihrenden Kreisen, Die Brennflichen der 
Kreise der entsprechenden cyklischen Systeme werden die einzigen 
Flachen von der in Nr. 6 besprochenen Art, welche den gegebenen 
Streifen enthalten. Die offenbar immer zulissige Umkehrung des 
Satzes der Nr. 17 fiihrt folglich zum Satze der genannten Nr. 6 
zuriick: Die Brennflichen derjenigen Congruenzen von zu senkrechten 
Kreisen, die in cyklische Systeme eingehen, werden als Integralflichen 
einer partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung 
F(a, y, 2, p, %, 7, 8, t) = 0 
erhalten. 

Es ist leicht, die Charakteristiken dieser Gleichung anzugeben. 
Da sie Beriihrungsstreifen zwischen unendlich vielen Integralflichen 
sein sollen, so miissen sie, nach dem Obigen, Reihen von je 


*) Zu fF senkrechten. 
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co! Kreisen bestimmen, die gegen [ in den Punkten einer Kriim- 
mungscurve senkrecht stehen. Diejenigen Streifen einer Integral- 
fliche von F —0, welche an diejenigen in Nr. 6 erwihnten Curven 
sich anschliessen, die Enveloppen von Kreisreihen der letztgenannten 
Art sind, machen daher eine Schaar von Charakteristiken aus. Sie 
entsprechen der einen Schaar von Kriimmungscurven auf f. Eine 
zweite Schaar von Charakteristiken wird von Streifen gebildet, welche 
die Integralfliche mit oo! Flichen gemein hat, die von anderen Kreis- 
reihen der obigen Art, der zweiten Schaar von Kriimmungscurven 
auf [ entsprechend, erzeugt sind. Die Integralfliiche wird dann, gleich 
wie die Fliche 2’ = g(a’, y’) am Ende der Nr. 6’, als Umhiillungs- 
gebilde von oo' Enveloppen von Kugeln (8) aufgefasst. Von den 
auf zwei zusammengehdrenden Flichen: z= f(x,y), # = g(2',y’) 
gelegenen zwei Charakteristikenschaaren entsprechen im Sinne der 
Nr. 6 den Charakteristiken von der einen Gattung auf der einen Fiche 
die von der anderen Gattung auf der anderen Fiche. 


25. Von der partiellen Differentialgleichung der Nr. 8. — Be- 
merken wir, dass im Allgemeinen nur endlich viele Reihen von Kreisen 
eine gegebene Fliche [ und zugleich einen beliebig genommenen 
Streifen von Fliichenelementen (a’, y’, 2’, p’, q’) senkrecht schneiden, 
und dass, nach Nr. 21, jede dieser Kreisreihen, den in Nr, 23 an- 
gemerkten Fall ausgenommen, einem einzigen cyklischen Systeme zu- 
gehdrt, so sehen wir ohue Miihe, dass von allen Flichen, die gleich- 
zeitig mit [ oo? Kreise irgend eines cyklischen Systems orthogonal 
schneiden, nur endlich viele durch den Streifen hindurchgehen. Hieraus 
schliessen wir, dass die fraglichen Flichen durch eine partielle Diffe- 
rentialgleichung 2. Ordnung gegeben werden. Am Ende der Nr. 8 
ist diese Gleichung aufgestellt worden. Ferner sehen wir aus Nr, 23, 
verglichen mit dem Anfange der Nr. 8, dass die Kriimmungscurven 
der Integralflichen die Charakteristiken jener Gleichung liefern, Fiir 
die Charakteristiken gilt folglich, weil sie sich an Kriimmungscurven 
anschliessen, dass: 


dp’ [p'q’ da’ + (1+ 9°?) dy] — dq'[( + p’?) dx’ + p’g'dy’] = 0, 
dz’ =p’ dz’ + q’dy’. 
Ueberdiess muss, wenn die in Frage stehende Gleichung unter der 
Form in Nr. 8 geschrieben wird: 
dy’ = f(a’, y', #, p,q’) da’ 
sein, Man bekommt also: 


, , , , ax’ dy’ 
v= By. ae ar) 


(37) 


, ’ , » ax’ dy’ 
q = F,(2’, ¥,%, Gy “-), 
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(38) o(2’, y’, a’; S, ., ars 5%.) = 0). 
Diese drei Gleichungen spielen hier dieselbe Rolle wie der Inbegriff 
der drei Gleichungen der Nr. 15: p’ = g'(x%’)—q'y'(x’), U=0, 
V =O, Insbesondere werden durch die Gleichung (38) diejenigen 
Curven dargestellt, die als Leitcurven von Charakteristiken dienen 
kénnen, Auf jeder beliebigen Fliche findet man oo? Curven dieser 
Art, unter denen von einem beliebigen Punkte der Fliaiche oo! ausgehen. 

Durch irgend eine Curve, die kein Integral von (38) ist, kann 
auch ein Streifen gelegt werden, dessen Flichenelemente die Glei- 
chungen (37) erfiillen und welcher somit von oo! Charakteristiken , be- 
sonders von ihren Leitcurven, beriihrt wird. Auch durch diesen Streifen 


geht eine Integralfliche hindurch. Aber fiir sie wird die Leitcurve 
des Streifens eine Cuspidalcurve. 


§ 4. 
Gleichungen (17) specieller Art. 
26. Eine Gleichung 2. 0. von der Form: 
(39) s=ap-+ bq, 


wo a, 6 nur von x und y abhiingen, besitzt ein erstes Integral, aus- 
gedriickt durch eine Gleichung: 


(40) f(@, Y, 4p, q)=9, 
falls simmtliche Werthe von r,s, ¢, die irgend einem Flachenelemente 
von (40) durch die folgenden zwei Gleichungen: 


of of of . 
ae +P ae +'35 +8 os 





62 

of of . oF | 

ay +93, +8 Gy t+ tog =O 
zugeordnet werden, eben der Gleichung (39) geniigen. Die Substitution 
von s aus (39) lehrt also, dass, da es co! Werthsysteme von 1, s, ¢ 
von der genannten Art geben soll, man entweder 
af =, tp + (ap + bq) 3 = 0, 

of 3 bs 

gf =o, a +926 + (ap + bq) ~£ =0 
haben muss. Der zweite Fall bezieht sich in derselben Weise auf die 


Y-Axe wie der erste auf die X-Axe. Im ersten Falle wird das erste 
Integral von der Form: 


oder 


_ q = O(z, y, 2), 
wo unabhingig von p: 


an eo 
Fa +P GZ, = oP + 59, 

















Partielle Differentialgleichungen und Orthogonalsysteme. 229 


also 
ao ao 
(41) ry = bo, “Th =a, 
was unmdglich wird, wenn nicht 
ge = ab, 


oder, wie wir auch schreiben kénnen: 


(42) a = C(y) eS*4*, — 


Dies wenden wir jetzt auf die Gleichung (17) an. Sie hat die 
Form (39). Man hat nur A, uw, statt bez. 2, y, 2 und 


sate. 13. 

H du? H, 0a 

za setzen, Die Existenz eines ersten Integrals von (17) wird daher 
von der Relation (42), d.i. hier der Relation: 


(43) Woe = Clu) Hy 


bedingt. Die geometrische Bedeutung dieser Relation erkennen wir 
leicht. Wir hatten (Nr. 9) fiir das Quadrat des Linienelements der 
Fliche [ die Formel: 

ds* = H? da? + H,? dy’; 


fiir die geoditischen Kriimmungsradien @,, 9, der Curven w= u° bez. 
A = A° im Punkte (A°w°) haben wir dann die Ausdriicke*): 


a ae eee eS 
Q2 Pa: HH, Ou’ Ou HH, oa 


Die Gleichung (43) besagt folglich, dass, wenn die Gleichwng (17) ein 
erstes Integral besitet, die geodiitische Kriimmung jeder Kriimmungs- 
curve von [T von der einen Schaar (u=C) constant wird, also**) 
diese Fliiche f von einfach wnendlich vielen Kugeln, nach den Kriim- 
mungscurven uw = C, orthogonal geschnitten wird. 

Wenn dies geschieht, so schliessen wir aus (41), dass 


o— 7 2 + Kw) Mh, 


wo K(w) eine arbitrire Function von w bedeutet, und dass also die 
folgende partielle Differentialgleichung : 

Ot t @H , 
(44) Ou H Ou + K(u) H, 


*) Siehe zB. Darboux, Legons sur la théorie générale des surfaces. 
Deuxiéme partie p. 392. 


**) Darboux, Legons etc. Troisidme partie p, 121. 
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unabhingig von K ein erstes Integral von (17) darstellt. Hieraus 
leiten wir ferner eine allgemeine Gleichungsform der Integralflichen 
von (17) her. Die Integration von (44) giebt uns namlich 


(45) ro H( [7 Kw de+ 00), 


wenn mit C, eine neue arbitrire Functionsform bezeichnet wird. Man 
kann aber K und C, so bestimmen, dass der Gleichung (45) durch die 
Substitutionen : 

(46) t= 9(u), A= ¥(u), Fo = alu) 

geniigt wird, und daraus folgt, dass diejenige Integralfliiche von (17), 
die durch einen beliebig gegebenen Streifen (46) hindurchgeht, eben 
durch die Gleichung (45) ausgedriickt wird. Diese Gleichwng stellt 
also, im Falle (43), alle Liswngen von (17) vollstindig dar*). 


26’. Damit die Gleichung (17) zwei distincte, den verschiedenen 
Schaaren von Kriimmungscurven von [ entsprechende, erste Integrale 
besitze, muss nothwendig diese Fliche [ von zwei Schaaren von Kugeln 
orthogonal geschnitten werden, und sie muss daher**) eine Rotations- 
fliche oder ein Kegel oder ein Cylinder sein oder aus solchen Flichen 
durch circulire Inversion erhalten werden kénnen. 


27. Nach dem in Nr. 9 Bemerkten giebt uns also die Gleichung 
(45), den Fall (43) vorausgesetzt, alle Congruenzen von zu [ ortho- 
gonalen Kreisen, die in cyklische Systeme eingehen. Dem Falle: 
K(w) constant gleich Null, entsprechen diejenigen Congruenzen dieser 
Art, deren Kreise auf den oo! Kugeln liegen, welche [ senkrecht 
schneiden. Erstens sehen wir niimlich, dass, wenn wir auf einer 
dieser Kugeln, S, eine Schaar von oo! zu [ senkrechten Kreisen be- 
liebig aufzeichnen und durch diese Kreise orthogonal zu S neve Kugeln 
ziehen, diese neuen Kugeln, durch ihre Schnitte mit der zu S unendlich 
benachbarten von den oo' gegebenen zuT orthogonalen Kugeln, neue 
Kreise bestimmen, welche mit denen auf S im dasselbe cyklische 
System eingehen. (Siehe Nr. 1). Die erste Kreisschaar, diejenige 
auf S, hat oo' Orthogonalcurven. Durch jede geht eine bestimmte 
Flaiche, welche die co' zuf orthogonalen Kugeln senkrecht schneidet. 
Die oo! Flichen dieser Art, die jene co! Orthogonalcurven enthalten, 
werden ebenfalls zu den eben bestimmten neuen Kreisen orthogonal. 
Hieraus folgt, dass irgend zwei Flichen, die sémmtliche oo! Kugeln 

*) Wenn [ developpabel ist, wird sie eine specielle Fliche der obigen 
Art; sie wird nimlich dann von ! Ebenen, d. i. Kugeln mit unendlich grossen 
Radien, senkrecht geschnitten. 

**) Nach einem Satze von O. Bonnet. Siehe Darboux, Legons etc. 
Troisiéme partie p, 122, 
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senkrecht schneiden, zu zweifach unendlich vielen Kreisen, die auf 
den Kugeln verlaufen und einem und demselben cyklischen Systeme 
angehéren, senkrecht stehen. Diese Flichen werden Integrale der- 
jenigen linearen partiellen Differentialgleichung der ersten Ordnung, 
welche die Orthogonaleurven der _Kugeln zu Integralen einer Di- 
mension besitzen. Wir bemerken dann zweitens, dass diejenigen 
unter diesen Flachen, die unendlich nahe zu [ liegen und deren jede 
durch eine Gleichung: +t = ¢f(4,w), € unendlich klein, auszudriicken 
ist, die Gesammtheit der Integrale einer Gleichung: 
Fee, 4,6, 3, #)=0 

bilden. Die zugehérenden + miissen die Gleichung (17) erfiillen. Diese 
bekommt folglich die Gleichung F' = 0 zum Integrale. Also ist diese 
Gleichung von der Form (44). Sie soll indessen [, welche durch die 
Gleichung t = 0 dargestellt wird, zur Integralfliche haben. Aber 
nur eine der Gleichungen (44) hat t=O zum Integrale, nimlich 
diejenige Gleichung, in der K = 0 ist. Die oben erwihnte Gleichung 
F = 0 ist folglich diese: 


bs 9] 


t 
u 


=| 


i) 
Q} 
Fiz 


Ihre Lésung 
(47) t = HC, (A) 


bestimmt also die zu [ unendlich nahen Flichen, die senkrecht sind 
zu Kreisen, welche in cyklische Systeme eingehen, gegen [ senkrecht 
stehen und auf den oo! gegen [ senkrechten Kugeln verlaufen. 


28. Hieraus kénnen wir ferner, ohne Integrationen, simmtliche 
Orthogonalcurven unserer Kugeln ableiten. Doch ist dann voraus- 
gesetzt, dass [ mit ihren Kriimmungscurven bekannt ist. Die Kreise 
namlich, die auf [ in den Punkten einer zu den Kugeln senkrechten 
Kriimmungscurve (4 <=) senkrecht stehen und auf je einer jener 
Kugeln liegen und zu irgend einer zweiten Krimmungscurve auf [ 
von derselben Gattung (A = C’) hingehen, stehen zu noch oo! Ortho- 
gonaleurven der Kugeln orthogonal. Nach Nr. 11 werden aber durch 
eine Riccati’sche Gleichung (18) alle Orthogonalcurven unserer Kreise 
gegeben. Drei von diesen Orthogonalcurven kennen wir von vorne- 
herein, nimlich die zwei betrachteten Kriimmungscurven (4 = C, 
4 =C’) auf F und eine Curve, die der ersten Kriimmungscurve un- 
endlich nahe liegt und fiir welche, nach Gleichung (47), t = éH, 
unter é eine unendlich kleine Constante bezeichnet. Also kennen wir 
schon drei particulére Lésungen unserer Riccati’schen Gleichung und 
wissen, dass die tibrigen immer in linearer Weise aus den drei 
sich zusammensetzen. Also, u.s. w., wie oben gesagt wurde. 
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Das Gleiche folgt itibrigens auch aus der Abhandlung von O. Bonnet: 
Mémoire sur les surfaces dont les lignes de courbure sont planes ou 
sphériques. Journal de l’Ecole polytechnique T. 20, 1853. — 

Der Fall (43) ist nicht der einzige, in dem die allgemeine Lésung 
von (17) eine Vereinfachung zulisst. Diese Gleichung kann nimlich 
wie eine der jetzt zu beschreibenden sich verhalten. 


§ 5. 
Eine besondere Gattung von partiellen Differentialgleichungen 
2. Ordnung*). 


29. Eine partielle Differentialgleichung der 2. O. kann bis- 
weilen eine Schaar von co” Integralflachen besitzen, die auch einer 
anderen partiellen Differentialgleichung geniigen und von Streifen, die 


fiir beide Gleichungen gemeinsam Charakteristiken werden, erzeugt 
sind. Zwei Gleichungen nimlich: 


F(x, y,2,p,9,7, 8, t) =0, g(a, Y,2,D,q,--- Dy a) == 0, 


m+ m' = 2, 3, ...m, ordnen jedem gemeinsamen Elemente 
(«, By Oi Bi Be se D* 2) **) einen gemeinsamen charakteristischen 
Streifen zu, falls die n + 2 Gleichungen: 
n—1 m—1 zn n—1 
(48s) <t=0, 4% -0,.-. 4=0, 
° dx” da" dy dy" 
. . 
a g-* 


auf blos » + 1 von einander unabhingige Gleichungen sich reduciren. 


: nas OF 
Denn wenn man zur Abkiirzung schreibt a,, a, a, fiir bez. FP . 
@F 6F . | 
os? ot und 0b,, b,, ... Bayi fiir bez. 


*) Auf den allgemeinen Charakter dieser Differentialgleichungen ist zuerst 
von Darboux in den Comptes rendus etc. T. LXX aufmerksam gemacht worden. 
Die von mir jetzt anzufiihrenden Ueberlegungen sind zum gréssten Theile meinen 
friiheren Abhandlungen in Bd. XIII und XV der Mathematischen Annalen ent- 
lehnt worden. 

**) Wir sagen, das Element (x, 0; 8,9, @ ++ Dy z) gehére der Gleichung 
F = 0 zu, falls durch jene Werthe von x,y, ... D; z simmtliche Gleichungen: 


we TY ma m 

rm. =. me ay yo 
m=1,2,...n—2, erfiillt werden. Bei diesen Differentiationen sind z, p,q, ... 
Dew s so als (unbekannte) Functionen von x, y anzusehen, dass 





=0, 


nr 
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_ 09 — Seo 
? —_ ? 
aDps’ aD ODre 
und endlich &, &,-.. é42 fiir bez. Dr's, Dette, ... D's, so 


kann man die vorangehende Bedingung auch so formuliren: Gréssen 
Ay, Ao, +++ Any My, M2 Sollen sich so bestimmen lassen, dass unab- 
hiaingig von den Werthen der m + 1: Derivirten von ¢ die folgende 
Relation Statt hat: 

a" F a" F d d 

“dant te gag, bo de +h Gy = 0. 

Es ist: 





(49) Ay 


ad@oF 
in’ a, & + a, & + age, + A,, 
a’F 

da” dy Gy &, + Ay & + a8, + A,, 


d 
rr = b, & + by 8 +++ + Ong eng + B,, 


d 
dy te + by& + ++-> + Dntrenpe + B,, 


(A,, A,, ..- B,, B, unabhiingig von ¢,, &,... &+42). Daher muss 
man haben, sowohl unabhingig von w: 

(50) (Ay + Agu + +++ Anu) (a, + a4 + ay u?) 

+ (H+ He) (b, + Bu +++ + day") = 0, 

als auch: 
(51) A, A, + 4,4, +--+ + oy B, + w B, = 0. 

Nach der Gleichung (50) miissen die folgenden zwei Gleichungen 
in u: 

(52) a, +a,u+aw—0, db +but---+dyiu" —0 

eine Wurzel gemeinsam besitzen. Die erste dieser Gleichungen be- 
stimmt aber die Richtungen der vom Elemente (xz, y,2,p,q,71, 8, ¢) 
ausgehenden Charakteristiken von F' — 0; die zweite hat eine ahnliche 
Bedeutung fiir die Gleichung g =O. Curven niimlich, an welche 
Flaichenstreifen sich anschliessen, die, aus je co! Flachencalotten 
(a, 9,8, 9,4,--- D* 2) bestehend, fiir unendlich viele Integralflichen 
von » = 0 gemeinsam sind, werden, was ihre Richtung von einem 


gegebenen Elemente (x, Y52,D,q,-+- D' 2) aus angeht, durch die 
Gleichungen: 

dz=pdzx+qdy, dx=—udy, 
u eine Wurzel von b, + b,u + ---+ ba,,:u* = 0, bestimmt. Solche 
Flachenstreifen haben wir als Charakteristiken von mg =O zu be- 
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zeichnen. Die Gleichung (51) sagt uns hernach, dass es endliche 
Werthe von ¢,, &,... &42 giebt, welche die Gleichungen (48) er- 
fiillen, und dass es also, in Folge der Gleichung (49), zu jedem fiir 


F=0, »=0O gemeinsamen Elemente (x, ALS oO Coe D* 2) 


nicht weniger als oo! derartige Werthsysteme (¢) giebt, welche 
simmtlich ein und dasselbe Element 


(« +dz, y— = dz,-+-- Dye + (en41 _ i) dx) 


einer vom vorigen Elemente ausgehenden, fiir beide Gleichungen 
F=0, » =O gemeinsamen Charakteristik bestimmen. Folglich er- 
halten wir jetzt die fir F —0, gm =O gemeinsamen Elemente 
(x,y, 2, D, q,%; ... D's) zu fiir diese beiden Gleichungen gemein- 


samen Charakteristiken geordnet*). Man gewinnt diese Charakteristiken 
aus den Gleichungen: 





dy =f(@,y,2,P,9,17,8, t) dz**), 
dze=(p+qf)dz, dp=(r+sf)da, dq=(s+ tf) dz, 
dr = (Die + fDit'2) dx, ds= (Dette + fDyi*2) dx,... 
dDiz = (Di 2+fDy"2) dz, dDa= (Dit '2e+f D2 2) du, ... 


dD* z= (De t2+ f D’y**2) da—(e, _ *\de = (z,y,2,p,-.D* 2) dz,... 
aF a" F 
F=0O, a 7% >> Goa gp = 0. 
Aus ihnen ergiebt sich eine gewthnliche Differentialgleichung von der 
Ordnung 2n +-1 zur Bestimmung von y als Function von x. Jeder 
particuldren Lisung dieser Gleichung entsprechen bestimmte, durch blosse 


Eliminationen hervorgehende Werthe von 2, p, q, 1, -++ Die; welche 
einer Charakteristik zugehdren. 


Ferner gilt Folgendes. Weil von den Gleichungen (48) die eine 
mit den tibrigen » + 1 erfiillt ist, so werden fir die » + 3 Derivirten 
nd 2, m-+m’ =—n-+ 2, welche den Derivirten von / =O und 
g = 0 gemeinsam sind, nur » + 2 Gleichungen resultiren. Und aus 
demselben Grunde brauchen die den Derivirten derselben Gleichungen 
geniigenden =" 2, m+m' =—n-+3, nur xn +3 Gleichungen zu 

*) Wenn »=1, so wird g = 0 ein Integral von F=0,. Wenn »>2 und 


beide Wurzeln der ersten Gleichung (52) auch der anderen Gleichung genitigen, 
so wird F' =0 ein Integral von » = 0. 


1 
wae a = fe. 9,2, P, q,7, 8, t). 
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erfiillen. U.s.f. Hieraus folgt: 1. dass an jeder Curve, die keine 
Leitcurve einer der oben bestimmien, fiir F =O und yo =0 gemein- 
samen, Charakteristiken ist, oo" fiir beide Gleichungen gemeinsame 
Integralstreifen geheftet sind. Die Parameter p(= $) threr Fliichen- 


elemente ergeben sich als Integrale einer bestimmten Differentialgleichung 
von der n — 1%" Ordnung: 


n—1 
(2, p, #2, .-.4 P) 0, 


“dz d a” 





Durch jeden dieser Streifen geht eine fir F =0, » =0 gemeinsame 
Integralfliche, denn jetzt bekommen wir zu jedem Elemente irgend 
eines der Streifen vollig bestimmte Werthe fiir alle Dr's, welche 
zu derselben Zeit dem Streifen und einer ihn enthaltenden Integral- 
fliche von F — 0, p =O zugehiren; 2. dass irgend ewei fiir F=—0, 
gy =0 gemeinsame Charakteristiken, die von zswei vereinigt liegenden 
Fliichencalotten (a, y,2,p,q,7,---D*2) ausgehen*), in ihrer ganzen 
Ausdehnung vereinigt liegen, niimlich co” Integralflichen des Gieichungs- 
paares F =0, py =O gemeinsam zugehiren. 

Die oo"! durch eine beliebig gegebene Curve hindurchgehenden 
Integralfliichen des Gleichungspaares F =0, py =O werden folglich 
durch Integration zweier Differentialgleichungen von der Form; 

2 3 
(oe, $8, 22, 2, mo 
von bez. der 2n-+ 1%" und der n — 1%" Ordnung und nachmalige 
Eliminationen erhalten. 


30. Die Bedingung dafiir, dass eine partielle Differentialgleichung 
von der 2. Ordnung F' = 0 auf die oben beschriebene Weise mit einer 
partiellen Differentialgleichung von der n'" Ordnung g = 0 verbunden 
sei, driickt sich leicht durch zwei partielle Differentialgleichungen aus, 
die in Bezug auf die partiellen ersten Derivirten von g linear und 
homogen sind, Wir bekommen diese Gleichungen, wenn wir ver- 
mittelst »-+ 1 von den »-+ 2 Gleichungen zwischen 4; und w;, die 
aus (50) resultiren, diese Gréssen 4;, uw; sowohl aus der fortgelassenen 
Gleichung (50) als aus der Gleichung (51) entfernen. Durch die eine 
der zwei so sich ergebenden Gleichungen wird die Existenz einer ge- 
meinsamen Wurzel von (52) angegeben. 


Wenn x = 2, kommen die folgenden Gleichungen als Bedingungs- 
gleichungen: 


*) Vereinigt liegende, d.i. unendlich benachbarte und einer und derselben 
Fliche zugehérende derartige Flichencalotten. 











236 A. V, Bacxtunp. 











9 aR (aF ay _ aF oo 
or \ér dt ot or 
+ (Foe — oF oe) (SE (Gey — 4 3) -0, 
ELEC Her eee +a 
— FF with +935 + #35)] 
+ (55 +y = (Sy-4 FEE) Gel gat P5 gat aot" 94 


dF 0 
— Fe Get Pee tg +8) ) 03 


statt deren jedoch, wenn speciell F’= s — f(a, y, 2, p, q), die folgenden 
Gleichungen*) treten: 


ian 
ao poe tr Ope pg pelt tot) 0, 
andi 
£9 0, 
ee be ee ee Ce ee 


ha ersten nl ll man go =t— (x,y, 2, p,q) setzen und hat 
dann fiir » die Bedingungen: 


aw a ee of 
5 ieaatinds on +P 3, ‘To T+ aq: Of +f five 


Die Behandlung des zweiten Falles ll durch blosse eine 
der z- und der y-Axen aus derjenigen des ersten hervor. 

31. Zwei partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung und von 
der letzten Art gehéren einer speciellen Form von Gleichungs- 
paaren an, deren jedes dadurch ausgezeichnet ist, dass es einem be- 
liebigen Flachenelemente (xz, y, 2, p,q) nur eine Charakteristik, und 
nicht, wie im allgemeineren der oben erwahnten Fiille, einen ganzen 
Biischel von oo! Charakteristiken zuordnet. Wir erhalten in diesem 
speciellen Falle durch eine Differentialgleichung von der vierten Ordnung: 
f(y, x, $%4,---4%)—=0 die (cot) Charakteristiken des Glei- 
chungspaares, wihrend man im Allgemeinen fiir denselben Zweck 
eine derartige Gleichung von der fiinften Ordnung néthig hat. Aber 
immer muss man, um nachher die Charakteristiken zu Integralflichen 
zusammenfiigen zu kénnen, noch eine andere Differentialgleichung, 








*) s vermittels der Substitution s =f aus @ entfernt gedacht. 
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eine von der Form: f (p » &, 4) =0, erledigen. Die letztere Glei- 


chung wird durch Elimination von y, 2, q, 7, 8, ¢ zwischen den 
folgenden Gleichungen erhalten: 


2= (2), y = ¥(2), 
gy, v arbitrire Functionsformen, 
p' (ze) =p+aqv' (2), 
d , d d ( 
Bar+s0@, H-g(52)-s+ wo, 
F(@,y,2, 9,957, 8,t)=0, p(x, y,2,p, 9,7, 8, t) = 0. 


Durch eine beliebige Curve gehen also oo! Integralflichen unseres 
Gleichungspaares. Langs einer Charakteristik haben co® der Integral- 
flichen mit einander eine Beriihrung schon von der ersten Ordnung*). 


§ 6. 
Anwendung des Vorangehenden auf die Gleichung (17). 

32. Wir nehmen jetzt an, dass F =s—ap—bq, wo a,b 
nur von # und y abhangen und kénnen dann, nach dem oben Vor- 
getragenen, ohne die geringste Schwierigkeit entscheiden, ob die 
Gleichung F = 0 in der eben erwahnten Weise mit einer Gleichung 
g = 0 verbunden ist. Aus dem Schlusse der Nr. 30 erkennen wir, 


dass m die Form ¢ -— (xz, y, 2, q), — oder r — (a, y, 2, p), — haben 
muss und dass im ersten Falle rhage og von p: 


v4 po o + (ap + bg) % = =p tq + a(ap tba) + vb 
sein wird. 
Demzufolge muss sein, sowohl 


ow Oy 
ete @ a + abq + by, 
als auch 
Ow ov _ Ga 
9s t% Ge Gy tT: 
Aus letzterer Gleichung folgt: 
(53) v= (a? + ja)et U(as — ],%, y) 


und aus ersterer, wenn wir @ statt ag — q schreiben: 





*) Beispiele derartiger Gleichungspaare findet man in meinen Abhandlungen 
in den Math, Annalen Bd. XIII, p. 73 (Nr. 4) und Bd. XIX, p. 408 (Nr. 11), 


Mathematische Annalen, XL. 16 
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tga (@ + By) + Ge t+ Ge (* Ge — 2) +28) 
= (as — a) G + ab) + 2b (a?+ se) + bU. 


Weil aber U nur von «, # und y abhiingen soll, so muss, wenn wir 
der Kiirze wegen 


u statt b— 1 a 


. @ Ox 
einfiihren , 
7 P . 
As = — : ics oy — 2a, 
a o« 0 4 
(64) ~~. 1 ‘4 1 dl 
0 oa Cou 00 
3: —bU=ab [« + <i + ca} oy 
sein. 
Damit diese zwei Relationen gleichzeitig bestehen, muss man haben: 
- @ (1 du 1 du oa 
(55) ja (eae t+ a)—u(i ie ta)—0. 
Danr also hat die Gleichung 
(56) s=ap + bq 


mit einer anderen partiellen Differentialgleichung von der zweiten 
Ordnung oo! Charakteristiken (# — Const.) und von ihnen gebildete 
co” Integralflichen gemeinsam. Die andere Differentialgleichung lautet 
so: t= w, wo w von den Gleichungen (53) und (54) bestimmt wird. 
Diese Differentialgleichung bekommt also die Form: 
1 du 1 dw 1 da 
(67) tas(a+ 7) —aG Fe = Be 
wo K(y) eine arbitriire Function von y bezeichnet. 
Diese Gleichung (57) besitzt indessen unendlich viele erste Inte- 
grale, unter denen eines durch die folgende Gleichung ausgedriickt wird: 


foxy 
(58) q=aze+au fn fo Kye Sfodx iy +0), 


wo C(x) eine arbitrire Function von « bedeutet. 

Fiir alle Functionen K(y) und C(x) hat die letzte Gleichung eine 
Integralfliche mit der Gleichung (56) gemeinsam. Da die Gleichung 
(58) ein erstes Integral von (57) ist und fiir eine jede Charakteristik, 
die ihnen gemeinsam ist, 7 constant wird, und ferner die Gleichungen 
(57) und (56) oo” Integralflachen gemein haben, und auch fiir eine 
jede Charakteristik, die ihnen gemeinsam ist, 2 constant wird, so 
kénnte man leicht auf die Vermuthung gefiihrt werden, dass die 
Gleichung (58) auch ein erstes Integral von (56) wire*). Aber hierbei 





JSodz 
? 











*) Vgl. den Anfang der Nr, 1 meiner Abhandlung in Bd. XV der Math. Ann, 
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ist vor Allem zu bemerken, dass endliche Werthe von 2, y, 2, p, q, 7, 8, t, 
welche den Gleichungen (56) und (58) gemeinsam angehdren, nur fiir 
die Punkte derjenigen Fliche existiren, deren Gleichung man bekommt, 
wenn man den aus (58) durch Differentiation in Bezug auf x her- 
geleiteten Werth von s gleich ap + bq setzt. Desshalb ist aus der 
Existenz von Charakteristiken , die fiir die Gleichungen (56), (58) ge- 
meinsam sind, nur das zu schliessen, dass die eben erwahnte Flache 
ein Integral von (56) wird. Doch bekommt man in dieser Weise, 
durch Variation von K(y) und C(x), alle Integralflichen der Glei- 
chung (56). Nur wenn « = 0, hat diese Gleichung ein erstes Integral; 
das haben wir vorher, in Nr. 26, gesehen. 

33. Wenn wir h statt aw schreiben, so bekommen wir statt der 
Gleichung (55) die acl 


eee ab ‘ 
(55°) iw log h — ay +ab—2h=0. 


Aus dieser Form der Bedingungsgleichung fiir (56) und aus der 
Exposition der Laplace’schen Theorie der linearen Differential- 
gleichung: s=—ap-+bq-+ cz, wobei a, b, c Functionen von z 
und y allein, die von Darboux in seinen Legons, etc., Deuxitme 
partie, Livre IV, chap. II gegeben ist, schliessen wir ohne Weiteres, 
dass jetzt die Gleichung (56) durch zwei auf einander folgende La- 
place’sche Transformationen: 


OF 
ay oy staal a2, 

oe ae h 
24> = si — a,(a a-+- : :) 





iibergefiihrt wird in die ai A, 


0% 
Da a be.= 0, 


die uns liefert: 

2, = Ky) om. 
Das linke Glied der Gleichung (57) wird gerade der Werth von z, 
in Function von z. Die Gleichung der am Ende der vorangehenden 
Nr. erwihnten Integralflache von (56) kann jetzt so geschrieben werden: 


, az 
ga - +: oo — bz,): 


Es kénnen offenbar die in der Gleichung (56) eingehenden a 
und } so als Functionen von x und y bestimmt werden, dass diese 
Gleichung (56) durch drei oder vier oder mehrere auf einander folgende 
Laplace’sche Transformationen auf die unmittelbar integrable Form: 

02; 


oa — be; = 0 
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gebracht wird. Man bekommt dann zugleich eine partielle Differential- 
gleichung von der dritten oder vierten oder einer héheren Ordnung, 
die mit der Gleichung (56) co” Integralflachen gemein hat*). 

34. Die Gleichung (17) ist von der Form: s=ap-+ bq. Man 
hat nur A=2, uw=—y, t=2, o log H= a, ar log H, = zu 
setzen. Aber H und H, sind durch eine Differentialrelation mit ein- 
ander verkniipft, weil nimlich x und y Parameter der Kriimmungs- 
curven von [ bedeuten. Die Gleichung (55) wird eine, aber nur eine 
zweite Relation zwischen H und H, abgeben, die statthaben muss, 
wenn unsere Gleichung (17) auf die in der Nr. 32 auseinandergesetzte 
Weise integrirt werden kénnte. Letzteres ist somit eine mdgliche 
Forderung. Aber auf Grund der erst genannten Differentialrelation 
zwischen H und H, muss besonders untersucht werden, ob es eine 
Gleichung (17) giebt, welche in Bezug auf beide Charakteristiken- 
schaaren (7 = Const., y = Const.) mit verschiedenen anderen partiellen 
Differentialgleichungen auf die in Nr. 29 erklirte Weise so verbunden 
ist, dass sie Integrale, die arbitrire Functionen enthalten, mit diesen 
gemeinsam besitzt. Die allereinfachste der Untersuchungen dieser Art 
ist diejenige, deren Resultat in Nr. 26’ vorliegt. — 

35. In der Nr. 9, wo wir die Gleichung (17) als Definition der- 
jenigen cyklischen Systeme aufgestellt haben, deren Kreise zu [ senk- 
recht stehen, sahen wir, dass zwei unendlich benachbarte Flichen, 
damit sie einem und demselben Orthogonalsysteme zugehiren, eine ge- 
wisse Bedingung erfiillen miissen, und ferner dass, wenn diese Be- 
dingung erfiillt ist, die zwei Flichen in wunendlich viele Orthogonal- 
systeme eingehen. Wir haben aber eine partielle Differentialgleichung 
von der dritten Ordnung mit drei unabhingigen Variablen z,, x,, x, 
und einer unbekannten Function z als Ausdruck der allgemeinsten 
Flaichenschaar, welche einem Orthogonalsysteme zugehért, und aus 
einem die partiellen Differentialgleichungen 3. O. betretfenden Satze, 
welcher dem in Nr. 17 ihnlich ist, kénnte es daher anfangs er- 
scheinen, als ob immer irgend welche zwei unendlich benachbarte 
Flichen unendlich vielen Orthogonalsystemen zugehéren miissen. Aber 
die Theorie der Charakteristiken dieser Gleichungen fiihrt wiederum 
zum vorigen Satze. Ich werde dies zeigen und desswegen zuerst 
einige allgemeinere Siatze vortragen, welche sich auf partielle Diffe- 
rentialgleichungen 3. O. mit drei unabhingigen Variablen beziehen. 


*) Die Bedingung dafiir, dass die Gleichung s+ Pp+Qq+Nz=UM, wobei 
P, Q, N, M Functionen von x und y allein, mit einer zweiten partiellen 
Differentialgleichung von der zweiten Ordnung ein eine arbitrire Function ent- 
haltendes Integral gemein hat, ist friiher von Bianchi in Rendiconti della 
R. Accademia dei Lincei vom 17. Oct. 1886 angegeben worden, Die oben stehende 
Gleichung (55’) ist Bianchi’s Gleichung (24) fiir N = 0. 


























Partielle Differentialgleichungen und Orthogonalsysteme. 241 


g 7. 


Allgemeines iiber die partielle Differentialgleichung dritter Ordnung 
mit drei unabhingigen Variablen. 


36. Die unabhingigen Variablen bezeichne ich mit 2,, x, 2. 
Eine vierte Variable sei z. Ich fasse diese Variablen als Coordinaten 
der Punkte eines Raumes von vier Dimensionen auf. Dann wird durch 
eine Gleichung zwischen ihnen eine Mannigfaltigkeit von drei Dimen- 
sionen, durch zwei Gleichungen eine von zwei Dimensionen und endlich 
durch drei Gleichungen eine von einer Dimension dargestellt. Die erste 
Mannigfaltigkeit bezeichne ich kiirzer als eine M,°, die zweite als eine 
M,°, die dritte als eine U/,°. ° Sei 


@= f(X,, %2, X3) 
die Gleichung einer M,°. Die Derivirten 


Ed 6%2 032 . 
02, ? O@,0%, "’  08;,0%,0%,? 





bezeichne ich mit p;, pix, Pix:,-.- . Durch ein Werthsystem (z, x;, p;) 
wird ein Flichenelement der M,° dargestellt. Wenn ich hervorheben 
will, dass die M,° ein Inbegriff von co* derartigen Elementen ist, so 
bezeichne ich sie als eine M,. Diejenigen Elemente dieser Art, die 
an die Punkte einer J/,° sich anschliessen und einer durch diese M,° 
zu legenden M,° angehdren, bilden, sage ich, eine W/,; diejenigen 
Elemente (¢, 2;, pi, pix), Elemente von der 2. Ordnung, Flichen- 
calotten, welche an eine M, sich anschliessen und einer sie enthaltenden 
M,° zugehéren, bilden, sage ich, eine M,'; die Elemente (2, %;, p;, pin) Dir), 
welche einer ©,° lings einer auf ihr befindlichen M,’ zugehéren, bilden 
eine M,”; u.s.f. Es gilt dann von der partiellen Differentialgleichung 


’ o ry 
FP (2, ©, Xqy %yy Py> Dov Dar Dit» Piao +++ DPggx Pits» Pisa» +++ 2393) = 9, 


dass durch eine beliebige M,' in der Regel nur endlich viele Integral- UM, 
der Gleichung gehen. 


Aber wir bekommen folgenderweise UM,’ abweichenden Charakters. 
Wenn zu Abkiirzung 
nom gleich Aja, 


@ iki 





gesetzt wird, so kommt 


(59) == _ a Ajei Dikisr + Uz 
Bildet man dann die Gleichung 

A op Op Op _ 
(60) 2 As Ge; 7a, 5; 














242 A. V. Bacxrunp, 
und fiihrt fiir 2 den Werth f(%,, 2, %,) eines Integrals von F = 0 
und sugleich fiir pi, pix, Piri die Werthe 

of a°f a°f 


Ou; ’ 0%; 0X, ’ 0%; 0%, 0x, 





ein, so muss, wie ich bald beweisen werde, im Allgemeinen jedes 
Integral p = O(a, 2, 2%) von der jetzt gewonnenen partiellen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung (60) so beschaffen sein, dass die Glei- 
chungen: 


D(a%,, %, Z3) = Const., 2—=—f(x,, %, £3), 
) ae ie Piz = ix 

M,' bestimmen, durch welche oo” Integral-M, von F = 0 hindurch- 
gehen. 

37. Zum Beweise bemerke ich erstens, dass eine M,’ vollstindig 
durch vier Gleichungen: 
2 = f (#2, 4s), 
%, = U(£2, Xs), 
P, = A(%2, 2), 
Pr, = GD (Xp, X3) 


(61) 


ausgedriickt ist. Die iibrigen Parameter p,, P;, P,. 5 P;3; Por» Poss Pas 
der Elemente derselben M,' miissen namlich die folgenden Gleichungen 
erfiillen : 


of ow of oe eDs ow 

= — ¥-~— = p, ——— 7 = p. — Diya a = Pao. 
ta, v4 Cat, Pro» én, hex, Ps» 0 a Pi3 dx, ~ 233 
ae. Ee. = 

Oa, @ da, P12 or, P12 Ga, Po, 

OL oe nn = 

Oa, G da, Pris oa, P12? Ga, ~ Ps? 


Die Parameter p;,; der Elemente (2, %;, pi, pix, Pies) einer an 
diese M,’ sich anschliessenden M,", die folglich zusammen mit der MU, 
derselben M,° zugehért, werden durch folgende Gleichungen bestimmt: 


6G ey OPie ow 
po a ae ’ 2 a eee 
Oa, Pi11 Gy, —Pu2 Ga, Pia Gy, — Pir» 


= ~ Pint i = Pris» = — Pite 24 = Prog, U. 8. f. 
Man kann also p,,, beliebig wahlen, z. B. so, dass dadurch die Glei- 
chung F’'= 0 erfiillt wird. Unsere M,” wird dann eine Integral-Y,” 
von F=0. Diejenigen Elemente (¢, 2, pi, Pik, Piki, Pikim), die 
ihr und der Gleichung F —0 gemeinsam zugehéren, bekommen wir 
aus den Gleichungen: 
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ép ay PP — ius OP oe 
i Pus Qa, = Piito. * Oa P1333 0a, P3333 
Op Ow 
— — Prt Ga, = Pisses * °° 
dF dF dF 
da, ' Gi, es day satis 


Aber die drei letzteren Gleichungen werden, weil unsere M,” eine 
Integral- M7,” ist, auf nur eine Gleichung sich reduciren. Wir finden 
also eben so viel Gleichungen fiir die px: wie die Anzahl dieser. 
Hieraus die Werthe dieser Parameter. Fiir p,,,, z. B. bekommen wir 
eine Gleichung: 
ep Op Oy ' 
Prt za Ain “Gu, 0a, Ox, + U'=0, 

wenn der Kiirze wegen  statt «,— ¥(x%,, 23) geschrieben wird. Der 
Coefficient von p,,,, enthalt offenbar im Allgemeinen die Derivirten 
von bis der dritten Ordnung von w~, U’ auch die von der vierten 
Ordnung. 

Wir sehen also, wenn weder die Gleichung: 


DS 4y, 2% 2% 29 9 
ia © v; c 
erfiillt ist, noch die beiden Gleichungen: 


(62) > An: = fe $2 0, U'=0 

zu gleicher Zeit bestehen, so giebt es ein und nur ein bestimmtes 
endliches Werthsystem von pj;x:m von der in Frage gestellten Art, 
durch welches somit eine an die vorige VM,” sich anschliessende Integral- 
MM,” von F =() bestimmt wird. Falls aber beide Gleichungen (62) 
erfillt sind, so werden an unsere M,” unendlich viele Integral- Y/,”” 
sich anschliessen. 

Denken wir uns fiir den Augenblick eine dieser WM,” gefunden. 
Damit durch sie eine Integral-M,/" gelegt werden kénne, miissen 
erstens die Parameter pjiimn der Elemente (2, 7, Pi, Pik, +++ Pikimn) 
der M,/" die Gleichungen befriedigen: 


ow 


12 Pit ow or 
2-2 t m 
(05) — Pikimt ii Pikim2,)**° Ga" ~ 0, 





die von derselben Anzahl wie die pjxim, sind. Wir brauchen nicht 
besonders die anderen Gleichungen: 
a?F 
du; dx, 


=0 (i, k= 1,2, 3) 


zu berticksichtigen, denn diese folgen jetzt, wo unsere M,” eine 
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Integral- M,”" von F' = 0 ist, aus der einzigen Gleichung =F = 0, 
1 
Aber, wenn wir die Gleichungen (63) nach p,,,,,; auflésen, so finden wir: 
ep ey 2 
Pris > Aix: 5 x 5 +V=0 


und also, wenn es einen endlichen Werth von p,,,,; geben soll, so 
muss, da im gegenwiirtigen Falle 





oo 
(64) D> Au 3z FE FE 
nothwendig auch die Gleichung 

(65) V=0 


statt haben. Diese Gleichung haben wir als Bedingung fiir p,,,, zu 
betrachten. Wenn niamlich fiir 2, 7, pi, pix, pier diejenigen Func- 
tionen von %,, “, eingefiihrt werden, welche ihre Werthe fiir die 
betrachtete M7,” ausdriicken, so wird die Gleichung V = 0 eine lineare 
partielle Differentialgleichung der ersten Ordnung mit z,, x, als un- 
abhingigen Variablen und p,,,, als einziger unbekannter Function. 
Man kann also fiir die Punkte einer beliebigen, auf unserer M,” be- 
findlichen Mannigfaltigkeit einer Dimension: «#, =/(x,), die nicht 
gerade eine Charakteristik von V =O bildet, der Grdsse p,,,, eine 
beliebige continuirliche Werthreihe F'(z,) beilegen, — aber damit 
werden auch alle diejenigen Werthe von p,,,, in den iibrigen Punkten 
der M,", die zusammen mit den vorigen einer Integral-M,"" zu- 
kommen, vollig bestimmt. Nach dem oben Erérterten folgen hieraus 
unzweideutig die Werthe der tibrigen p;x,,, derselben M,"”. 

Es ist nun leicht, die Ueberlegungen der Nr. 16—19 so abzu- 
andern, dass sie auf die Gleichung 3. Ordnung F =O angewandt 
werden kénnen und in solcher Weise gewinnen wir den folgenden Satz: 

Auf einer jeden Integral-M, von F =O giebt es gewisse, durch 
Integration einer homogenen partiellen Differentialgleichung fiir » von 
der ersten Ordnung und dem dritten Grade (64) zu gewinnende M,", 
durch welche unendlich viele andere Integral-M, von F = 0 hindurch- 
gehen. Diese M," sind als Charakteristiken oder charakteristische M,” 
von F = 0 zu bezeichnen. Zwei Integral-M, durch eine und dieselbe 
charakteristische M,", die liings einer Mannigfaltigkeit einer Dimension 
auf letzterer eine Beriihrung von der vierten oder einer hiheren Ordnung 
mit einander besitzen, gehen lings der ganzen M,” eine Beriihrung von 
derselben Ordnung mit einander ein, falls nicht die gedachte Mannig- 
faltigkeit einer Dimension einer Charakteristik der Gleichung (65) 
V = 0 entspricht. Durch eine beliebige andere Integral-M," geht 
eine bestimmte Integral-M,. Ich habe dann angenommen, dass 
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die M,” oder ein Stiick von ihr durch Potenzreihen darstellbar ist. 
Durch eine Potensreihe wird dann auch ein Stiick der durchgehenden 
Integral- M, dargestellt. Dieses Stiick wird von Charakteristiken be- 


grenet*). 
§ 8. 


Anwendung des Vorangehenden auf die Differentialgleichung der 
Orthogonalsysteme. 


38. Die Differentialgleichung der Orthogonalsysteme leiten wir 
in der folgenden Weise her. Die oo! Flichen: 


(66) f(@,y,2)=C, 
m. a. W. die Integrale der zwei Gleichungen: 
(67) f(2)+ pf (@)=9, fy) +af'@) =9, 


gehéren einem Orthogonalsysteme an, wenn es eine zweite Schaar 
von Flachen: 


(68) p(x, y, 2) =C 


giebt, von denen sie nach Kriimmungscurven senkrecht geschnitten 
werden**), Also wird nur erfordert, dass die folgenden zwei Gleichungen: 


| 1+pxa+qu=0, 

1 
|p—x+(q—%) Ge =0 
ein Integral (68) gestatten. Hier haben wir 


gy’ (x) gy (y) 
Can — ae ae yee 
ga’ * g (2)? 


(69) 


und oe bezieht sich auf die Kriimmungscurven von (66), so dass, 
wenn zur Abkiirzung 
w~ te eo 
ik Om; Om, 
(i, k=1, 2,3, wu, =u, «% —y, 2,— 2) geschrieben wird: 
” dy \? ° 
(70) (SEY +g?) (ee ats) — Pa (tae + Glas) + P (Use + 459) 
dy 5 ' ‘ 2 
+ SZ [1 g*) (ty, +2 preys) — (1 +p?) (tae + 2G thos) + (P>— 9G?) thss] 
+ pg(uy, pts) — (1p?) (Mor +P tos) — 9 (Ms, +P tg3) = 0. 


*) Man iibersieht leicht, wie das Vorangehende zu modificiren ist, wenn F’ 
linear in Bezug auf p;,, ist, und in einigen anderen damit verwandten Fillen. 

**) Denn in solchem Falle giebt es immer eine dritte Schaar von zu den 
beiden Schaaren (66) und (68) orthogonalen Flichen. Dies nach einem Satze von 
Darboux. Siehe z, B. seine Legons etc. Deuxiéme partie p. 263. 


t 
i 
j 
| 
t 
5 
f 
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Statt der mate (69) kénnen wir schreiben: 








pat+ 4 ite) 1+p?+pq a D 
Ls t= 
ay ‘ dy 
P dx 7 P ax 


und erhalten somit durch blosse Substitution von 2, x in der folgenden 
Integrabilitatsbedingung 
(71) Fd pee we eS 


cy |! os—ti aw Os 


die gesuchte Gleichung fiir die Function f in (66). Diese Gleichung 
wird also eine partielle Differentialgleichung mit «, y, ¢ als unab- 
haingigen Variablen und f als einziger unbekannter Function. Sie 
wird iiberdies von der dritten Ordnung und linear in den dritten 
Differentialquotienten von /. 


39. Wenn 
e°s 


CX; OX, Ox, 
mit #;x; bezeichnet wird (¢, k, 1 = 1, 2, 3; 2,—2, %—=—y, &,—2), 
so findet man ohne Miihe, dass das Glied von der dritten Ordnung 
der Gleichung (71) 
(72) P Ajii Wixi 
bis auf einen Factor gleich wird dem entsprechenden Gliede von 
( 7 Poa o Gy y 


Cz 

wenn fiir ay 

dz 

Ausdruck (72) bis auf einen von «;,; unabhingigen Factor dem In- 

begriffe der mit wz; multiplicirten Glieder des folgenden Ausdruckes 
gleich: 


(3 
] vy (4 ee a ea) 
(a +¢ - *) (ty. + FM13) — PAU + FUtg,) + P(Ugg + Gtts3)] 
+ oY 7] 
“(G, Poe ~ Ley 
{a +0 (ty + 2p ty3) — CL p*) (teat 2 G thas) + (p?— Q?) tty] 
€ 
+ G-9G 1H) 
[Pq (eys + pty3) — (1 + p*) (tay + Pttos) — UUs, + Ptss))- 
Die Differentialgleichung der Charakteristiken unserer Gleichung (71): 


sein Werth aus (70) eingesetzt wird. Also kommt der 
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nimmt damit die folgende Gestalt an: 
ow ow Ow Ow 2 dy 
(ie +939 — G2) (Car) 2+ +0) 3 
0 é Ww) " 
+35 oy (1+ #) (G5) — 0 +29) 
dy - 
+ oe oe F(a +0) (Gey + 200 + 9) 7% — a — P*) 
l 
— (Z ) (eg avy + (1 +p’) =) 
Ly U 9 
+ oy G2 (PG 9) (GE) — 240 +2) GE — 20 +P?) 


+ (Gey (peasy + @— 29 a —2a)]-0 


Also muss fiir die Charakteristiken entweder sein: 





ow ow ow _ 
a 9 5g +t Hm * 
- i. 
(73) of 29 4. 4 TM ae 


Cx Ox oy cy oz 08 dh 


oder es muss der zweite Factor der vorangehenden Gleichung ver- 
schwinden. Dieser Factor, gleich Null gesetzt, stellt eine partielle Diffe- 
rentialgleichung der ersten Ordnung dar, deren Polarkegel, — in dem 
von Paul du Bois-Reymond in seinem ,,Beitrége zur Interpretation 
der partiellen Differentialgleichungen, Leipzig 1864‘ gebrauchten Sinne 
dieses Wortes, — einfach durch die folgende Gleichung sich aus- 
driicken : 


= 9 d 2 9 ‘ a 1 14 d 9 
(74) [(u+aiGe h— (1+) ) +47 475 (pat (l+¢ a5) (vaget +p") | 
< (dz — pdx — qdy)? =0. 


Aus (73) folgt, dass eine jede Fliche, welche die Fliichen (66) 
eines Orthogonalsystems senkrecht schneidet, dies nach Curven thut, lings 
deren dieselben Flichen (66) von unendlich vielen anderen, ebenfalls zu 
Orthogonalsystemen zugehdrenden, Flichenschaaren osculirt werden. Aus 
(74) schliessen wir, dass irgend drei wnendlich benachbarte Flichen 
eines Orthogonaisystems auch unendlich vielen anderen Orthogonalsystemen 
gemeinsam sind; — was dann auch, wie in Nr. 35, von zwei wunendlich 
benachbarten Flichen eines Orthogonalsystems gesagt werden kann. — 
Eine Anwendung dieses Satzes werden wir bald sehen. 
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§ 9, 


Schaaren von Flachen von negativer constanter Kriimmung, die in 
Orthogonalsysteme eingehen. 


40. Zuerst ist zu bemerken, dass, wenn 4, w Parameter der 
Kriimmungscurven einer Flache von constanter negativer Krimmung 


— ~ bedeuten, das Quadrat des Linienelementes ds der Flache in 
der folgenden Form sich darstellen lassen muss: 


(75) ds? = sin? Edd? + cos? Edu’, 
wo E die partielle Differentialgleichung: 

e*E Che Dog 
(76) ar —a “a sin E cosE 


befriedigt; ebenso dass die zugehérigen Gréssen p,q,r,... welche 
in die Codazzi’schen Gleichungen eingehen, wie diese von Darboux 
in seinen Legons etc., deuxiéme partie p. 385, 386 dargestellt sind, 
hierbei die folgenden Werthe bekommen: 





cos E ean GE _ snk 
(77) p=9, ~~ co ae - — % 
GE 
GZ=9, 4=— 3r *). 
Zweitens wenn zwei unendlich benachbarte Flichen von derselben 
Krimmung —1:m? einem und demselben Orthogonalsysteme zu- 


gehdren, und diejenigen Punkte der beiden Flichen , die Endpunkte 
einer und derselben senkrechten**) Entfernung t derselben sind, als 
einander entsprechend betrachtet werden, und ferner fiir die eine 
Flache die Formel (75) gilt, so muss dasjenige Linienelement ds + dds 
der zweiten Flache, welches dem Linienelemente ds der ersten ent- 
spricht, die folgende Bedingung erfiillen: 
d d d 

dds = = ddxz + SY ddy + = ddz, 
wo 

ddz = ddx—tdcos Nx + cos Naz dr, 

ddy = ddy =td cos Ny + cos Ny dr, 


Odz = ddz =td cos Nz + cos Ne dt. 
Daher wird 


dds = s(5* d cos Nx + sy d cos Ny + ss d cos Ns). 


Das Linienelement ds einer Kriimmungscurve wird gleich sin Eda 





*) Siehe Darboux, Legons, troisiéme partie p. 378. 
**) Unendlich kleinen. 
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oder cos Edu, und, da, nach den Formeln von Olinde Rodrigues, 
fiir eine Kriimmungscurve: 


dz = Rd cos Nz, etc. (siehe Nr. 4), 





so folgt: 
dsinE=t Te 8 cos Ham 1 “Re. 

Aber fiir die Haupt-Kriimmungsradien R, R’ gelten die Ausdriicke: 
(78) R=—wmtang EZ, R’'=mootg E; 
wesshalb: 

» t 
(79) dE = — — 
und wegen der Gleichung (76): 

Orr O*t t 

(80) Gat — 912 = wr °°8 2E. 


Daneben soll indessen die Gleichung (17), welche hier von der Form 
wird: 


hk 1 os oe Ok a 
bestehen. Wir haben dann fecal zu untersuchen, ob die beiden 
Gleichungen (80) und (81) mit einander vertriiglich sind. 
Wir wissen, dass, wenn fiir zwei Gleichungen 
o oe? 
oe — oF =O 
o*t Ot Ot 
Gtae Or +e Ge 
(wobei a, b, c Functionen von 4 und «), gemeinsame Lésungen t= /(A,w) 
existiren, dieselben auch die folgende Gleichung: 
ad? d? 
Gide (9) = Ga = see a te 3) 


erfiillen*). Im Falle der Gleichungen (80), (81) giebt uns die letztere 
Gleichung die nachstehende: 





Om = S 1, 2 es eS... Se 
sin? H O41 O41 cot H Ou Ou cos2E Gu? cos2E oa 


Aus ihr und aus der Gleichung (80) folgt: 


(83) ied sin? E + cotg E 2 % _ tang BIE ot 








ys OL Ou Ou’ 
arr CRO Or 
(84) out oe SE — tang Ea an 


*) Siehe zB. meine Abh, in Math, Ann. Bd, XV, 8. 50 die Gleichung (8) 
oder auch §. 74. 
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Aber man bestiitigt leicht, dass die drei Gleichungen (81), (83), (84) 
den a alalamaia tam 


eGw-F sae) ete. 


geniigen. Folglich ioe die zwei Gleichungen (80) und (81) eine 
gemeinsame Lésung +t = Cf(A4, uw, C’,C”) mit drei arbitriren Con- 
stanten C,C’, C”, die zweifach unendlich viele Flichen giebt, welche 
dieselbe Kriimmung — - haben und einer beliebig genommenen 
derartigen Fliche (75) unendlich nahe liegen und von denen jede 
zusammen mit dieser Fliiche (75) einem Orthogonalsysteme zugehirt. 

41. Aus dem Satze der Nr. 35, 39 folgt dann weiter, dass es 
co” Schaaren von Flaichen von derselben constanten Kriimmung — 1:m* 
giebt, deren jede mit einer gegebenen (gemeinsamen) Flache von der- 
selben Kriimmung in einem Orthogonalsysteme enthalten ist. Dies 
wurde zuerst von Weingarten in einem Schreiben an Bianchi*) 
bemerkt. Eine einfache Beziehung zwischen zwei unendlich benach- 
barten Flaichen einer solchen Schaar wurde dabei auch von Wein- 
garten angegeben. Zu dieser Beziehung gelangen wir in der folgenden 
Weise durch Umformung der Gleichung (82). 

Wenn wir mit z,y,2; «+02, y+dy, e+ 02 die Coordi- 
naten zweier entsprechender Punkte von zwei unendlich benachbarten 


Flichen [, [’ eines Orthogonalsystems bezeichnen, so miissen wir 
haben: 


85 Sem ~ ¢ ee itt sates Ss q 
_ “Fite “Vite+e 
ozg=—t 7s 
N+eP+¢ 


Ferner, da nach Nr. 9 von den Trajectorien einer Flichenschaar 
eines Orthogonalsystems immer gilt, dass die Kriimmungskreise der- 
selben in den Punkten einer beliebigen Fliche der Schaar ein 
cyklisches System bestimmen, so miissen, falls die Gleichungen (1): 


a= as+U(artty+e)+c, 

i yas (ety tat) fe’ 

denjenigen Kreis dieser Art darstellen, der auf den angenommenen 
zwei unendlich benachbarten Flaichen [, [’ in den Punkten (az, y, 2), 
(2+ dz, y+dy, «+ 02) senkrecht steht, — auf Grund der Glei- 
chungen (2): 

(2) ie 2b(¢— px —qy)+a=0, 

q +2b'(2 — pu — qy) +a’ =0, — 


*) Siehe die Noten von Bianchi in den Rendiconti della R. Accademia dei 
Lincei vom 15. Febr. und 15, Miirz 1885. 
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zu den obigen Gleichungen (85) noch die folgenden hinzukommen: 


(86) Opa SUIEFTE = gg, WNT KTS 


Qbaf2by—1’? 9L—* Sbe+2vy—1 








In Betreff der Variation von t bei einer Verriickung des Punktes 
(a, y, 2) lings der Fliche [ kann bemerkt werden, dass 


0(dz — pdx. — qdy) =0, 
also unter Beriicksichtigung von (85), (86): 
de _ 2bda+20'dy 


T 2ba + 20y—1- 

Unser Coordinatensystem mige jetzt speciell derart genommen 
werden, dass der betrachtete Punkt (#, y, 2) den Anfang desselben 
bildet und dass diejenige Tangente von [, die nach Centrum des Kreises 
(1) gerichtet ist, X-Axe, die dazu senkrechte Tangente von [ Y-Axe 
wird. In diesem Coordinatensystem hat man fiir den oben betrachteten 
Kreis 6’ =0. Den Radius desselben Kreises nenne ich r; er wird 
gleich 1:26. So folgt dann aus der vorangehenden Formel, dass bei 
einer Verschiebung nach der Y- Axe: 


dt =(0, 
dagegen bei einer Verschiebung nach der X- Axe: 
SS mice SE. 
t r 


Wenn daher mit K eine beliebige Curve auf [ bezeichnet wird, 
die von den Ebenen einfach unendlich vieler zu [ und [’ senkrechter 
Kreise beriihrt wird, und mit 7’ eine beliebige der oo! Orthogonalcurven 
simmtlicher (co') K, so soll fiir 7’ sein: 

(87) t = Const., 
dagegen fiir K: 


(88) t= ce J* 


wenn iiber einen Bogen von K integrirt wird*). — Wenden wir jetzt 
dies auf den Fall an, dass [ und [’ die Flichen der Nr. 40 bedeuten, 
welche die constante Kriimmung — 1 : m? besitzen, und verstehen wir 
unter @ den Winkel einer Curve K mit dem Linienelemente sin Edd 
einer Kriimmungscurve: « = Const., so sehen wir, dass nach (88): 


? 








Or oe», o sin & ee 
oA’ sin Ou cosE r? 


*) Dies ist friiher bemerkt worden von Bianchi in seiner Abhandlung: 


Sui sistemi tripli ciclici, Nota II*, § 4, Giornale di Matematiche di Battaglini. 
Vol. XXII. 
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und nach (87): 














dr sin@ = Ot cos@ 
Oi snE du cok 
d. i. 
(89) & = sin Eoosa, o£ cos E sin. 
on Ou 
Wir bekommen hieraus, durch Bildung von Hae mit Riicksicht 
auf (81) *): 
LG — ORO? + cotg @ (2 — &*), 
(90) a atiee t ga ( oE 
rae ,. a 
Durch Einfiihrung in (82) von ~ und —— a at? wie diese Gréssen 


durch Differentiation der Gleichungen (89), ‘a Substitution der 


Werthe von 2” und a (90), bestimmt werden**), bekommit jene 


oa 
Relation (82) die Form: 
dE , , do oz 
(91) cos & cos E(2° _ Fa) + sin @ sin E(5* a) = 0. 





Die geometrische Bedeutung dieser Relation ist leicht ersichtlich. 
Falls d den geodiitischen Kriimmungsradius einer Curve K bedeutet, 
und 0’ denjenigen einer Curve 7’, so muss sein (siehe z. B. Darboux, 
Lecons etc., deuxitme partie p. 354, Gl. (18)): 


: con® (0G oe) sin® (0 0E 
3 sin \ Oa —~ On? + cool \dn ~~ 01 
| sin ® oe af) cos@ ( 0B OE 
e- ~6——Cti( sin E NGA + cosoE\Ou gal’ 








Die Gleichung (91) zeigt also, dass in unserem Falle, wo f und [’ 
von derselben constanten Kriimmung — 1: m? sind, + Null wird: 
die Curven K werden somit geodiitische Linien fiir [. 

Aus (91) folgt ferner, unter Beriicksichtigung von (90), dass 
lings einer wnd derselben Curve T der Radius r unverdndert bleibt, 
und aus (80), durch Substitution der vorher aus (89) hergeleiteten 


Werthe von End und os dass 














ou? Out’ 
(92) rd’ == — m?. 
*) Vgl. die Gl. (12) in der zuletzt citirten Abhandlung von Bianchi, 
wn Se mF (om tone FE 4 OE cosa SE _ ut 30), 
jet p(n Bene oot ig ne oT Soe Oe) 
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Wir finden somit auch 0’ lings jeder Curve 7’ constant. Also schliess- 
lich: die Curven K bilden eine solche Schaar von geodiitischen Linien 
auf 1, fiir welche die Orthogonalcurven geodiitische Kreise werden. 

42. Bezogen auf zwei derartige Curvenschaaren wie diese Curven 
K als Curven v = C und die Curven 7 als Curven u = C nimmt die 
Formel fiir das Linienelement von [ die Gestalt an: 


u u\2 
(93) ds? = du? + (acm 4. Be m) dv, 
unter A, B arbitriire Constanten verstanden. Man findet dann: 
u u 
0’ =m Ac + Be . 
Ae™ —Be ™ 


und nach (92), (88): 
(93’) t= ol e" — Be *), 


wobei C eine neue arbitrire Constante bezeichnet. 

Wir haben nur zu bemerken, dass jede Schaar von geoditischen 
Linien auf [, deren Orthogonalcurven geodiitische Kreise sind, ent- 
weder aus solchen geodiitischen Linien besteht, die durch einen und 
denselben, endlich oder unendlich entfernten Punkt hindurchgehen 
(A, B in (93) von entgegengesetzten Zeichen oder A — 0), oder aus 
solchen geoditischen Linien, die zu einer und derselben anderen geo- 
ditischen Linie senkrecht sind (A, B dann von einerlei Zeichen), um 
im Satze der vorangehenden Nr. mit der Formel (93’) vereint, den 
Satz von Weingarten iiber Schaaren von Fliichen von constanter 
Kriimmung, die in einem Orthogonalsysteme vorkommen kénnen, zu 
erkennen *). 

43. Die allgemeinste derartige Flaichenschaar wird niimlich, nach 
dem Vorangehenden (und Nr. 35), in der folgenden Weise erhalten, Auf 
[ nimmt man beliebig eine geoditische Curvenschaar von der eben, 
in vorangehender Nr,, genannten Art und mit der hierzu gehérenden, 
von Gleichung (93’) bestimmten Grésse t construirt man eine unend- 
lich benachbarte Fliche [’. Auf [’ nimmt man sodann eine der 
vorigen geodiitischen Curvenschaar auf [ unendlich benachbarte Curven- 
schaar von geradezu derselben Bedeutung fiir [’ und construirt mit 
ihrer Hiilfe eine weitere zu [’ unendlich benachbarte Fliche [”. Durch 
eine geoditische Curvenschaar auf [” von derselben Art fiir diese 
Flache wie die vorangehende fiir [’ und unendlich nahe der letzteren 
bekommen wir eine neue Fliche [”, die zu [” unendlich benachbart 


*) Niheres hieriiber findet man bei Bianchi: Sopra i sistemi tripli ortogonali 
di Weingarten. Annali di Matematica pura ed applicata, Serie Il: a, Tomo XIII: e, 
Mathematische Annalen, XI. 7 
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wird. U.s.w. Unsere Flichen[,l’,”,... gehdren einem und dem- 
selben Orthogonalsysteme an. 

Bianchi hat gelehrt, aus einer bekannten solchen Flichenschaar 
unendlich viele andere von derselben Art durch verhiiltnissmissig ein- 
fache Rechnungen abzuleiten. Um seinen hierauf beziiglichen Satz 


darlegen zu kénnen, muss ich folgende Bemerkung vorausschicken. 
Die vier Gleichungen: 


(x —z)p + (y’—y)q — (# —2) =0, 
(a —x)p + (y’—y)q'— (2 —2) = 0, 
1+ pp’ +aq'— cos OV1 +p? + GV1+p?+q?=0, 
(a —a)? + (y’—y)’ + (2’—2)’ — a? =0 

p =H, qI= oe p= #., = ae a, © Constanten, begriinden 
eine Correspondenz zwischen den zwei Riiumen (z, y, 2) und (a, y’, 2’), 
bei der speciell den Flaichen von der constanten Kriimmung — = 
des einen Raumes Fliichen von derselben Kriimmung des anderen 
Raumes entsprechen. Die vier Gleichungen stellen tibrigens nur fiir 
diese Flachen eine Flichentransformation dar; — und das wird eine 
mehrdeutige derartige Transformation, denn sie verwandelt jede be- 
sondere Fliiche von der genannten Kriimmung in einfach unendlich 
viele Flachen, die simmtlich auch dieselbe Kriimmung bekommen. — 
Seien p und p' zwei auf einander folgende Punkte der Leitcurve eines 
vorgelegten Streifens des Raumes (7, y, 2). Seien ferner pT und p' 7" 
diejenigen Tangenten des Streifens, die den Tangenten der Leitcurve 
in p und p’ conjugirt sind, und divergiren p7’, p’ 7’, und betrachten 
wir einen der oo! Streifen im Raume (z’, y’, 2’), in welche die Trans- 
formation (94) den gegebenen Streifen iiberfiihrt, und bezeichnen mit 
ax denjenigen Punkt des herausgenommenen neuen Streifens, welcher 
dem Punkte p entspricht, so wird erstens pa =a. Ferner, wenn 
pp =—ds, Tpx=@B, Tpp' = 180° — a, dr’ der Winkel zwischen 
pT und pT" und do der Winkel zwischen den Tangentenebenen des 
Streifens in p und p’ ist, so kommt fiir unseren neuen Streifen: 


(94 


(95) ao a 4 8S cote © sin & — + sin (@—«). 


[Siehe meine Abhandlung: Om ytor med konstant negativ krikning in 

der Jahresschrift der Universitit zu Lund T. XIX (1883) '$§ 2, 4. 

Gl. (21), 8. 21]. Statt @ fiihren wir aber den Winkel 
ppx=—180°+a-—-o 

ein und nennen ihn EZ’. Wenn wir dann auf einen Streifen der vorigen 

Flache [ (75), welcher an eine Kriimmungscurve: w —C derselben 
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sich anschliesst, die obige Formel anwenden wollen, so haben wir 
zu setzen : 


dt’ 


qs = der geoditischen Kriimmung der Curve: « =C im Punkte 
p(x, y, 2), also 
a Me  * 
ds sin EH Ou? 
ferner : 
amn0?, dowd Bét, Mit oe eed, we 5, 
Peron ? ds R m ge, sin 0 


und bekommen dann fiir die co! entsprechenden Kriimmungscurven 
(A= —C) auf den oo' der Fliche [ entsprechenden neuen Flichen 
von der Kriimmung — 1: m* die Gleichung: 


i toe (cos E cos E’ cos © — sin E sin E’). 


In derselben Weise folgt aus (95) fiir diejenigen oo! Kriimmungs- 
curven (u = — C’) der neuen Flachen, welche der Kriimmungscurve: 
4 = C’ auf [ entsprechen: 

aE’ @E_ 1 


(96’) aa" s (sin EZ sin E’ cos 0 — cos E cos E’). 


Die Transformation (94) kann man offenbar eben so gut durch die 
Gleichungen (96), (96’), mit den zwei: 


(97) A=—w, w= — v 


vereint, ausdriicken*). Es haben dann 1’, uw’, E’ fiir die neuen Flichen 
dieselbe Bedeutung wie A, u, EF fiir [**). 

*) Man beachte die vollkommene Symmetrie in Bezug auf die accentuirten 
und die nicht-accentuirten Buchstaben der beiden Gleichungsgruppen: (94) und 
(96), (96’), (97). 

**) Doch, wenn wir die letzteren Gleichungen (96), (96), (97) anwenden, 
machen wir keinen Unterschied zwischen einer Fliche und allen denen, die 
aus ihr durch Translationen und Rotationen hervorgehen. Denn mit der Flache 
[ wird EF als Function von 4 und w bekannt, Aus den obigen Gleichungen folgt 
dann FE’ als Function von 2’ und w’ (und einer willkiirlichen Constanten), Einer 
jeden Function EH’, welche, wie die vorliegende, die Gleichung (76) befriedigt, 
die eingehenden Variablen accentuirt gedacht, entspricht eine Fliche von der 
Kriimmung — 1: m? sammt allen durch Bewegung von ihr zu erhaltenden. Man 
findet nimlich die rektanguliiren Cartesischen Coordinaten a’, y’, 2’ der Punkte 
der Fliiche in der folgenden Weise. Es ist: 


da =a sin BE’ di’ +b cos EL’ dy’, 
(a) dy =a’ sin BE’ di’ +0' cos FE’ du’, 
dz =a" sin E’ di’ +0" cos HE’ dy’, 
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44. Durch Anwendung der Transformation (94) auf die oo! 
Flichen von der constanten Kriimmung — 1 : m? (m sin 0 = a) einer 
Schaar eines Orthogonalsystems, eines Weingarten’s Orthogonal- 
systems, wie solches von Bianchi benannt wird, bekommt man neue 
Fliichenschaaren, die anderen Weingarten’schen Orthogonalsystemen 
zugehéren; — dies ist der Satz von Bianchi, dessen Beweis, nach 
dem in der vorigen Nr. Bemerkten, uns hier beschiftigen wird. 

In der That, man kann zwei infinitesimale Punkttransformationen 
von der in Nr. 41 besprochenen Art aufstellen: 


wo 


; 1—say —- 1+ay 





w eine Lisung von: 
os _ OB | hen 9 cos « cos E’, 
oa ou m 

(c) aad 
du OE" y—1 . 


nor —_ Sin w sin 2; 


und y= —1: (die zu # conjugirt-imaginiire Grésse). Nachdem auf diese Weise 
a, b,c gewonnen worden sind, bestimmt man durch thatsiichlich dieselben Glei- 
chungen (b), (c) die a’, 0’, ca”, b’, c” so dass 


aa+bb¥+cc=0, wa’+'b’+e'c’ =0, a’at+b’b+ec"c=0. 


Durch Integration von (a) bekommt man nachher die gesuchten 2’, y’, 2’. Siehe 
Darboux, Legons etc. premiére partie p. 22, troisitme partie p. 378. [Die Glei- 
chungen (c) werden aus den bekannten Gleichungen (Darboux, Legons, premiére 
partie p. 22, 23): 


ao q—pV—1 , q+pV—-1 , 
on F=i s94 . se seer, ane 
ge weil Staed ——— m ute V— 1 is 


durch die Substitutionen (77) und 6 = e“V—! erhalten). 

Beiliufig bemerke ich, dass, wenn in den Gleichungen (94) K statt cos O 
geschrieben wird, diese Gleichungen auch dann, wenn K>1 oder wenn K? 
negativ ist, eine Transformation der Flaichen von der constanten Kriimmung 
— (1\—K*):a*® bestimmen, Es werden aber nicht reelle Streifen im Raume 
(a’, y’, 2), die in solchem Falle einem gegebenen reellen Streifen in (xyz) ent- 
sprechen, Nehmen wir insbesondere K=eV—1, @ reell und unendlich gross 
a* : (1-++9?) = m*, m endlich, also auch @ unendlich gross: dann fiihrt unsere 
Transformation (94) jede Fliche von der constanten Kriimmung — 1: m? in die 
Tangenten des unendlich entfernten Kugelkreises iiber, Und die zugehdrenden 
Gleichungen (96), (96') werden, wenn das neue E’ mit w bezeichnet wird, mit 
den eben angefiihrten Gleichungen (c) identisch. 
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. “Vierre’ “9 “Vitr+e’ 
Oz = PS Se =? 
(98) q Vi Psp + re 
dp = (5 ies A 
sie 4g) yi FP +e") 
und 
(sv , p , , q 
6a = — rt’, by’ = — tr’ ——__-*____., 
Vitre+qe’ ? * Vitpt+e" 
a ie eee ee” 
(99) 4 " Viaetey”? 
oy — (2 4p 2) yt He Ha, 
}oq’ _(& r+¢' S)Vitp +a? 
oy’ BY; 


welche durch die Gleichungen (94) in einander iibergefiihrt werden, 
Denn hierfiir wird nur erfordert, dass den Differentialen der Glei- 
chungen (94): 


p(da —dx) + q(dy —dy)— de + 02+ (v —a)dp+ y’—y)dq=0, 


u. Ss. W. 


durch die obigen Werthe (98), (99) von da, dy,...,0q' geniigt wird, 
also dass: 


t—Tt cos + (a —2) = 4 ~y& s + —< 2) S 0, 


(100) {e’—r nelle —y'—y»)4 on +—(e—s) 20, 


at spt yp wt py By m0, 
Zur Abkiirzung haben wir geschrieben a, B, y fiir 
v p 
a ae ea 0 ——_—_———_ 
es Vi+p+q’ 
a fe 008 O mepee 
~ Vita Ore’ 


1 1 


—_——————"— — Cos 0 nn ae 
Vi+p*+q* Vi+y*+q" 
*) Von den drei ersten Gleichungen sind die zwei anderen eine nothwendige 


Folge. Siehe z, B. Mathematische Annalen Bd, XV, S. 51 die Gleichungen (9), 
(10), (11), 
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und @’, p, y’ fiir 
g 
cos @ ———P 
+ Vitp*+q?’ 
4 q 
ee Sa cos 0 °° oS —_ > 
Vi+p'+q@ * Vi+p*+q" 
! — cos 6) mart ae ‘ 
Vitrte Vite ta 
Es werden dann «, 8, y Richtungscosinus derjenigen Tangente der 
Flaiche [ im Punkte p, welche zu pa senkrecht ist. Mit p wird dann, 
wie vorher, der Punkt (2, y, z), mit wz der Punkt (z’, y’, 2’) bezeichnet. 
Und wir haben a’, f’, y’ als Richtungscosinus der zu derselben Geraden 
px senkrechten Tangente in 2 an derjenigen Fliche, [,, welche durch 
zx geht und, der Correspondenz (94) gegeniiber, der Flaiche [ ent- 
spricht. 
Statt der obigen Gleichungen (100) kénnen wir demnach in den 
Bezeichnungen der vorangehenden Nr. schreiben: 


a Se 
Vi+p+¢@ 


t v et cos EK’ ét sin Ee’ 
— — cos 9 — —— — = () 
a a + eC’ sin # + é@u cosH# . 
v t ét sin E ec cook 
(101) — — — cos 8 — . - > —+-,- waz (), 
a a GA cos Cu sin # 
ét sin EB’ @r cosE’ ét cosE si de sin EE 0 
04 sinE ou cos# Gi cos KH’ Ou sn’ 


Wir wussten vorher, aus den Gleichungen (97), dass dieses Glei- 

chungssystem bei Vertauschung von 
E,a,u,t 
mit 
E’, —wu, —A, —t’ 

unverandert bleiben muss. 

In Uebereinstimmung mit der Gleichung (79) setzen wir 
a p+. 2, 22 
und erkennen dann ohne Schwierigkeit in der folgenden Weise die 
Vertraglichkeit der Gleichungen (101) mit einander. Erstens bemerken 
wir, dass eine geschickte Elimination zwischen diesen Gleichungen 
giebt: 








= + ad = = (sin E cos E’ + cos E sin E’ cos 0) 
- = (cos E sin E’ + sin E cos E’ cos 9), 
(103) —# } 
| + ~ = = (cos E sin EB’ + sin E cos EF’ cos Q) 
— = (sin E cos E’ + cos E sin E’ cos @). 
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Diese Gleichungen kénnen wir also statt zweier der Gleichungen (101) 
brauchen. Dieselben werden aber, unter Berticksichtigung von (102), 
durch Differentiation von (96) und (96’) in Bezug auf » gewonnen, 


und hieraus folgt die Existenz der Gleichung (80) und der ent- 
sprechenden fiir t’: 


a2 @r , y , 
(104) ae — ys = = cos2E’ (’=—uyp, w'=—A). 


Zweitens sehen wir, dass wir durch Differentiation des Werthes von 1’, 
der aus-der ersten der Gleichungen (101) sich ergiebt, nach Kinfiihrung 


des Werthes von 2= aus (96), bekommen: 


ea 
cos O or mae or +4 er cos 4 fr sin E” 
a oa a@ OA ca sin EO Wie cos & 
éct sin EZ’ ét cosE’ 


oA sin E” Ou cosk 
(4 — ~ cos E cos E’ cos + “. sin E sin E’) “= ee ad at 
sin Esin E’ QE Ot 


~ cost? EB OA Op 
Und wenn jetzt angenommen wird, dass die Gleichung (81) erfiilt ist, 
so folgt, da, nach dem eben Erérterten, immer die Gleichung (80) 
statt hat, dass die Gleichung (83) ebenfalls erfiillt ist. Durch Sub- 


e a*t : 
stitution dieser Werthe (83) und (81) von at und Didu im obigen 





Ausdrucke von c- und mit gehdriger Riicksicht auf die erste der 


Gleichungen (101) wird jene Gleichung fiir &. mit der ersten der 


Gleichungen (103) véllig identisch. In derselben Weise erkennen wir, 
dass, unter fortgesetzter Annahme der Relation (81), die zweite der- 
selben Gleichungen (103) ebenfalls durch den von der ersten der 
Gleichungen (101) gelieferten Werth von +’ befriedigt wird. Die oben 
erwihnte Symmetrie unserer Gleichungen in Bezug auf E, A, wu, t 
und E’, — w, — 4, —v’ lehrt dann ferner, dass 





ents oe oH’ or 1 OE ov 
(105) on = cotg E’ oe On — tang E “On Ow? 
(A = —p, w = — A). 


Wir haben also bewiesen, dass man, wenn [ und’ zwei unend- 
lich benachbarte Flichen von der constanten Kriimmung — 1 : m? eines 
Weingarten’s Orthogonalsystems bedeuten, und [, eine der co! 
Flachen ist, welche die Transformation (94) aus [ ergiebt, einfach 
durch die erste der Gleichungen (101) eine zu [, unendlich benach- 
barte Fliche, [,’, bekommt, die mit [, in ein Weingarten’sches 
Orthogonalsystem eingeht und hinsichtlich der Transformation (94) der 
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Flache [’ entspricht. Aus [’ und einer unendlich henachbarten Flache 
r” von der constanten Kriimmung — 1 : m? eines Weingarten’ schen 
Systems leitet man in derselben Weise eine neue zu [,’ unendlich 
benachbarte Fliche, [,”, her, welche mit [,’ in ein Weingarten’sches 
System eingeht und den durch die Gleichungen (94) ausgedriickten 
Zusammenhang mit [” hat. U. s. w.*) So dass die Transformation 
(94) fiir irgend welche bestimmte Werthe von a und ©, welche a = m sin O 
machen, wenn sie auf em Weingarten’ sches Orthogonalsystem 
angewandt wird, oo' villig bestimmte neue Weingarten’ sche Ortho- 
gonalsysteme liefert. Der Fall cos® =0, wo die Transformation (94) 
Bianchi’s Transformation**) wird, bildet hierbei eine Ausnahme. Wie 
sich dann der obige Satz gestaltet, kann zwar ohne Miihe aus dem 
Vorigen geschlossen werden, aber Alles dies ist schon vor mehreren 


Jahren von Bianchi mit der ausgezeichnetsten Klarheit und Griind- 
lichkeit abgehandelt worden. 


Lund, im September 1891. 


**) Dass die Transformation (96), (96’), (97), die sich nur in so weit von der 
Transformation (94) unterscheidet, dass sie auf die Lagenverhiltnisse der ge- 
wonnenen Flichen und der urspriinglichen Fliche keinen Bezug nimmt, — eine 
Combination zweier alterer Transformationen wird, ist zuerst von Lie in einer 
Note unter dem Titel: Untersuchungen iiber Differentialgleichungen, 1V, in 


Christiania Videnskabsselskabs Forhandlinger 1883 Nr. 18, angefiihrt worden. 


Wenn die Parameter a, 6 der Haupttangentencurven der Fliiche (75) von der 
constanten Kriimmung — 1: m?, statt 4 und uw eingefiihrt werden: 

A=a+B, w=a—6, 
so bekommt man, statt (96), (96'), (97), die Gleichungen: 


o =: * 1 1 Ey 
Ga F E) = — — cotg > © cos (H+), 


Gq B+h)= — tang = © cos (E’—E), 
a’ =—a, 6 = 8, 
die also auch die in Rede stehende Transformation definiren. 
Man bemerke nun erstens, dass Bianchi’s Transformation einfach dem 


Falle © = 90° entspricht, und sodann, dass, wie Lie aus einem Satze von 
O. Bonnet hergeleitet hat, die Gleichungen: 


EB’ =E, «a'=na, =—6 


eine neue Transformation der Flichen von der constanten Kriimmung — 1: m? 
leisten: so erkennt man leicht, dass die genannte Transformation (96), (96'), (97) 
eine Combination: 

(eine Lie’sche Trfm.) (eine Bianchi’sche Trfm.) (die Lie’sche Trfm,)~' 


ausmacht, wie von Lie a, a, 0. bemerkt. Man vgl. Darboux, Legons, troisitme 
partie, chap. XII, p. 432 u, f. 








fp 
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Untersuchungen tiber Abel’sche Functionen vom Geschlechte 3. 
Von 


WILHELM WIrTINGER in Wien. 


Die folgenden Untersuchungen sollen eine neue Lésung des Um- 
kehrproblems fiir p = 3 geben. Dieselbe unterscheidet sich von 
den bisher bekannten vor allem dadurch, dass die Argumente als 
4 gliedrige Integralsummen vorausgesetzt werden und nun die ganze 
Schaar corresidualer Quadrupel ermittelt wird, welche zu einem be- 
stimmten Werthsystem der transcendenten Argumente gehért; dann 
aber auch dadurch, dass der von Herrn Klein betonten Unterscheidung 
von Rationalitatsbereichen verschiedener Stufen im Gebiete der Abel’- 
schen Functionen Rechnung getragen wird. 

Die Lésung erfolgt nimlich mit Hilfe solcher Jacobi’scher Func- 
tionen, deren Entwicklung nach Potenzen der Integralsummen nach 
ganzen rationalen Covarianten derjenigen C, fortschreiten, welche das 
algebraische Gebilde definirt. Diese Functionen sind demnach als 
2-Functionen erster Stufe*) zu bezeichnen, wihrend die bisher ver- 
wendeten Thetafunctionen, insoweit ihre Entwicklungscoefficienten 
algebraisch von der C, abhiingen, Rationalititsbereichen hdherer Stufe 
angehéren **), 

Zur Bildung solcher Functionen wird man direct durch geometrische 
Ueberlegungen gefiihrt, welche ihren Ausgang von der projectiven Er- 
zeugung der C, nehmen. 

Es zerfallt demnach die Untersuchung in zwei Theile, von welchen 
der erste geometrisch-algebraische Ueberlegungen enthilt, der zweite 
dagegen die Resultate derselben fiir die transcendente Theorie nutzbar 
macht. 

Ich erlaube mir, schon hier darauf aufmerksam zu machen, dass 
sich bei dieser Behandlung die Quadrate der 28 ungeraden von den 


*) Fiir ebene singularitiitenfreie Curven und einfache Integrale hat solche 
bereits Herr Pick gebildet (Math. Ann. Bd. 29), ohne jedoch ihre Abhingigkeit 
von den Integralen erster Gattung in Betracht zu ziehen. 

**) Klein, Zur Theorie der Abel’schen Functionen (Math, Ann. Bd, 36). 
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Sigmafunctionen des Herrn Klein*), ebenso wie die Theta-, resp. 
Sigmafunction des Herrn Frobenius**), deren Verschwinden aussagt, 
dass die Argumente auf die Form einfacher Integrale gebracht werden 
kénnen, saimmtlich als Specialfille einer und derselben 2- function, 
welche unmittelbare geometrische Bedeutung hat, ergeben. 

Endlich habe ich noch die angenehme Pflicht zu erfiillen, an 
dieser Stelle Herrn Klein zu danken, fiir das Interesse, welches er 
meinen Untersuchungen entgegenbrachte, die selbst durch seine im 
Sommer 1889 gehaltene Vorlesung tiber Abel’sche Functionen und 
durch den persénlichen Verkehr mit ihm angeregt wurden. 

Einen Theil der Resultate dieser Arbeit habe ich bereits in den 
Wiener Monatsheften fiir Mathematik und Physik mitgetheilt (Jahrg. 
1891, Januar). 


I. Geometrisch-algebraische Untersuchungen iiber Schaaren 
corresidualer Quadrupel. 


§ 1. 
Allgemeines tiber Quadrupel. Das Kegelschnittsystem S. 


Sei als algebraisches Gebilde vom Geschlechte 3 eine ebene 

singularitiétenfreie Curve vierter Ordnung gegeben und deren Gleichung 
‘== 0 
a,’ = 0. 


Ferner bezeichnen wir 3 linear unabhingige Integrale erster 
Gattung mit 
x 
wry =| ado, (i= 1, 2,3), 
rr 
wo dq, jene iiberall endliche Differentialform bezeichnet , welche durch 


(czdz) @, Bz, — %a,B, 
Bt ‘ ES. 


da, = 3 3 
a, a, (aaB) a, 


definirt ist, ¢ einen beliebigen Hiilfspunkt bezeichnet, von welchem 
dow, ginzlich unabhingig ist, «,, 6B, aber zwei beliebige, sich in ¢ 
schneidende Gerade bedeuten. Betrachten wir nun Summen von 4 Inte- 
gralen erster Gattung, wobei wir die untern Grenzen als auf einer 
Geraden g, = 0 liegend annehmen wollen, und setzen 

ww, = wee be ey 79 1 aia 
so gehért nach den allgemeinen Umkehrtheoremen***) zu jedem 


*) Klein, l. c § 27.. 
**) Frobenius, Journal fiir reine u. ang. Mathematik Bd. 105. 
***) Vergl. Klein, l. c. § 10. 
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Werthsystem der w; eine einfach unendliche Schaar von Quadrupeln 
(x,y, 2, ¢) auf-der C,, ausgenommen w; = 0. 

Diese Quadrupel sind ebenso wie die w; selbst ganz unabhingig 
von der Auswahl der Geraden g,. ; 

Dem Werthsystem w;—=0 entsprechen dagegen die 4 Schnitt- 
punkte einer beliebigen Geraden mit der C,. 

Die zu einem und demselben Werthsystem der w,; gehdrigen 
Quadrupel sind sémmtlich corresidual, d. h. sie werden alle durch das 
niimliche Punktsystem auf der C, zu einem vollstiindigen Schnittpunkt- 
system einer algebraischen Curve mit der C, ergiinzt. 

Daraus folgt unmittelbar, dass im Allgemeinen zwei nicht zu 
w; = 0 gehérige Quadrupel zu Basispunkten zweier die C, erzeugender, 
projectiver Kegelschnittbiischel geeignet sind (vgl. § 2). 

Jeder Kegelschnitt eines solchen Biischels schneidet nun die C, 
in 4 weitern Punkten (x’y’z’t’) und nach dem Abel’schen Theorem 
gehéren diesen die Werthe — w; zu. 

Es entstehen so auf der C, zwei Schaaren von Quadrupelu, von. 
denen die eine zu den Werthen w;, die andere zu den Werthen 
—w; gehért. Die Quadrupel der einzelnen Schaar sind unter sich 
corresidual, dagegen residual zu den Quadrupeln der andern Schaar, 
so dass also ein beliebiger durch ein Quadrupel der einen Schaar ge- 
legter Kegelschnitt die C, noch in einem Quadrupel der andern Schaar 
schneidet. 

Daraus folgt, dass man dasselbe zweifach unendliche Kegelschnitt- 
system § erhilt, wenn man alle Kegelschnitte durch die Quadrupel 
einer Schaar corresidualer, oder aber durch die Quadrupel der zu 
dieser Schaar residualen legt. 

Dieses Kegelschnitisystem ist es, welches wir unsern weiteren 
Betrachtungen zu Grunde legen. 

Die Natur desselben wird klar erkannt, wenn man folgendes be- 
achtet. Zwei corresiduale Quadrupel bestimmen zwei projectiv auf 
einander bezogene Kegelschnittbiischel B,, B,, und diese ein dreifach 
unendliches lineares Kegelschnittsystem 


A, Oz? + Ay Bs? + Agye? + 1,02 = 0. 


Interpretirt man nun 4,, 4,, 4,, 4, als homogene Punktcoordi- 
naten eines linearen dreidimensionalen Raumes R,, so entsprechen 
den beiden erzeugenden Biischeln zwei projective, gerade Punktreihen 
G,, G,. Den Kegelschnitten, welche durch die bei der Erzeugung 
auftretenden, zu den Basispunkten von B,, B, residualen Quadrupel 
gelegt werden kénnen, entsprechen daher die Punkte der Verbindungs- 
geraden entsprechender Punkte von G,, G,. Das System S ist daher 
im R, durch eine Fliche zweiter Ordnung F, reprasentirt, deren zwei 
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Schaaren Erzeugende den einzelnen Kegelschnittbiischeln entsprechen.*) 
Sind die Quadrupel solche, in deren 4 Punkten ein Kegelschnitt die 
C, beriihrt, so reducirt sich der R, auf eine Ebene, und die F, auf 
einen Kegelschnitt dieser Ebene und die beiden Erzeugendensysteme 
fallen in die Tangenten dieses Kegelschnitts zusammen. **) 


§ 2. 
Die zu ,,einfachen Integralen gehérigen Quadrupelschaaren. 


Diese Beziehungen erleiden scheinbar eine Ausnahme, wenn 3 
Punkte wyz auf einer Geraden liegen, der 4'* dagegen ausserhalb der- 
selben, da ein solehes Quadrupel zu projectiver Erzeugung der C, 
nicht geeignet ist. 

Allein die Beziehungen der Residualitaét und Corresidualitét bleiben 
volistiindig aufrecht, und ebenso der Charakter des Systems 8S. 

Es ist aber, wenn etwa xyz auf einer Geraden liegen, deren 
4‘ Schnittpunkt mit der C, wu heissen soll, wegen 


we 4 ot + wi + wit = 0 
w,; in der Form 
t 
ww; = J 2, do, 
darstellbar, und umgekehrt folgt aus diesen Gleichungen, dass, wenn 
die w; die Form einfacher Integrale annehmen, 3 Punkte eines Quadrupels 
auf einer Geraden durch u liegen, 

Dann bestehen aber die zu den w; gehérigen corresidualen Quadrupel 
iiberhaupt nur aus dem festen Punkte ¢ und den Tripeln, welche die 
Geraden durch w auf der C, ausschneiden. Die residualen Quadrupel 
bestehen dagegen aus « und den Tripeln, welche die Geraden durch ¢ 
auf der C, ausschneiden. Das Kegelschnittsystem S enthailt dann lauter 
zerfallende Kegelschnitte, welche aus zwei, je durch ¢ und w gehenden 
Strahlen bestehen, und man erkennt leicht, dass die nach dem vorigen 
dem System S zugeordnete F, nicht zerfillt. Das 3fach unendliche lineare 
Kegelschnittsystem, welches S enthalt, besteht dann aus allen durch 
« und ¢ gehenden Kegelschnitten. Nun ist die Bedingung dafiir, 
dass von 4 getrennten Punkten 3 auf einer Geraden liegen, das 
Verschwinden von 

(aya) (yet) (eta) (try) 


*) Vgl. Caporali, Memorie di Geometria 1888, pg. 358 ff. 


**) Salmon, héhere ebene Curven pg. 293 ff. der II, Auflage der deutschen 
Uebersetzung. 
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und dieses ist demnach auch die Bedingung dafiir, dass die w; in die 
Form von einfachen Integralen gebracht werden kinnen, so lange die 
xy2t alle verschieden sind. 


§ 3. 
Der Kegelschnitt k(x, y, 2, t; &, 7). 


Wir wollen uns zuniichst mit méglichst einfachen und geometrisch 
zugiinglichen Gebilden befassen, welche zu dem Kegelschnittsystem S 
in covarianter Beziehung stehen, wobei wir uns jedoch nicht auf reine 
Covarianten beschrinken, sondern nach Bedarf Hilfsgréssen heran- 
ziehen, d.h. Covarianten mit mehreren Reihen Veriinderlicher bilden. 

Ist § irgend ein Punkt der Ebene der C,, so ist ihm in Bezug 
auf jedes Quadrupel aus einer Schaar corresidualer ein zweiter Punkt 4 
conjugirt, in welchem sich die Polaren von § in Bezug auf die Kegel- 
schnitte des durch wyzt gelegten Biischels schneiden. 


Durchlaufen nun xyzt eine ganze Schaar corresidualer Quadrupel, 
so durchliuft n einen Kegelschnitt, welcher ungedndert bleibt, wenn statt 
xzyazt ein Quadrupel der residualen Schaar gesetat wird. 

In der That, liegen von xyzt keine 3 Punkte auf einer Geraden, 
und seien g, =(Zy2t) und g,=(%'y'2't’) awei zu xyzt residuale 
Quadrupel, so geben diese Anlass zu einer projectiven Erzeugung der 
C,, bei welcher die zu (xyzt) corresidualen Quadrupel als Schnitt- 
punkte entsprechender Kegelschnitte auftreten: Der Ort von y wird 
daher als Erzeugniss der beiden projectiven Strahlbiischel der Polaren 
von § erhalten, deren Scheitel die zu § in Bezug auf g, und g, con- 
jugirten Punkte sind. Er ist also ein durch diese beiden Punkte hin- 
durchgehender Kegelschnitt, und da er von der speciellen Wahl von 
q, und g, unabhingig sein muss, so enthilt er auch alle zu § in Bezug 
auf ein residuales Quadrupel conjugirten Punkte. Liegen aber xyz 
auf einer Geraden, oder was dasselbe ist, nehmen die w; die Form 
einfacher Integrale an, so zerfallt dieser Kegelschnitt immer in die 
beiden Verbindungsgeraden von § mit w und ¢ Das Kegelschuitt- 
biischel durch ein Quadrupel besteht niimlich hier aus einer festen 
Geraden durch u und dem Strahlbiischel durch ¢, oder umgekehrt aus 
einer festen Geraden durch ¢ und dem Strahlbiischel durch «, woraus 
sich sofort die Behauptung ergiebt. 

Aus der Bedeutung des Kegelschnittes der n, den wir mit k (a, y, 2,t; §, 9) 
bezeichnen, ist unmittelbar ersichtlich, dass die Verhiiltnisse der Coefficienten 
der verschiedenen Potenzen von § und » in seiner Gleichung ungedndert 
bleiben, wenn wir sie als Functionen der Punkte eines Quadrupels her- 
stellen und dieses Quadrupel dann corresidual mit sich selbst verschieben 
oder durch ein residuales ersetzen. 
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Solche Functionen der zyzt benéthigen wir aber weiterhin gerade, 


und eben darum beschiftigen wir uns hier ausfiihrlicher mit dem Kegel- 
schnitte k. . 


§ 4. 
Erste Berechnung von k(x, y, 2, t; &, 7). 

Wir gehen nun daran die Gleichung dieses Kegelschnittes auf- 
zustellen. 

_ Bind k®, h®, h® drei beliebige Punkte der C,, und wie oben 
avyet, a’y'e’t’ zwei corresiduale Quadrupel, so kénnen wir die Glei- 
chung aller durch xyzt, resp. 2’y'z't’ gehenden Kegelschnitte in die 
Form setzen 
(1) (xc yet h™§)+ A(eysth@E) =O, 

(2) (xy 2’ t hE) +(e’ y'2’t’h@é)— 0, 
wo die Klammerausdriicke zur Abkiirzung fiir die Determinanten 
a + 2,? + yp” - 2,7 - t,t, - hh,” - &&, ete. gesetzt sind. 

Die projective Beziehung der Biischel (1), (2), derzufolge sie die 
C, erzeugen, wird dann festgelegt durch die Gleichung 
(3) (wysth@h®) (a’ ye’ hOK®) 2 = (ayzthMh®) (2’y'2’UhOh®) w 
und es muss dann sein: 

(4)  (wyeth&) (a y’ 2’ t' h@&) (xayzth® h®) (a’ y’ 2’ th h®) 

— (ay zth®&) (a yet WE) (cyzthOh®) (a y’2’'t h@h®) = az". 
Die Gleichung unseres Kegelschnittes erhilt man nun, wenn man in 
(1) und (2) die Polaren in Bezug auf & bildet und mit Hilfe von (3) 
4 und uw eliminirt. Setzt man zur Abkiirzung symbolisch 

(a y # thO8) = (AE = (BYE, 
(x’ ya’ t' ROE) = (Aj)? = (Bi), 
so erhalt man auf diese Weise: 
(5) (Ay)g (Ai)n - (A2’)g (Ae’y + (Ba) * (By ro 
ac (Aye (Ay)y (A, )g (Ay’)y ; (B,)is) . (By); 3) = 0. 

In dieser Gestalt enthilt der Ausdruck noch mannigfache fremde 
Elemente. 

Bemerken wir zuerst, dass (5) nothwendig verschwindet, wenn eine 
der Determinanten (x yz2th®h®) verschwindet. Wegen der Corresi- 
dualitit der beiden Quadrupel verschwindet dann auch (a y’ 2’ t’ hi h®). 
Im Falle nun AM h® mit (vyzt) auf einem Kegelschnitte liegen, ent- 


stehen gar keine Biischel, in den andern Fallen erkennt man direct 
das Verschwinden von (5).: 
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Ferner ist der Kegelschnitt durch ein einziges Quadrupel bereits 
vollstiindig bestimmt. Sobald wir also seine Gleichung (5) nur durch 
xyzt ausgedriickt haben, werden wir durch das Product der 3 Deter- 
minanten dividiren kénnen und der Quotient muss dann auch, da 
Dividend und Divisor vom gleichen Grade in h sind, von diesen ganz 
unabhingig werden, was ja ebenfalls nothwendig ist. 


§ 5. 
Die corresiduale Differentiation. 


Um uun die Gleichung (5) von den (a’ y’2’t’) zu befreien, ver- 
fahren wir so, dass wir die beiden Quadrupel einander unendlich nahe 
riicken lassen. Setzen wir demnach 2’ =—a+dz, y = y+ dy, 
ze =2+dz, t’'=—t+dt, so miissen, da die w; ungeindert bleiben 
sollen, die Differentiale derselben verschwinden. 

Dies giebt die Gleichungen 


x:da, + y,da, + 2d, + t;da,—0 (¢== 1, 2, 3) 

und durch Auflésung nach den da 
(6) da,=eo(yzt), da,——e(etz), do,—eo(txy), da,——e(zryz). 

Wenn wir nun die (wyzt) mit den (a y’z’t’) zusammenfallen 
lassen, so verschwindet die linke Seite von (5) identisch. Wenn wir 
aber nach den Incrementen der (xyzt) entwickeln, bei den niedrigsten 
nicht identisch verschwindenden Gliedern stehen bleiben und dann mit 
Hilfe von (6) die Differentiale bis auf den Factor @ eliminiren, so er- 
halten wir die Gleichung unseres Kegelschnittes in endlicher Form 
nur durch die (wyzt) ausgedriickt. 

Eine solche Differentiation bei welcher die Differentiale den Glei- 
chungen (6) unterworfen sind, will ich corresiduale Differentiation 


nennen. Sie diirfte bei vielen ahnlichen Problemen eine wichtige 
Rolle spielen. 


Sei ur —v,—w;—=—s; eine Form n' Grades in jeder der 4 
Variablenreihen xyz, so ist es, um die corresiduale Differentiation 
auszufiihren, oft vortheilhaft folgendermassen zu verfahren. Man bilde 
unter Zuziehung einer beliebigen Linearform a, den Ausdruck 

—1 
Oy Vie+dz) — nda, - Us = Oy Ve + NV, (@2Vax — ax Vx) 
oder 
=| 

a, (vz) — ndag’y = NVZ (Gedy — GazVz)- 

Wegen der zweiten Formel fiir dw, in § 1 ist dann 
- 8 
(7) a, d (v2) — nda, + ve = nvz'(aav) ar da,. 


Mit Hilfe dieser ormel und den analogen fiir yzt gelingt es hiufig, 
d@ direct in die Rechnung einzufiibren. 
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§ 6. 
Anwendung der corresidualen Differentiation auf die Gleichung des 
Kegelschnittes k. 


Schreiben wir nun auf der linken Seite der Formel (5) fiir 
(Ay)s (Ay’) - (By'Yis) den Ausdruck 


Op yO, 0; ( Ay’): (Ay’)y (By Ji) — 4 (Ot Oy ty Oy’) » (Ag)e (Ay)y ; (By io 
und im zweiten Glied fiir den entsprechenden Factor den aus dem 
Vorstehenden durch Vertauschung der Indices 1 und 2 hervorgehenden 
Ausdruck, so andert sich die linke Seite von (5) nur, insofern sie den 
Factor a,aye*a, annimmt. Indem man in dem so modificirten Aus- 
druck wyzt unendlich nahe an wv’ y’2’t’ riicken lisst, erkennt man, 
dass man die Glieder erster Ordnung schreiben kann: 


(A,)g (Ayn: (Be)aes) (By), ‘ Oy XH; Xe (ce d, (A,)g(Ay)y — 2daz- (Ay)¢(Az)n) 
gy t (Ani Aida Balher: (Asde( Addy D>, %y % &% (te de(B,)j0) — 2dey -(B,)? 5) 
\ 9 

— (Ay)g(Ao)y -(By 4s) By) jy» >) ey ee (the e(Ay)e (Ay )y — 2 deg (Ay); (Ay)e) 


_ (Ay)g(Ag)y: (By ies-(Ay)(Ady >) ay @, ety (ets de (By), ¢s) — 2da, (Bj) = 0), 


wobei die Summenzeichen iiber die durch cyclische Vertauschung der 
als Indices geschriebenen xzyzt aus dem angegebenen entstehenden 
Glieder zu erstrecken sind, ferner d,, d, etc. die Differentialinderungen 
infolge Aenderung des einzelnen 2, y etc. bedeuten, endlich nicht 
zusammengehérige Symbole durch das Multiplicationszeichen getrennt 
sind. Auf die Ausdriicke unter dem Summenzeichen ist dann unmittelbar 
Formel (7) anwendbar, und nach Ersetzung der da,, dw,, dw,, da, 
durch die entsprechenden Determinanten aus (6) erhilt man die Glei- 
chung des Kegelschnitts k(xyzt; § y) als nur von den xyzt und den h 
abhingige ganze homogene Form der xyzgt. Vorbehaltlich der Ab- 
trennung weiterer Factoren ist sie in den einzelnen Variablen zyzt 
vom 10'* Grade, in den Coefficienten der C,-gleichung vom ersten 
Grade. 

Sie iindert bei Vertauschung zweier der Griéssen xyzt ihr Zeichen, 
da von den Factoren der einzelnen Glieder 3 das Zeichen wechseln, 
der Ausdruck unter dem Summenzeichen aber nicht mehr nach Er- 
setzung der dw durch die proportionalen Determinanten. Bei Ver- 
tauschung von « und y z. B. sind nimlich die von der Differentiation 
nach g und ¢ herriihrenden Glieder mit den Determinanten (zy), 
(ayz) multiplicirt, die von der Differentiation nach x und y herriihrenden 
Glieder vertauschen sich aber einfach. 








- 











: 0, ‘ 
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§ 7. 
Nullstellen von &, Absonderung iberfliissiger Theiler, Specialfille. 


Wir untersuchen nun, von welcher Ordnung unser Ausdruck un- 
endlich klein wird, wenn zwei der Stellen xy z¢ unendlich nahe riicken. 
Setzen wir y = x + dz, so sind die Differentiale dx proportional den 
bei unendlich kleiner corresidualer Verschiebung auftretenden Differen- 
tialen von x zu setzen, da beide Aenderungen Differentiale auf der C, 
an derselben Stelle sind. 

Man erkennt unmittelbar, dass unser Ausdruck (8) fiir c—y 
mindestens von der dritten Ordnung verschwindet, da ja jedes Glied 
3 verschwindende Factoren enthalt. Man erkennt aber auch, dass die 
Glieder unter den einzelnen Summenzeichen, welche von einer Differen- 
tiation nach ¢ oder ¢ herriihren , von der zweiten Ordnung verschwinden, 
indem eine an und fiir sich verschwindende Determinante noch mit 
einer der Determinanten (¢zy), (cyz) multiplicirt ist, und dass die 
Glieder mit den Operationszeichen d, , d, einander gleich werden, Nun 
wird aber fiir y= «2 + dz unter Riicksicht auf die obige Bemerkung 
iiber die Differentiale dx z. B. die Determinante 


(A,)s(Ay)n = d,(A,):( Ay)» (e=y] 
(Ay):(Ag)n =—d; (Ay); (Ay), [z=y]> 


so dass die entstehenden Glieder, welche unendlich kleine Gréssen 
3'e* Ordnung liefern im ersten und dritten und ebenso im zweiten und 
vierten Glied einander aufheben. Die linke Seite von (8) wird also 
von hdherer als der 3'°° Ordnung unendlich klein. Da ferner der 
Ausdruck bei Vertauschung von 2 und y sein Zeichen wechselt, so 
wird er fiir «= y von einer ungeraden, also mindestens von der 
5's Ordnung unendlich klein. Dass die Ordnung auch keine hdhere 
ist, wird sich spiter ergeben. 

Wenn wir nun zur Absonderung iberfliissiger Factoren schreiten, 
so sehen wir, dass sich auch die friiher eingefiihrten Linearformen 
@,@,c,c, wieder entfernen lassen miissen, und ebenso nach unserer 
friiheren Bemerkung die Determinanten (xy zth h®) (¢>k, i, k=1,2,3). 

Den so erhaltenen Quotienten, welcher dann eine ganze homogene 
Form 3" Grades in den xyzet vorstellt, in den Coefficienten der C,- 
Gleichung vom ersten Grade ist, und beim Zusammenfallen zweier der 
Stellen (wyzt) on der 2" Ordnung verschwindet, bezeichnen wir in der 
Folge insbesondere mit k(xyzt; &n). 

Er giebt gleich Null gesetzt bei festgehaltenem £ die Gleichung 
des oben in derselben Weise bezeichneten Kegelschnittes. Er ist in 
§ und y symmetrisch und giebt, wenn § und 7 festgehalten werden, 


Mathematische Annalen. XI, 18 


und 
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die Bedingung, dass unter den zu (xyzt) corresidualen Quadrupeln sich 
eines befinde, in Bezug auf welches € und y conjugirte Punkte sind. 

Wenn § = y gesetzt wird, so muss nach Formel (4) k(xyzt, &, ) 
zu ag* proportional werden. In der That giebt es, wenn & auf der 
C, liegt in jeder Quadrupelschaar eines, welches € enthilt, in Bezug 
auf welches ‘also § sich selbst conjugirt ist. Aber auch den Pro- 
portionalitatsfactor kénnen wir bestimmen. Liegen nimlich 3 Punkte 
xyz auf einer Geraden, so geht & ebenfalls durch § und wir kénnen 
daher setzen 


(9) k(ayet; §&) = c(ays) (yet) (etx) (tay)agt. 

Wegen der Uebereinstimmung des Grades in den xyzt und den 
Coefficienten der C, ist dann ¢ eine rein numerische Constante, und 
wir ersehen iiberdies die Richtigkeit unserer Bestimmung der Ord- 
nungszahlen des Verschwindens. 

Fir (cyz) =O muss nach Friiherem (§ 3 a. E.) unser Ausdruck 
nach Absonderung geeigneter Factoren iibergehen in (§y«) (Ent), wo 
wu den 4'e® Schnittpunkt der Geraden durch (wy?¢) mit der C, bezeichnet. 


§ 8. 
Die Discriminante A von k(xyzt; &,y) und ihr Verschwinden. 


Wir fragen nun, fiir welche Punkte § unser Kegelschnitt zerfiillt. 
Jedenfalls erhalten wir durch Bildung der Discriminante die Gleichung 
einer Curve 6 Ordnung fiir &. Aber & zerfallt auch immer, wenn 

(xyt) (yet) (tay) (eta) 
verschwindet, und die 4 Punkte zyzt alle verschieden sind. Also muss 
die Discriminante durch dieses Determinantenproduct theilbar sein. 

Der Quotient ist dann 6" Grades in den einzelnen xyzt, 3 
Grades in den Coefficienten der C,, und verschwindet beim Zusammen- 
fallen zweier Stellen x, y vom 4" Grade. Wir bezeichnen diesen 
Quotienten mit A(xyzt; §) und sehen ohne weiteres, dass auch die 
Verbiltnisse der 28 Coefficienten der Potenzen von & bei corresidualer 
Verschiebung des Quadrupels ungeindert bleiben miissen. Es ist aber 
die Frage, ob A nicht noch weitere Theiler hat. 

Zu diesem Zwecke untersuchen wir die geometrische Bedeutung 
von A= 0. 

Zunichst ist ersichtlich, dass immer dann A gleich Null ist, wenn 
— in eine Ecke des gemeinsamen Poldreieckes der durch (xyzt) gehen- 
den Kegelschnitte fallt. Die Gegenseite des Poldreiecks ist ja dann 
Polare von & in Bezug auf alle Kegelschnitte des Biischels und darum 
miissen auch die zu € in Bezug auf die zu xyzt residualen Quadrupel 
conjugirten Punkte auf dieser Geraden liegen, welche also Bestandtheil 
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von k ist. — A=0O enthilt also jedenfalls den Ort der Ecken der Pol- 
dreiecke der Quadrupel, oder was dasselbe ist, den Ort der Scheitel 
der zerfallenden Kegelschnitte des Systems S. 

Geometrisch finden wir nun diesen Ort folgendermassen: Seien zwei 
die C, erzeugende Biischel B,, B,, so bestimmt jeder Kegelschnitt von 
B, mit B, ein Netz und die Jacobi’sche Curve dieses Netzes. Durch- 
liuft der Kegelschnitt das ganze Biischel B,, so bilden die Jacobi’schen 
Curven ein zu diesem Biischel projectives Biischel. Denn sie gehen 
alle nach bekannten Siitzen durch die 6 Ecken des Vierseits der 4 
Doppelgerdden, welche in dem von B, und B, bestimmten dreifach 
unendlichen linearen Kegelschnittsystemen vorkommen, und die Ecken 
des Poldreiecks von B,. Ebenso bilden die Kegelschnitte von B, mit 
B, Netze mit Jacobi’schen Curven von der entsprechenden Beziehung. 
Die beiden C,-Biischel sind dann auch zu einander projectiv, und 
erzeugen als Ort der Scheitel der zerfallenden Kegelschnitte des Systems 
S eine C, mit] Doppelpunkten in den 6 Ecken des obigen Vierseits der 
Doppelgeraden.*) A = 0 ist also geradezu die Gleichung dieser C,. 

Von hier aus stellen wir unsere weiteren Ueberlegungen an. 


§ 9. 
Weiteres iiber die Curve 6** Ordnung A = 0. 


Diese C,, ist eine allgemeine vom Geschlechte 4 so lange die Quadrupel 
nicht specialisirt sind. Denn beziehen wir das von B,, B, bestimmte 
3-fach unendliche lineare Kegelschnittsystem wieder wie in § 1 auf 
einen dreidimensionalen linearen Raum, so entspricht den zerfallenden 
Kegelschnitten bekanntlich eine F, mit 4 Doppelpunkten, und die zer- 
fallenden Kegelschnitte des Systems S werden reprisentirt durch die 
Schnittcurve dieser F, mit der F',, welche dem System S entspricht. 
Aber diese F’, ist eine allgemeine, denn zu jeder eigentlichen F’, im 
R, gehért, da sie zwei Regelschaaren enthilt, eine projective Erzeugung 
einer C,. Es besteht also gar keine besondere Beziehung zwischen 
F, und F,. Ihre Schnittcurve ist also eine allgemeine Curve 6! 
Ordnung vom Geschlechte 4, und da sie eindeutig auf eine zu einer 
C, gehérige C, bezogen ist, so hat diese dieselbe Eigenschaft, und 
insbesondere keine weiteren Singularitdten mehr. 

Die C, schneidet ferner die C, in 24 Punkten, in welchen zwei 
Punkte eines der zu (ayzt) corresidualen oder residualen Quadrupels 
einander unendlich nahe riicken, und zwar ergiebt die einfache Ab- 
zihlung mittelst des verallgemeinerten Correspondenzprincipes, dass dies 
12 mal fiir die corresidualen, etwa in den Punkten §&”)(n —1,..., 12), 
und ebenso oft fiir die residualen eintritt, etwa in den Punkten 9). 


*) Caporali l. c. 


18* 
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Legt man daher durch (wyzt) und einen Punkt y{*) einen Kegelschnt 
so beriihrt er in »™ die C,. 

Wird das Quadrupel zu einem solchen, in dessen 4 Punkten ein 
Kegelschnitt die C, berthrt, so wird die C, zur doppeltgezihlten 
Jacobi’schen Curve des Netzes, in welchem die Beriihrungskegelschnitte 
des betreffenden Systems liegen. 

Riicken xyz auf eine Gerade mit dem 4'e" Schnittpunkt u, so zerfillt 
die C, in die C, und die doppeltgeziihlte Verbindungsgerade von u und ¢. 

Wenn man namlich 3 Punkte (xyz) in beliebiger Weise auf eine 
Gerade riicken lisst, so erkennt man aus den bekannten Formeln fiir 
die Nebenecken des Vierecks (xyzt), dass diese nach xyz riicken. 
Die C, ist also jedenfalls Bestandtheil der C,. Die 4 Doppelgeraden 
des allgemeinen Falles, welche das lineare dreifach unendliche, S ent- 
haltende, Kegelschnittsystem aufweist, fallen aber in die Gerade (wu) 
zusammen und folglich miissen auch die 6 Doppelpunkte der allge- 
meinen C, auf diese Gerade riicken. Das kann aber nur sein, wenn 
diese Gerade selbst — doppeltgezihlt — Bestandtheil der C, wird. 

Nun sind wir auch in der Lage uns zu iiberzeugen, dass wir keine 
Factoren mehr in & haben, welehe etwa noch abzusondern wiiren. 

In der That, verlegen wir in A(ayzt; §) den Punkt & auf die C, 
und halten xyz fest, waihrend wir ¢ die C, durchlaufen lassen. Dann 
wird A an 24 Stellen ¢ verschwinden. Zwolf von diesen fallen in die 
je vierfach zihlenden Punkte zyz. Sechs weitere erhalten wir, wenn 
¢ mit zweien von den Punkten xyz auf einer Geraden liegt, da ja 
dann die C, als Bestandtheil der C, auftritt. Von den noch iibrigen 6 
erhalten wir drei, wenn wir durch xyz den die C, in & beriihrenden 
Kegelschnitt legen und ¢ in einen der 3 weiteren Schnittpunkte dieses 
Kegelschnittes fallen lassen. Endlich erhalten wir die letzten 3, wenn 
wir in § die Tangente an die C, legen, und durch deren zwei von & 
verschiedenen Schnittpunkte y, 7/ und xyz einen Kegelschnitt legen 
und ¢ in einen der 3 weitern Schnittpunkte des letzteren Kegelschnittes 
mit der C, riicken lassen. Denn das Quadrupel xyz¢ ist dann zu dem 
von 47 und den zwei weiteren Schnittpunkten des Kegelschnitts ¢’t” 
gebildeten Quadrupel residual, also corresidual zu dem Quadrupel, 
welches die 4 weiteren Schnittpunkte des aus den Geraden (yy’) und 
(t’t’’) bestehenden Kegelschnitts bilden. Von diesen fallen aber zwei 
in € zusammen. Wir erhalten daher in der That geometrisch dieselbe 
Anzahl Stellen, wie durch Abzihlung aus dem Grade von A in ¢ 
und schliessen daraus, dass wir keinen Factor mehr abzusondern 
haben. — Die Verhiltnisse der verschiedenen Potenzen von & in A sind 
natiirlich wieder solche Functionen der xyzt, die sich nicht aindern, wenn 


man die «yzt durch ein zu ihnen residuales oder corresiduales Quadrupel 
ersetzt. 
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§ 10. 


Einfihrung des 5-dimensionalen Raumes. Coordinaten der in demselben 
gelegenen Geraden und f,. 


Wir sind nun, wenn wir A oder & kennen, allerdings in der Lage, 
daraus das 3-fach unendliche lineare Kegelschnittsystem zu berechnen, 
in welchem S enthalten ist, und zwar rational, da die Kegelschnitte 
des Systems’ sich symmetrisch aus den 4 Doppelgeraden zusammensetzen 
lassen, die symmetrischen Functionen der letzteren aber sich rational 
aus den Coefficienten der Potenzen und Producte der & herstellen 
lassen miissen. Es ist aber bisher noch nicht zu erkennen, inwiefern 
auch das System S selbst durch die Angabe von A oder & bestimmt ist. 

Wir suchen daher nach solchen Formen der xyzt, welche sowohl 
das dreifach unendliche Kegelschnittsystem als auch S selbst direct zu 
ermitteln gestatten. 

Um nun einen klaren Einblick in die Natur der zu betrachtenden 
Kegelschnittsysteme zu erhalten, machen wir von dem oft beniitzten 
Hilfsmittel Gebrauch die Kegelschnitte der Ebene auf die Punkte eines 
5-dimensionalen linearen Raumes zu beziehen.*) 

Wir nehmen zu diesem Zweck 6 linear unabhingige Kegelschnitte 
A,*, B,?, C,, Dz’, E,?, F.? an wnd ordnen dem Kegelschnitt 


X42 + X,B2+ X,02+ X,D2+ X,E2+4 X,Fe2=0 


den Punkt mit den Coordinaten X;(t—1...6) in einem linearen 
5-fach ausygedehuten Raum zu. 

Wir haben ferner Coordinaten der Geraden, der Ebene und des 
3- und 4-dimensionalen linearen Raumes einzufiihren. **) 

Als letztere fiihren wir natiirlich die Coefficienten U; der Gleichung 


eines solchen RF, 

6 

> U;X; = 0 
‘ 1 
ein, 


Als Coordinaten der ,,Geraden“ fiihren wir die 15 Determinanten 
der Matrix 


(10) 


(oes = | a 
Y, Y, Y; Y, Y, Y, | 


*) Vgl. z. B. Study, Charakteristikenproblem bei Kegelschnitten, (Math. 
Annalen 27) sowie die Literaturangaben daselbst pag. 71, Fussnote. 

**) Ueber diese Coordinaten vgl. Clebsch: Abhdlg. der Géttinger Gesellschaft 
der Wissenschaften, Bd. XVII. Ueber eine Fundamentalaufgabe der Invarianten- 
theorie, und Grassmann, Ausdehnungslehre von 1844. 
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ein, wenn X und Y zwei Punkte der Geraden sind. Diese Coordinaten 


bezeichnen wir im Anschluss an die im 3-dimensionalen Gebiet iibliche 
Ausdrucksweise mit 


Pir = X,Y, — YiX, 
und benennen sie Strahlencoordinaten. 


Ihnen stehen gegeniiber Axencoordinaten gebildet als Determinan- 
ten der Matrix 


=| 


hey Kg 
Vr Va Vy, Vy Ve 
_W, W, W, W, W, 
T, T, T, T, T| 


| 


Ss 


(11) 


sy 3 


wenn U, V, W, T die Coordinaten von 4 unabhingigen R, bedeuten, 
welche durch die Gerade hindurchgehen. Wir bezeichnen als 2,, die- 
jenige dieser Determinanten, welche zu p,;, adjungirt ist in derjenigen 
Determinante 6'" Ordnung, welche durch Untereinanderschreiben von 
(10) und (11) entsteht. Es sind dann nach einem bekannten Deter- 
minantensatz die p;, zu den 2; proportional. 

Wir itibergehen ahnliche Erérterungen iiber Coordinaten der Ebene, 
und wenden uns gleich zur Besprechung des der Geraden im 5-dimen- 
sionalen Gebiet reciproken R,. 

Als Coordinaten desselben fiihren wir die 15 Determinanten der 
Matrix 

| X, X, X, X, X, X, 

In ¥ % % ¥, ¥,| 
Z, Ly Ly 2 Bs he! 
| S, 8, 8, S, 8, S, | 


(12) 


ein, wenn X, Y, Z,S 4 Punkte des R, sind, von denen keine 3 in 
einer Ebene liegen. 


Ebenso fitihren wir die 15 Determinanten der Matrix 


(13) | U; U, U; U, U; U; | 
V, Vo Vs Vy Vy Ve 


als Axencoordinaten des R, sein, wenn U, V zwei durch ihn hindurch- 
gehende R, bedeuten. Die Bezeichnung Axencoordinaten kann unbe- 
denklich beibehalten werden, da ja der R, als Axe des durch ihn 
gelegten R,-Bisechels aufgefasst werden kann. Wir bezeichnen die 
letzteren Coordinaten mit 


n= U; Vi -- ViUx. 








ee 
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Im Gegensatz zu diesen sollen die zuerst eingefithrten Coordinaten 
schlechtweg R,-Coordinaten heissen und mit r;, die zu 9;, adjungirte 
Determinante in dem durch Untereinanderschreiben von (12) und (13) 
entstehenden quadratischen Schema bezeichnet werden. Dann sind 
auch die 7, den 9;, proportional. 


§ 11. 
Ueber Strahlen und R,-Geometrie im R,. 


Es wire nun die Aufgabe, ein vollstindiges System von Relationen 
zwischen den 7;, oder den p,;, aufzustellen. Es geniigt, dies fiir die 
pix zu thun, da die g;,, welche den 7;, proportional sind nach ihrer 
Definition denselben Relationen geniigen miissen. Und man wird 
weiter tiberhaupt eine Strahlengeometrie und R,-Geometrie im R, 
fordern, an deren Spitze ein ahnlicher Satz wie der des Herrn Klein 
fiir die Liniengeometrie des R, zu stellen ware, nimlich: ,,Die Linien- 
geometrie des R, ist wie die Geometrie auf einer 4-fach ausgedehnten 
quadratischen Mannigfaltigkeit des R,“.*) 

Wir miissen uns jedoch hier damit begniigen, nur diejenigen Rela- 
tionen aufzustellen, welche wir zunachst bendthigen. Sie ergeben sich 
einfach dadurch, dass wir aus der die p;, definirenden Matrix irgend 
zwei Verticalreihen weglassen, und zwischen den 6 Determinanten, 
welche tibrig bleiben, die aus der Liniengeometrie bekannte Relation 
aufstellen. Diese wird z. B. bei Weglassung der beiden letzten 
Verticalreihen 

Pr2Ps4 + Pos Pig + P31 Pos = 9- 

Mit den so erhaltenen 15 Relationen reichen wir fiir unsern 

nachsten Zweck. 


§ 12. 


Die Kegelschnittsysteme S im R,. Einfihrung eines dreifach 
unendlichen Systems von R,. 


Bereits im § 1 wurde gezeigt, dass dem Kegelschnittsystem S$ im 
allgemeinen eine Fliche zweiter Ordnung in einem R, entspricht, 
sofern zunichst nur das durch 2 die C, erzeugende Kegelschnittbiischel 
bestimmte, dreifach unendliche lineare Kegelschnittsystem auf die 
Punkte eines R, bezogen wird. Wir kénnen daher sagen, indem wir 
darauf Riicksicht nehmen, dass alle diese Verhiltnisse jetzt im R, 
stattfinden: 


Im allgemeinen gehirt zu jeder Schaar corresidualer Quadrupel ein 
R, und in diesem R, eine F,, deren zwei Regelschaaren resp. der 
Quadrupelschaar und ihrer residualen Schaar zugeordnet sind. 





*) Klein, Math, Ann. Bad. 5. 
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Die Coordinaten dieses R, andern nun jedenfalls ihre Verhiltnisse 
nicht, wenn das Quadrupel corresidual mit sich selbst verschoben oder 
durch ein residuales ersetzt wird. Diese 15 Coordinaten sind es daher, 
welche wir weiterhin betrachten wollen. 

Fiir Beriihrungsquadrupel wird, wie schon friiher bemerkt, die F’, 
zu einem Kegelschnitt, der R, zunichst unbestimmt. Liegen etwa 
(ayz) auf einer Geraden, dann besteht der R, aus allen Punkten, 
welche den durch uw und ¢ gehenden Kegelschnitten entsprechen und die 
F,, bleibt eine eigentliche, so lange u und ¢ getrennt sind. Riicken aber 
u und ¢ unendlich nahe zusammen, so artet die F’, ebenfalls in einen 
Kegelschnitt aus, namlich in denjenigen, welcher den Doppelgeraden 
durch den vereinigten Punkt w, ¢ entspricht. Liegen alle 4 Punkte 
auf einer Geraden, so kann von einem bestimmten R, nicht mehr die 
Rede sein, und ebensowenig von einer F’,, wobei wir es dahin gestellt 
sein lassen, ob vielleicht Grenziiberginge zur theilweisen Beseitigung 
dieser Unbestimmtheit fiihren kénnen. Endlich kommt unter den F, 
so lange kein Kegel vor, als die C, nicht in einen doppelt iiberdeckten 
Kegelschnitt ausartet.*) In diesem Falle hiatten alle Biischel einen 
Kegelschnitt gemeinsam, nimlich den der Spitze des Kegels ent- 


sprechenden, auf welchem alle Quadrupel liegen miissten, der also die 
C, selbst vorstellt. 


Wir kénnen also sagen: 

Den 3-fach wnendlich vielen Schaaren corresidualer Quadrupel ent- 
spricht im R, ein dreifach wnendliches System von R,, mit 63 singuldren 
Ebenen. Jeder R, enthilt eine F,, die 63 Ebenen je einen Kegelschnitt, 
und Kegel kommen iiberhaupt nicht unter den F, vor, es sei denn die 
C, arte in einen doppelt iiberdeckten Kegelschnitt aus. Ausserdem besitet 
das R,-System noch eine einfach unendliche Schaar von solchen R,, in 
welchen die zugehdrige F’, in einen Kegelschnitt ausartet. 


§ 13. 


Uebertragung der C, selbst in den R,. Neue Definition unseres 
R, Systems. 


Wir wollen zuniachst untersuchen, wodurch die R, unseres Systems 
vor den tibrigen R, des R, ausgezeichnet sind. Zu diesem Zweck 
tibertragen wir die C, selbst in den R,. 

Legen wir namlich durch einen Punkt derselben alle méglichen 
Kegelschnitte, so entspricht diesen ein R,, und es ist somit jedem 


*) Diess geschieht bekanntlich nur dann, wenn das zu Grunde gelegte alge- 
braische Gebilde hyperelliptisch vom Geschlechte 3 wird. Vgl. Klein, Abel’sche 
Functionen, (Math, Ann. Bd. 36, pag. 5, Fussnote), 
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Punkt der Curve C, ein R, im R, zugewiesen. Dieses System von R, 
erhalten wir auch, wenn wir in jedem Punkte der C, denjenigen Kegel- 
schnitt suchen, welcher 5 successive Punkte daselbst mit der C, ge- 
meinsam hat, und die diesen unendlich vielen Kegelschnitten entsprechende 
Curve im Raume R, aufsuchen, und endlich an diese Curve C in jedem 
ihrer Punkte den 5 successive Punkte enthaltenden R, construiren. 

Das R,-System verhalt sich also zur Curve C wie im gewdhn- 
lichen R, die Developpable zu ihrer Riickkehreurve. Durch jeden 
Punkt des R, gehen 8 solche R,, weil jeder Kegelschnitt die C, in 
8 Punkten trifft, also der entsprechende Punkt im R, in 8 solchen 
R, liegt: 

Wollen wir nun unser R,-System in Bezug auf das einfach un- 
endliche R,-System charakterisiren, so haben wir blos zu beachten, 
dass durch jede Erzeugende der F', eines solechen R,, 4 solche R, 
hindurchgehen, Wir kénnen dann sagen: 


Die osculirenden R, von C, wie wir unser R,-System bezeichnen 
wollen, schneiden sich zu je 4 in oot Geraden. Diese Geraden ordnen 
sich zu den beiden Regelschaaren von co® F, zusammen, von denen im 
allgemeinen jede in einem R, liegt. Die so entstehenden oo*® R, bilden 
das friiher ermittelte R,-System. 

In einem beliebigen R, wird nun durch die Schnittebenen desselben 
mit den osculirenden R, von C eine Developpable 8't Classe vom 
Geschlechte 3 entstehen. 


Gehort aber der R, unserm System an, dann ist diese Developpable 
unserer F, einfach umschrieben. 

Denn in jeder Erzeugenden der F’, schneiden sich 4 R,. Es gehen 
also durch jede Erzeugende 4 Tangentialebenen der Developpablen, 
eben die Schnitte dieser R, mit dem R,, und da diese auch Tangen- 
tialebenen der F’, sind, so ist der Satz bewiesen. 

Eine unwesentliche Modification tritt dann ein, wenn 3 der 4 Punkte 
unseres Quadrupels auf einer Geraden liegen. Dann gehen nimlich 
durch den R, selbst 2 der acht R, hindurch, und durch einen beliebigen 
Punkt des R, daher ausserdem nur 6 Ebenen der Developpablen, welche 
also dann nur von der 6'* Classe ist. Durch jede Erzeugende der F’, 
gehen dann nur 3 Ebenen der Developpablen, so dass diese auch hier 
der F, umschrieben bleibt. 


§ 14. 


Gleichungen zwischen den Coordinaten 7;, unserer FR. 


Wir suchen nun aus den im vorigen ermittelten Sitzen Rela- 
tionen zwischen den Coordinaten der R, des Systems zu gewinnen, 
also die Gleichungen dieses Systems aufzustellen. 
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Seien die Gleichungen zweier den R, enthaltenden R, 
6 
> XUi=0, > X,0; =0; 
ferner ‘ 


X,A,? + X,B,? + X,C0,? + X,D,? + X, E+ X,F,2 =0 
die Gleichung des Systems der zu den Punkten x der C, az‘ = 0 ge- 
hérigen R,, wo die A,*, B,’,... die Kegelschnitisgleichungen des § 13 
bedeuten. 

Dann giebt die Elimination von X,; und X, aus diesen 3 Glei- 
chungen eine lineare Function der X 
(14) v, X, + v, X, + v, X; + 4, X, = 0 
und da die Gréssen U, U' nur in den betreffenden Determinanten- 
verbindungen eintreten, so ist die linke Seite von (14) auch eine lineare 
Function der R,-Coordinaten 9,;,, oder auch der 7;, wegen der Pro- 
portionalitiit derselben zu den 9;,. 

Wir kénnen nun X,, X,, X,, X, als Punktcoordinaten im R, 
interpretiren und dementsprechend sind dann die v als Ebenencoordi- 
naten im R, aufzufassen. Es ist uns dann durch (14) die Gleichung 
der zum Punkt x der C, gehérigen Tangentialebene der Developpablen 
8' Classe im R, gegeben. 

Soll nun der R, unserm System angehéren, so muss eine 


quadratische Relation zwischen den v;, nimlich eben die Gleichung der 
F, des R, bestehen. 


Sei diese Relation his v;v, = 0, so kann sie entweder identisch, 


fiir jeden Werth von x, oder zufolge a,‘<—=0 bestehen. In jedem 
Falle kann man setzen 


(14a) hie Vj%, = "as, 
wo dann im ersten Falle uw verschwindet. 

Die Vergleichung der Coefficienten entsprecheuder Glieder in den 
x giebt nun 15 lineare Gleichungen fiir die h;, und w, aus denen man 
durch Elimination derselben die Bedingungen fiir das Bestehen von 
(14a) als das Verschwinden simmtlicher Determinanten einer Matrix 
von 15 Horizontal- und 11 Verticalreihen erhilt. Die h;, und uw 
ergeben sich dann in bekannter Weise als den Unterdeterminanten 
proportional. Dadurch ist nun ein Relationssystem zwischen den 
Coordinaten eines R, unseres Systems aufyestellt, welches gleichzeitig 
die Coefficienten der J’,Gleichung zu berechnen gestattet. Die rjx 
sind also solche Functionen der xyzt, welche das System S villig fest- 


legen, nnd es miissen insbesondere sich die Formen K und A mit ihrer 
Hiilfe darstellen lassen. 
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Wir werden jedoch spiiter (§ 20, 21) sehen, dass die 7;, noch mehr 
leisten. Sie gestatten ndmlich auch zwischen einer Quadrupelschaar und 
threr residualen rational zu unterscheiden. Es rihrt dies daher, dass 
sich die einzelnen 7;, gegentiber der Ersetzung eines Quadrupels durch 
ein residuales anders verhalten als die Coefficienten von K und A. 


§ 15. 
Genauere Discussion der fiir die v;, gefundenen Relationen. 


Wir wollen nun untersuchen, welches R,-System durch die obigen 
Relationen definirt wird. 

Die v stellen unter allen Umstinden 4 linear unabhingige Kegel- 
schnitte des betrachteten R, vor. Im Gegenfalle wiirden niimlich die 
Ebenen (14) einen Kegel umhiillen, durch dessen Spitze alle osculiren- 
den R, der Curve C hindurchgehen miissten. Der Kegelspitze miisste 
dann in der Ebene ein Kegelschnitt entsprechen, welcher Bestandtheil 
der C, sein miisste. 

Sind nun die obigen durch das Verschwinden der Determinante 
einer Matrix gegebenen Bedingungen erfiillt, und ergiebt sich dabei u 
von Null verschieden, so kann die quadratische Relation (14a) durch 
geeignete lineare ‘Transformation auf die Form 


uaz’ = V,V,— V,V,; 
gebracht werden, wo V,, V., V3, V, 4 linear unabhingige Kegel- 
schnitte bedeuten. 

Die C, kann also durch die beiden Biischel 

V,+4V,=0, Vz, +A4V,=—0 
erzeugt werden, wahrend die entsprechenden projectiven Punktreihen 
im R, die F, unseres R, erzeugen. Zu unserm R, gehdért also jeden- 
falls eine Schaar corresidualer Quadrupel mit ihrer residualen Schaar, 
und er gehirt demnach dem in § 12 angegebenen System an. 

Ist aber w = 0, so ist die Relation V,; V, — V,V, = 0 fiir jeden 
Werth von « erfiillt. Die 4 Kegelschnitte V,, V., V3, Vs, wnd daher 
alle Kegelschnitte, welche Punkten des R, entsprechen, gehen dann durch 
zwei feste Punkte der Ebene der C,. 

Es miissen nimlich dann alle 4 Kegelschnitte zerfallen, da, wenn 
z. B. V, nicht zerfallen wiirde, es nothwendig mit V, oder V; identisch 
sein miisste, was der linearen Unabhingigkeit widerstreitet. Es 
miissen aber dann V, V, die nimlichen linearen Factoren enthalten 
wie V,V,, so dass gesetzt werden kann: 


V, =azBz, Vya=yeO2, Vy = az¥2, Vg= Bz 92, 
welche Kegelschnitte simmtlich durch die Schnittpunkte von a, mit 0, 
und von 7, mit 6, hindurchgehen, womit die Behauptung bewiesen ist. 
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Es ist auch leicht, dieses Resultat geometrisch zu_bestitigen. 
Der F, in einem solchen R,, fiir welchen w —=0 ist, entsprechen nach 
dem vorigen niamlich diejenigen zerfallenden Kegelschnitte der Ebene, 
welche aus zwei je durch einen der festen Punkte gehenden Geraden 
bestehen. Einer Erzeugenden dieser F’, entspricht demnach ein Kegel- 
schnittbiischel, welches aus einer festen durch den ersten Fixpunkt 
gehenden Geraden und dem Strahlenbiischel durch den zweiten besteht. 
Durch diese Erzeugende gehen dann diejenigen R,, welche zu den 4 
Schnittpunkten der festen Geraden mit der C, gehdren, 

Indem wir zusammenfassen, haben wir: 

Den aus (14a) gewonnenen Relationen geniigen sowohl dic R, , welche 
Quadrupeln zugeordnet sind, als auch alle diejenigen R,, fiir welche die 
entsprechenden Kegelschnittsysteme dadurch specialisirt sind, dass die 
Kegelschnitte eines solchen Systems durch zwei feste Punkte gehen. 

Da nun die letzteren R, ein fiir sich vollstiindig bekanntes System 
bilden, so kann man wohl sagen, unsere Relationen charakterisiren 
das den Quadrupelschaaren zugeordnete R,-System vollstindig. 

Aber um ein ,,volles‘‘ Relationssystem zwischen den 7;; aufzustellen, 
wiire es noch nothwendig neue Relationen heranzuziehen, welchen 
jenes zweite R,-System nicht geniigt. 

Wir nehmen diese Frage nicht in Angriff, sondern begniigen uns 
damit, hienach jene R, anzugeben, welche beiden durch die aus (14a) 
gewonnenen Relationen definirten Systemen gemeinsam sind. 

Es sind dies ausschliesslich diejenigen, ftir welche die beiden 
festen, allen entsprechenden Kegelschnitten gemeinsamen Punkte aut 
der C, selbst liegen, bei welchen also 3 Punkte der zugehdérigen 
Quadrupel auf einer Geraden liegen. Unter diesen spielen wieder die- 
jenigen eine ausgezeichnete Rolle, wo diese beiden Punkte auf der C, 
einander unendlich nahe riicken, also diejenigen dreifach unendlichen 


Kegelschnittsysteme, deren Kegelschnitte die C, in einem festen Punkt 
beriihren. 


§ 16. 
Eine Abzihlungsaufgabe, betreffend das System der R,. 


Bevor wir uns der Darstellung der R,-Coordinaten durch die 
Coordinaten der Punkte eines Quadrupels zuwenden, erledigen wir noch 
eine Frage, deren Beantwortung uns spiter die Versicherung giebt, 
dass wir in die Formeln keine iiberfliissigen Factoren eingefiihrt haben. 

Lassen wir nimlich einen Punkt ¢ eines Quadrupels die C, durch- 
laufen, wihrend wir die tibrigen 3 xyz fest halten, so erhalten wir 
einfach unendlich viele Quadrupel und dementsprechend einfach un- 
endlich viele R, im R;. Wir fragen nun, wie oft kommt es vor, dass 
die Coordinaten dieses R, einer gegebenen linearen Bedingung geniigen, 
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oder, wenn wir das durch eine solche lineare Bedingung zwischen den 
Coordinaten definirte R,-System einen linearen Complex nennen: Wie 
viele R, hat unser einfach unendliches System mit einem solchen Complex 
gemeinsam ? 

Da es sich nur um die Zahl handelt, so diirfen wir den Complex 
»Specialisiren“', das heisst einen solchen Complex betrachten, welcher 
von allen eine ,,Gerade schneidenden* R, gebildet wird. 

Sind p,, die Coordinaten der Geraden, 1;, die Coordinaten des 
R,, so ist die Gleichung dieses Complexes 


> pir i. = 0, 
i,k 


welche nichts anderes ist, als die entwickelte Determinante der Coordi- 
naten von 6 Punkten, von denen 4 im R, und zwei auf der Geraden liegen. 

Aber auch die Gerade im R,, resp. das ihr in der Ebene ent- 
sprechende Kegelschnittbiischel specialisiren wir noch dahin, dass seine 
Kegelschnitte aus einer festen Geraden y der Ebene und dem Strahlen- 
biischel durch einen festen Punkt der Ebene bestehen. Die feste Gerade y 
bildet zusammen mit allen tibrigen Geraden der Ebene die Kegelschnitte 
eines Netzes, denen die Punkte einer Ebene E im R, entsprechen. 
Da jeder R, diese Ebene E im allgemeinen in einem Punkte trifft, 
so giebt es auch in dem entsprechenden dreifach unendlichen Kegel- 
schnittsystem einen einzigen zerfallenden Kegelschnitt, der y als Bestand- 
theil enthilt. Fiir diejenigen R,, welche zu der durch die Veriinderung 
von ¢ allein entstehenden Quadrupelschaar gehéren, ist dieser Kegel- 
schnitt leicht zu finden. 

Seien nimlich y), y@ zwei von den 4 Schnittpunkten von y 
mit C,. Ist dann (wyzt) ein Quadrupel, so construiren wir zuniichst 
das zu (wyzt) corresiduale Quadrupel, von welchem y“ ein Punkt ist, 
und das residuale, von welchem y) ein Punkt ist. Beide Quadrupel 
liegen dann auf einem dem zugehdrigen System S angehérigen Kegel- 
schnitt K,. EHinen zweiten Kegelschnitt K, erhalten wir, wenn wir 
die Punkte y und y® in der obigen Construction vertauschen. Beide 
Kegelschnitte bestimmen dann ein Biischel, von dessen 3 zerfallenden 
Kegelschnitten einer die Gerade y als Bestandtheil enthilt, und da K,, K, 
dem System S angehéren, so ist dies gerade der gesuchte Kegelschnitt. 

Wenn wir nun ¢ die C, durchlaufen lassen, so gehért zu jedem 
Werth von ¢ ein Kegelschnitt K, und ebenso ein K,, welchen im R, 
die Punkte zweier Curven C), C® entsprechen, die ganz in dem- 
jenigen R, liegen, dessen Punkte den Kegelschnitten durch y y® 
entsprechen, es ist die Ordnung dieser Curven zu ermitteln. 

Wir untersuchen zu diesem Behufe, wie viele Kegelschnitte K, 
durch einen beliebigen Punkt § der C, gehen, also die Zahl der Punkte, 
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welche die dem durch y), y), & bestimmten Netz im R, entsprechende 
Ebene mit C® gemeinsam hat. 

Es muss dann, wenn wir der bequemeren Ausdrucksweise wegen 
das Abel’sche Theorem beniitzen, entweder sein 
0, = we A wy9 4 wo 4 wid) or 4 pko® 4 gyno) 4 gph oft) 
oder aber 

w,; = — wr _ ayo _ gyno) — ato 
je nachdem & in dem zu xyzt residualen oder corresidualen Quadrupel 
vorkommt. 

Im ersten Falle legen wir durch zyz und die beiden weiteren 
Schnittpunkte der Geraden (y&) mit der C, einen Kegelschnitt, dessen 
3 weitere Schnittpunkte mit der C, die Punkte ¢y/€’ liefern, wo 7 §’ 
die beiden weiteren Schnittpunkte der Geraden (7) mit der C, bedeuten. 
Von diesen kann jeder Punkt fiir ¢ genommen werden, was also 3 
Quadrupel und 3 Kegelschnitte K, liefert. Im zweiten Falle legen wir 
durch xvyz y® &€ einen Kegelschnitt, von dessen 3 weiteren Schnitt- 
punkten mit C, dann wieder jeder fiir ¢ genommen werden kann, so 
dass also im ganzen 6 Kegelschnitte K, durch € gehen. 

Die Curven C® und C®) sind also beide von der 6" Ordnung, 
und da sie beide eindeutig auf die C, bezogen sind, so sind sie es 
auch aufeinander, und zwar so, dass zwei zu demselben Punkte ¢ der 
C, gehérigen Kegelschnitten K,, K, entsprechende Punkte auf resp. 
C™ und C® gehéren. Den Biischeln, welche von je zwei zusammen- 
gehérigen Kegelschnitten K, und K, bestimmt werden, entsprechen 
daher die Strahlen einer Regelfliche, welche von den beiden eindeutig 
aufeinander bezogenen Curven C\), C®) durch Verbinden entsprechen- 
der Punkte erzeugt wird. Diese ist aber, da C“) und C®) im all- 
gemeinen keinen Punkt gemeinsam haben, von der 12' Ordnung. 
Sie trifft die Ebene EF in einer Curve 12'* Ordnung und eine Gerade 
derselben in 12 Punkten. Diesen entsprechen in der Ebene der C, 
nun zerfallende Kegelschnitte, welche y als Bestandtheil enthalten und 
je in einem zu Quadrupeln gehérigen linearen 3-fach unendlichen 
Kegelschnittsystem liegen, und ausserdem einem und demselben Biischel 
B angehéren. Es giebt somit 12 Punkte ¢, derart, dass sie mit xyz 
ein Quadrupel bilden, dessen zugehériger R, die dem Biischel B im 
R, entsprechende Gerade trifft, und die Zahl der Lisungen unserer 
Aufgabe ist also gleich 12. 


§ 17. 
Berechnung der 7v;, als Formen der zyzt. 


Da unser Hauptziel die Lésung des Umkehrproblems ist, so miissen 
wir die 7;, spater in Functionen der w; umsetzen. Um dies zu ermég- 
lichen ist es aber néthig, zuniichst ihre Abhiingigkeit von den xyzt 
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naher zu untersuchen. Wie schreiten daher zur Revechoung derselben 
als Formen der zy zt. 

Seien X YZT vier Punkte eines R,, so ist z. B. 

|X, X, X; X, | 
9 pat Y, Y, ¥; Y,, 
- Z, Z, 2, Z,) 
cs | 
und wenn wir die Coordinaten der Geraden (X Y) und (Z7’) einfihren 
pir = XY, — Xi, 
Dir = ZT, — ZT; 
so wird 
(15) 155 = Py2Ps4 + PogPia + P31 Doa + Pyq P23 + Poy Por + Py Pis- 

Sind nun (zyzt) und (z'y’e't’) zwei corresiduale Quadrupel, so 
kénnen wir die Coordinaten der Geraden welche den beiden durch sie 
gelegten Kegelschnittbiischeln im R, entsprechen fiir die p,x , pj, setzen, 
und so 7;, berechnen. 

Von diesen Formeln ist dann dadurch, dass wir xyzt unendlich 
nahe an 2’y‘z't’ riicken lassen, also mit Hilfe corresidualer Differen- 
tiation zu solchen iiberzugehen, welche bloss zyz¢ enthalten. 

Ks ist nun z. B. nach der in § 10 getroffenen Verabredung 


| C,? D,? EE.’ F,? | 
C,? D; E,? Ff 
C? D? E? F? | 
C? D? EP F? | 


und ahnlich die tibrigen 5 in (15) vorkommenden pj,, pix wobei zu 
beachten ist, dass in allen diesen 6 Determnianten die letzten beiden 
Colonnen fest bleiben und nur die ersten beiden mit den Indices i, k 
wechseln, 

Der so erhaltene Ausdruck fiir r,, ist nun durch die Determinante 
2+ A,, B,, Cy, D,.F,,F,, theilbar, da er verschwindet, sobald die 6 
Kegelschnitte A,*, B,?, C,*, D,*, E,?, F,? nicht linear unabhingig 
sind. Man bestitigt dies, indem man etwa F’,? als lineare Combination 
der iibrigen annimmt und die dadurch gegebenen Reductionen in 7,4 
ausfiihrt. 

Nachdem aber die einzelnen Glieder von r,, linear sind in Aj, Bix, 
Cu, Di, da z. B. in props, der erste Factor nur A und B, der 
zweite nur C und D enthilt, dagegen quadratisch in den E und Ff, 
so ergiebt sich, dass 1,, sech Absonderung der obigen Determinante 
6' Grades nur mehr linear von den Coefficienten von E,? und F,? 
abhiingt, von den A, B,C, D, dagegen ganz unabhiingig ist. 


Mig = OP = 
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Vor Ausfiihrung der corresidualen Differentiation sind noch einige 
im folgenden oft gebrauchte Identitiiten zu beachten.*) 
Aus der friiher erwihnten Identitat 


(16) Py2Po4 Pog Pig + PogPa1 = 0 
folgt, wenn die p,;, als Functionen irgend welcher Parameter aufgefasst 
werden, durch Differentiation: 


(17) Pi2d psy + Day@ Dyn + Pog d Pig + Diy Pz + Poy Ia, 
+ Pa Apo, = O 
und 


(18) 2(dpyod py, + Apyydpyy + Apo psy) + Pix@ Pgy + Dy @? Dj. 

+ Pog P Diy + Pip P Pry + Pry P Py, + Py, UV pay = 0. 
Denken wir uns nun (xyz?) als Functionen eines Parameters A, durch 
dessen Aenderung das Quadrupel in ein corresiduales tibergeht, was 
mit Riicksicht darauf, dass die Quadrupelschaar einfach unendlich ist, 
gestattet ist, und setzen wir 


dp, 2 ad? p, 
pie Pat aay ty ae to 
so wird mit Riicksicht auf die Identitiiten (16), (17), (18), bis auf 
Glieder héherer Ordnung. 
19) tye Ole ee 
Hier kénnen wir fiir die Differentiale dp;, geradezu die durch corre- 
siduale Differentiation (§ 4) erhaltene Aenderung erster Ordnung setzen, 
und den Factor 4? mit dem Proportionalitatsfactor 9? aus (6) § 4 bei 
Einfiihrung der dw, etc. verschmelzen, um beide zusammen hernach 
nicht weiter zu beachten. 
Zor Ausfiihrung der corresidualen Differentiation bilden wir wie 
in § 4 zuniichst 
(20) Diy SH Oey My Oe, , Apjiy — 2A (Oy Oy OO) Pix 
und erhalten z. B. fir das durch Differentiation nach x entstehende 
Glied von 20 fir i—1, K—2: 2a,a,«,(yzt)A,'*, wo A,'? die 
folgende Bedeutung hat: . 
|(Caa)C,, (Daa) D,, (Faa)E,, (Faa)F, | 


A,"? = a,}| Cy’ D,? Ey? P; 
, “| @ D2 Ee Fe 
Ce D? E? F? 


und bei analoger Bezeichnung der durch Differentiation nach y, 2, / 
entstehenden Glieder 


*) Vgl. hiezu die ganz ihnlichen Verhiiltnisse in der Liniengeometrie. Klein, 
iiber gewisse Differentialgleichungen der Liniengeometrie. (Math. Ann. Bd. 6.) 
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(21) Dix = 2[(yet)aya,aA* (etx)a,o,0,A,'* 
+ (txy) oa, a,A,i* — (wy 2) cy ay ar A*) 

Wegen der Identitiiten (16), (17) ist aber nach Unterdriickung der 
Proportionalitatsfactoren 
(22) { Dy. Dyy + Dy Dy + D,,Ds} = 0, ay OP a, . To. 

Hier ist noch auf beiden Seiten der Factor «,? a,? «,? @,? und die Deter- 
thinante 2-+- A,, B,.C,, D,, E,, Fy, abzusondern, worauf sich schliesslich 
Y5_, ergiebt als proportional zu einer Covariante vom 6" Grade in den 


einzelnen xyzt, vom 2° Grade in den Coefficienten der C, und linear 
in den einzelnen Coefficienten von E,”, F,?. 


§ 18. 


Das Verhalten von 7,, beim Zusammenfallen zweier Stellen xy, 
beziehungsweise bei sonstiger Specialiruug des Quadrupels xyzt. 
Es soll jetzt gezeigt werden dass 7,, von der 4'° Ordnung ver- 
schwindet, wenn etwa 2 mit y zusammenfillt. Wir kniipfen den Be- 
weis dafiir an die Formel (22), da die in dieser noch abzusondernde 
Factoren keinen Einfluss auf die Ordnung dieses Verschwindens haben, 
Setzt man y—2,+ & (¢=—1,2,3) und entwickelt Dj, nach 
Potenzen der € bis zu Gliedern zweiter Ordnung inclus., so erhilt man 
(2uA.* + vd A,'* — wdA,'* + sd? A, + a, a,7(tx§) 0A,'* 
— @,0,7(v&2)dA;*],~, 
wo @ resp. 3? die Glieder erster resp, 2' Ordnung der Entwicklung 
nach € bedeuten und die u, v, w, s sich aus den von den Indices i/ unab- 
hiingigen Factoren der Glieder in D und ihren Aenderungen zusam- 
mensetzen. Nun hat man damit 7, zu bilden. 
_ Es ergiebt sich inclusive der Glieder 2‘ Ordnung: 
4u2(A 2A, + A.A," 4+ ASA, 
+ 2uv [A,"20A,34 + A4dA,!? + -- *leuy 
— 2uw [A,'? dA, + O40 A, + ++ deny 
+e [8A,"% 0A, + ---Jrcy 
—vw [dA,)? dA, + dA"? dA, + - + -Jeny 
+ ww [8A," 84% + + -Jexy 
+ Qua, a, (tx&) (Ae? IAS + AMA? + -- Jeny 
— 2ua,* a, (7&2) [A,'?dAS4 + AAdAY + -- Jeny. 
Hier verschwinden zuniichst die Coefficienten von u?, v?, w?,.da sowohl 
die A,** als auch die JA,**, dA,‘* einzeln Determinanten derselben 
4-zeiligen, 6-reihigen Matrices sind. 


Mathematische Annalen, XL, 19 





286 Wituetm Wirrinaer. 


Der Coefficient von 2uv geht aus der fiir jedes y bestehenden 

Identitit ; 

(23) A,7A,54 + A,A4 + AA = 0 

durch die Substitution y—2-+ §€ und Entwicklung nach & hervor, 
indem er die Glieder erster Ordnung dieser Entwicklung enthilt. 

Der Coefficient von 2uw verschwindet zufolge der symbolischen 
Identitiit, welche aus (23) durch Vertauschung von x und y hervor- 
geht. Setzt man nimlich in (23) nach dieser Vertauschung y + & fiir y, 
und nimmt die Glieder erster Ordnung in &, setzt hierauf y— 2, so 
erhalt man die Coefficienten von 2uw. 

Aus (23) erhilt man ferner, wenn man nach Vertauschung ‘von x 
mit y fiir «+-& schreibt und die Glieder zweiter Ordnung in  heraushebt, 


\(Caa)C,| \(Aba)A,| |(Aaa)A,| | (Cba)C,| 
| 2 | 


oe || Ag | A? || GQ | 
a,* by? | G2 || AZ +. . ai oe 
| @i| #4 A? || G 
|(Cae)C,| |(Aba)A,| 
| GoCe || Aede | 
ose I eet te 
C2. CS A? | 


| 
wo fiir die Determinante nur die erste Verticalreihe geschrieben ist. 
Das mit dem Factor 4 behaftete Glied verschwindet aber fiir sich und 
die ersten beiden werden dem Coefficienten von 2swu gleich, der also 
ebenfalls identisch verschwindet. 

Es bleiben noch der Coefficient von vw und die beiden letzten 
Glieder iibrig. 

Aber wir sehen, dass auch diese identisch verschwinden, wenn* wir 
beachten, dass x und y auf der C, einander unendlich nahe riicken. 

Der Coefficient von vw lautet bis auf Zahlenfactoren 


| (Caa)C,a,*| | <A, | 


| 
} 


| CeCe | (Aba) Azb,3 + 3(Aba) A,b,2b; 
= le 
| a || aw | 
(Aaa) A,a,' | | C,,? | 
Sd 3 : 2h. | 
+| — | | “ Czb.5 + 3 (Cha) C, bz? bg 4 
A? | C2 


Nun wird fiir unendlich kleines &, da y auf der C, an & heranriickt, 
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£; proportional mit (a«);a,° und also C,C; proportional zu C,(Caa)a,’. 
und ebenso A, A; proportional zu A,{Aaa)a,°, Daher verschwindet 
auch der Coefficient von vw. 

Der Coefficient des vorletzten Gliedes lautet endlich 


|C,(Caa) az | A,? | C,? | |(Aaa)A,a,$ 

| 2 | Aedg | | OnQ | A, 

| @ A, (Aca)ed | T|0, (Coa) ot | ae 
| GP. 44 | | @ || 4 | 


Dieselbe Bemerkung wie oben zeigt, dass fiir unendlich kleine & dies 
proportional wird zu 


|(Caa)C,a,°| |(Aba) Azbz?| |(Cha) C,b,' | (Aca) Aza;* | 


-— i ae Se | 
| G2 || A(Acae? |) @Cea)e? |) Az |r 
CZ A? CL A? | 


Dies geht aber aus (23) hervor, wenn man zuerst y = setzt, dann 
z-+ € fiir 2 schreibt und in den Gliedern erster Ordnung in § aus dem-_ 
selben Grunde wie oben €; proportional zu (c«);c, setzt. Es muss daher 
ebenfalls fiir jedes 2, z, ¢ verschwinden, aus diesem Gliede geht aber 
das letzte durch Vertauschung von ¢ und ¢ hervor. 

Die rx, verschwinden also fiir «= y von hoherer als der zweiten 
Ordnung. Da sie nun bei Vertauschung von x und y das Zeichen 
nicht wechseln, so verschwinden sie mindestens von der vierten Ordnung. 

Unsere friihere Abzihlung (§ 16) lehrt nun, dass wir auch keine 
Factoren mehr abzusondern haben. Denn zu den dort nachgewiesenen 
von xyz verschiedenen 12 Nullstellen treten nun diese selbst 4-fach 
zihlend hinzu, was zusammen genau die aus dem Grade von 1, in ¢ 
folgende Anzahl 24 der Nullstellen giebt woraus zugleich folgt, dass 
sie im Allgemeinen auch nicht von hdherer als der vierten Ordnung 
verschwinden, wenn zwei Punkte des Quadrupels zusammenriicken. 

Wir fiigen noch folgende Bemerkungen hinzu: 

Liegen 3 von den 4 Punkten des Quadrupels auf einer durch « 
gehenden Geraden, so gehen nach Friiherem alle den Punkten des 
zugehérigen R, entsprechenden Kegelschnitte durch u und ¢. Die 7, 
werden daher einfach proportional den Ausdriicken A? B,? — A,? B, 
A?C,? — A,?C?, ete. 

Werden die 4 Punkte zyz¢ zu einem Beriihrungsquadrupel, so 
miissen, da dann im Kegelschnittsystem S keine 4 linear unabhiingigen 
Kegelschnitte vorkommen, die 7;, simmtlich verschwinden. 

Liegen alle 4 Punkte des Quadrupels auf einer Geraden, so miissen 
die v;, ebenfalls simmtlich verschwinden. 

19* 
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§ 19. 


Die r(xyzt; A, B) und die Beziehung der 7;, zur Fundamentalcom- 
binante des dreifach. unendlichen linearen Kegelschnittsystems. 


Es erscheint zweckmiissig den Ende des § 17 bereits constatirten 
Umstand, dass r,, nur die Coefficienten von E,, F,? enthalt, auch in 
der Bezeichnung zum Ausdruck zu bringen. Wir bezeichnen daher 
die 1. c. definirte Covariante 6'" Grades in den einzelnen xyzt, 2' 
Grades in den Coefficienten der C, und linear in den einzelnen Coef- 
ficienten von E,?, F,? mit r(ayzt; E, F) und entsprechend die zu 
Y;, proportionale Covariante mit r(zyzt; A, B) ete. 

Diese Covariante steht nun in niachster Beziehung zu der funda- 
mentalen Combinante desjenigen linearen Kegelschnittsystems, dessen 
Kegelschnitten die Punkte des R, im R, entsprechen. 

In der That sind k,*, 1,", m,”, nz? 4 solche Kegelschnitte, so ist 
die fundamentale Combinante*) 


| Jes® 72 _ 
| eg lz? mg? me | 
Ky? 1)? my? 1,” 
| ke 12 me ne 
\k? 12 m? n?2 





Indem man nun die 4 Kegelschnitte mit Hilfe der Coordinaten der 
ihnen im R, entsprechenden Punkte ausdriickt, erkennt man, dass die 
fundamentale Combinante in der Form geschrieben werden kann 


X, X, X, X, X, X,| Ae Be CY De Ee PF? 
y Y, ¥; ¥, ¥% ¥,||A? B, C,2 D,? E,? F,?| 
4 4 4, 4 4 &, A? Be Ce De E? Fe 
iT, T T, T T %|\4¢ Be O2 D? E? Fe 


und also als lineare Function der 7;, und somit auch der r(xyzt; AB) ete. 
geschrieben werden kann. 

Wiirde man fiir §y€r speciell die 4 Schnittpunkte der beiden Kegel- 
schnitte E,?, F’,* einsetzen, so wiirde aus der obigen Formel sich die 
Fundamentalcombinante geradezu proportional zur (ayzt; EF’) ergeben, 
so dass also diese Covariante nicht wesentlich von der Fundamental- 
combinante des R,, wie wir sie kurz benennen wollen, verschieden 
ist, da ja E,*, F,? zwei ganz beliebige Kegelschnitte sind. 

Daraus folgt, dass die im vorigen gegebene Theorie der 7; ge- 
rade so gut von der Fundamentalcombinante aus hiitte gewonnen 
werden kénnen. 


*) Gordan, itiber Combinanten, Math. Annalen Bd, 5. 





(24) 
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Andererseits zeigt uns (24), dass wir die Gleichung des einem 
Punkte des R, entsprechenden Kegelschnittes, der durch drei Punkte 
der Ebene der C, », §, t geht, sofort hinschreiben kénnen, sobald die 
rie, resp. die r(xyzt; A, B) ete. bekannt sind. 


§. 20 
Berechnung der 7;; aus den Coefficienten von K(xyzt; &y). 
Es ist -ferner von Wichtigkeit, auch den Zusammenhang der r;, 


mit den Coefficienten von K(xyzt; &y) zu kennen. 
Die betreffenden Rechnungen vereinfachen sich bedeutend, wenn 
man setzt: 
A,’?=2,, Bex, C?=2,?, D,?=22,2,, E,2=22,2,, F222, 2,. 
Wa.ir miissen zu diesem Zwecke zuniichst die Gleichung unserer 
F, in R&,-Coordinaten entwickeln. Sind m,? + d4n,? = 0 und 
m2 + An’? = 0 zwei die C, erzeugende Kegelschnittbiischel, so wird 
die Bedingung dafiir, dass ein A, die ihnen im R, entsprechenden 
Geraden in entsprechenden Punkten schneidet, dadurch in den Coordi- 
naten U dieses R, ausgedriickt, dass man in obigen Gleichungen setzt 
U; aed x7 i= ‘, 2, 3), U, == 2 ay Ly 
wo |= 4, 5, 6, wenn /’, 1” resp. gleich 1, 2 oder 2,3 oder 1, 3 werden. 
Fiihrt man daher zwei Reihen von Symbolen &, y ein, so dass 
E72 = 9,7? = U; (t==1 23), 


. . L—=| 4} 5| 6] 
9 ae we i Bd: Bh 
28r br = 2 yy U; 0” = | 12 | 23/31] 


wird, so ist die gesuchte Gleichung der F’, gegeben durch 
me n,? — m2 ng? = 0. 

Aber es ist auch 

MEM, +» NEN, — MEM, - nen, = O k(x, y, 2, t; Ey) 
und wegen § 7, (9) 
(25) men? — me?n2 = @ k(ayet; &) 

= ec(wyt) (yet) (eta) (tay) . ag’, 
wo — und y beliecbige Werthe, also auch Symbole bedeuten kénnen. 
Durch zweimalige Polarisation nach » erhailt man nun aus (25) 
mg? n,? + my?ne? — me? ny? — my? ne? 
+ 4mzm,nen, — 4mem nen, = 6 eefa? ay? 

und damit, da & und 4 Symbole derselben Gréssenreihe U sind, die 
gesuchte Gleichung der F’, in symbolischer Form 


(26) 3cfaza,? -- 2k(xyat; §&, 4) =0, 
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wo 
f = (xyz) (yet) (etx) (tay) 
gesetzt ist, und ¢ gleichzeitig mit k(xyzt; &y) gegeben ist, wegen 
§ 7, (9). 
Fiihrt man nun in diese Gleichung die Gréssen U fiir die Symbole 


ein, so erhalt man einen in den U quadratischen Ausdruck fiir welchen 
wir die Bezeichnungen 


O(cyet; U) => An U; U;, 
einfiihren wollen. 

Die Determinante dieses Ausdruckes muss verschwinden, und 
ebenso die ersten Unterdeterminanten derselben, da ja das durch ® = 0 
definirte Gebilde zweiter Classe in einem R, liegt. Die Coordinaten 
dieses R, miissen daher proportional den Determinanten irgend einer 
aus 4 Horizontal- oder Verticalreihen der Determinante von ® gebildeten 
Matrix sein. Dadurch sind also die Verhiltnisse der R,- Coordinaten 
durch die Coefficienten von € und y in k(xyzt; &y) ausgedriickt. 

Man kann aber auch bis auf eine numerische Constante diese selbst 
erhalten. 

Betrachten wir zu diesem Zweck die Determinante 


Ay, Ay, Ayy Ayy Ayy Aye X, Y; ! 
Ay, Ay Aggy Ay Ay, Are X, Y, 
Ay, A;, Ass Ay, Az, Ase X; YF; 
Ay, Ay Ags Ay Ayy Aye XX, Y, 
| As, A;, As; As, 35 Ass XX; Y; 
Ag, Ag. Ags Agy Ags Age Xe Ye 
X,; X, X; XX; X; XX; 0 0 
i eae a oe @ 


und setzen wir 

X:¥i— Xi Yi—m—pix, Ai Vey — XY Yi = pi, 
so werden bei der Entwicklung nach den p,, die Coefficienten der- 
selben nach der obigen Bemerkung simmtlich mit verschiedenen Pro- 
portionalitatsfactoren u;, proportional ma > rani. 


Die ganze Determinante nimmt daher die Form an 


>Hi Pik « > Dix 


und da sie in den p und p’ symmetrisch ist, so sind auch die u;, den 
¥;z proportional. Die Determinante wird daher, wenn man nun 
Pik = pi, setzt, gleich 


(26 a) u? Sra Pik y. 


Die Vergleichung der Grade in den wyzt und den Coefficienten 
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der C, ergiebt endlich das Resultat, das w eine rein numerische Con- 


stante ist. 


Daraus ergeben sich die r;, selbst als Quadratwurzeln aus rationalen 
Functionen der Coefficienten von k(ayzt; &,), wnd speciell ist 


(27) Vy >+ Aj, Ay Ags Ay = N56 


Dadurch ist zugleich die in § 18 gewonnene Ordnungszahl des Ver- 
schwindens von rx fiir « = y bestiitigt. 





§ 21. 
Von der Trennung der zwei Erzeugendensysteme unserer F, mittelst der 7;;. 


Es ist nun die bereits in § 14. a. E. in Aussicht genommene Unter- 
scheidung zwischen den beiden Schaaren von Erzeugenden unserer F,, 
also der Quadrupelschaar und ihrer residualen, durchzufiihren. 

Setzen wir in ® U,=—0O und U,=0, so beschrinken wir 
uns damit auf diejenigen die F’, beriihrenden R,, welche die beiden 
durch diese Gleichungen festgelegten Punkte enthalten, und ® wird 
unter dieser Voraussetzung die Gleichung desjenigen R, - Gebildes, 
welches die Tangentenebenen der F, aus der Kante (5, 6) des Coordi- 
natenhexatop’s im R, projicirt. 

Speciell werden die R, dieses Gebildes den R, der F’, in Erzeugen- 
den der F’, schneiden. Um aber diese R, zu erhalten, kénnen wir 
genau dieselben Formeln anwenden, welche die Erzeugenden einer F, 
im 3-dimensionalen Raume liefern, nur dass wir nicht die Coordinaten 
einer Geraden, sondern eines R, erhalten, welcher den R, der F, 
langs einer Erzeugenden schneidet. 

Setzen wir also symbolisch 


Ay. U;U; = Ag = By (i, k=1, 2, 3, 4) 
und bilden 


¥(xyzt; en) =~ (ABXYY, 


e= XY, —- MY; (i,k — 1,2,3,4) 
und bezeichnen wir mit 9,;, die Coordinaten eines R,, welcher die F, 
beriihrt, und durch die Ecken (5), (6) des Coordinatenhexatop’s geht, 
mit P;, die Coordinaten eines R,, welcher die durch den Beriihrungs- 
punkt des vorigen gehenden Erzeugenden enthilt, ferner mit D die 
Determinante links in (27), so ist*) 
(28) P= > G-tVD- ex, 
*) Vgl. Voss, Math. Annalen Bd. 10, pag. 166. ‘Die Formel ist dort auf 
«x? =0 als Relation zwischen den Liniencoordinaten bezogen und giebt trans- 
formirt (28) des Textes, 
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wo die Indices 7m mit den Indices ik der Gleichung 


Den im = 012035 FH O23 014 + O31 O21 = 9 
gemiss zusammenhingen, und P;, verschwindet, sobald i, & einen der 
Werthe 5 oder 6 annehmen. 
Damit ergeben sich dann die Coordinaten einer einzelnen durch den 
Beriihrungspunkt des R, mit den Coordinaten 0;, gehenden Erzeugenden: 
Pso= Pio 34 + 12 Py + 823 Pig + Pastis + Par teg + Pass: 
Pos =Proteg + Prgtes + Porter | Pse=Piotsg + Pirates + Pats 
Ps Pryotg, + Pogtig + Pis%e2 | Pao Piots5 + Pastis + Pai ts 
(29) Pos = Prytis + Parte t+ Pistis | Pas =Paitic + Prat%es + Paste 
Pis = Prag ts¢ + Protsg + Pater | | Pro= Pairs + Prstsa - + Pists 


Prr— Pate Dog = Py rs6\ Poy = Pig 756, P= Prat se|Pis =P 24156) Pum Past 56 








Daraus erhdlt man schliesslich die Gleichung eines Kegelschnittes 
in der Ebene der C,, welcher dem durch die pj; bestimmten Biischel 
angehort und durch den Punkt y geht, aus: 


>'pma (Un Fa — Fa U,) = () (m, | el ee 6), 
wenn fiir die U und V wie in § 20 gesetat wird 


(30) tae nae Se edie sl 
Vi = 02 Vi = 2 ny UU" = 12 | 23 | 31 

Zur vollstindigen Lésung der zu Anfang des § bezeichneten Auf- 
gabe ist nun noch ein Rt, anzugeben, welcher durch die Ecken (5) und 
(6) des Coordinatenhexatop’s geht und die F’, beriihrt, und ferner tiber 
das Vorzeichen in (28) zu entscheiden, da ja erst hiedurch zwischen 
den beiden Schaaren von Erzeugenden, also den zu (cyzt) residualen 
und corresidualen Quadrupeln unterschieden wird. 

Ein R, von der gesuchten Beschaffenheit ist derjenige, dem in der 
Ebene Kegelschnitte entsprechen, welche die C, im willkiirlichen Punkte 
£,, &» &;==0 beriihren, wenn £,—0 selbst eine Tangente der C, ist, was 
ja stets bei gegebenem ¢ durch rationale lineare Transformation erreicht 
werden kann. In der That giebt es im Allgemeinen nur einen einzigen 
Kegelschnitt, welcher die C, in § beriihrt und zugleich ein zu (xyzt) corre- 
siduales Quadrupel mit einem residualen verbindet, nimlich denjenigen, 
welcher das einzige § enthaltende zu (xyzt) corresiduale Quadrupel mit 
dem ebenfalls einzigen ¢ enthaltenden residualen Quadrupel verbindet. 

In dem diesem Kegelschnitt im R,; entsprechenden Punkt fallen 
daher beide Schnittpunkte des obigen R, mit der F’, zusammen. 

Derselbe enthalt offenbar auch die Punkte U,=—0, U, =0, da 
er ja alle Punkte enthilt, welchen x, = 0 als Bestandtheil enthaltende 














r 


56 
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Kegelschnitte entsprechen, und seine Coordinaten kinnen daher als 
Qin verwendet werden, 
Es wird so 
(31) Oi2= bib, Cub, Cn = — b,” 
und die iibrigen Coordinaten verschwinden. 


§ 22. 

Bestimmung des in § 21 unbestimmt gebliebenen Vorzeichens. 

Zur Bestimmung des Vorzeichens in (28), also zur Entscheidung 
dariiber, welche der beiden aus (28) erhaltenen Erzeugenden einem zu 
(x yzt) residualen oder corresidualen Quadrupel entspricht, ist es noth- 
wendig, wenigstens ein P;, fiir einen Specialfall zu berechnen. Die 
Durehfiihrung dieser Rechnung gelingt, wenn man voraussetzt (xy?) 
liegen auf einer durch w gehenden Geraden. Dann liegt niimlich in dem 
Hilfs-R, mit den Coordinaten 9;, derjenige Kegelschnitt des Systems S, 
welcher aus den Verbindungslinien von € mit w und ¢ besteht. Die 
Kegelschnitte durch die Punkte des corresidualen Quadrupels bestehen 
dann aus der Geraden (€w) und den Strahlen durch 4 Damit erhalten 
wir durch die 4 Kegelschnitte 

2 hgh, = 2H, H, = (wEu) (a, t, — ayt,) = (wh au) (x,t; — x,t.) = 0 
den R, bestimmt und durch Ausrechnung 
(32) Py. = ty ty (ty & — U8) (t,8.-+ f §)). 

Um iiber das Zeichen in (28) entscheiden zu kénnen, muss frither noch 
eine Normirung iiber r,, und damit, wegen (26a), aller 7;, vorgenommen 
werden. 

Fir (cyz) =0 geht K(xyzt; &m) tiber in v(Enu) (Ent). Man 
erhilt nun durch Ausrechnung 


> =—2(Enu) (Ent) 
=—4v{(U,U,-4 Us) wt, +(Oy U, — + Ue) uaty 
+(U, U,—={ U2) ust, +(G O, U,— 5, U,) (ety + tty te) 
+(4 U, U, — + U, Uy) (ust, +m f) 
+(=U, U,— $0, U,) (ut +u9t,)} - 


Damit wird 


— 2usts, 0, — 2u,t,, 0 | 
34 =——y!| § 
— 2 ™ | — 2Uat,, —2uy,¢,, 0, Ujty + upt, 
| 9, 0, Us ty + Upty, ty Uy 


== 4v't,?u,? (ut, — Uyt,)’. 
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Nun ist wegen § 19, a. E. 


und daher wegen Formel (27) 
vy? 
Aa 7 
Es werde nun 7,, so normirt, dass ~=1 ist, und das obere Zeichen gilt. 
Man erhalt nun fiir 


1 ov ‘ 2 
ten 2 ts ty (tty tp §,? — ws, t, &?) 
und damit aus (28) und (32) 
Py = — Ztyty (Uy ty by)? — ty ty 8°) Ee Pedy ty (thy by — thy ty) « bo. 


Um Proportionalitit zu (33) zu erhalten, hat man das obere Zeichen 
zu wahlen, und es wird bei obiger Normirung fiir r,, endlich definitiv 
(35) Pa= > ot + 156 Qix- 
- im 

Wir sind also durch unsere Untersuchungen dazu gefiihrt worden 
in k(ayet; Ey) und den r;, ein System von rationalen Covarianten 
einzufiihren, welche im Wesentlichen nur von der Quadrupelschaar, 
nicht aber von dem einzelnen zu ihrer Berechnung dienenden Quadrupel 
abhdngen. 

Diese Formen gestatten ferner umgekehrt, das einzelne residuale oder 
corresiduale Quadrupel mit Hilfe der Formeln der leteten beiden Para- 
graphen explicit zu berechnen. 

Wir vermeiden dabei alle iiberfliissigen Irrationalititen, insbesondere 
die Benutzung von Doppeltangenten oder Wurzelfunctionen. 

Die Bedeutung des letzteren Umstandes wird im 2' Theil (§ 36) 
dieser Untersuchungen hervortreten. 


Il. Die eingefiihrten Gebilde in ihrer Abhiingigkeit yon den 
transcendenten Argumenten. 


§ 23. 
Vorerinnerungen. 


Es ist fiir den weitern Gang unserer Untersuchungen zuniichst 
nothig, kurz an diejenigen Formen und Functionen zu erinnern, welche 
Herr Klein in die Theorie der Abelschen Functionen eingefiihrt hat. *) 

Zunichst werde durch die Formel 


a (abe)? > at UF ott gicte pete ots 
(36) = da,dwy ___*t4tu=4 _ - J 
24a; a, 

. y 2 


*) Klein, zur Theorie der Abel’schen Functionen, Math, Ann, Bd, 36, § 4,5, 6,9. 
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das von Herrn Pick*) eingefiihrte, covariant normirte Integral dritter 
Gattung definirt. 
Dann ist durch 
1 a'y a am a"? gy!" 
5 4 4 
(37) Q(ay) = —- AF. ¢ (Oop +059" +024") 


—_ , 
3 3 
a, a, °a a, 


wo * einen beliebigen Punkt der Ebene und a'2"2”", y’y"y”’ resp. die 
drei weiteren Schnittpunkte der Geraden x7, xy mit der C, bedeuten 
die von Herrn Klein eingefiihrte Primform definirt. Sie ist dae Form 


vom Grade one in den x und y, vom Grade —1 in den Coefficienten 


der C,, und ihre charakteristische Eigenschaft besteht darin, auf der 
C, iiberall endlich zu sein und nur fiir « = y zu verschwinden. 

Lisst man x auf dem algebraischen Gebilde einen Periodenweg 
beschreiben, wobei die Integrale w7¥ die Perioden @;, die zugehdrigen 


Integrale 2'" Gattung die Perioden — ;**) erhalten, so aindert sich Q 
um den Factor 
> n(n” + 
(38) tur 
Definirt man ferner 
i,i ()) (Ray) i,i 
39 a'y* le (haw) (hyy') grt 
( ) H y 8 (hay')(hya') ry 
und setzt Hz} = H(wy), so findet man 
___ (way) 2 Mew 
(40) Q(ay) = ne 
Vaba,: a ay 


. 
wo man ~~ in die Form setzen kann 
z at 
3 a 2 
4a, aS +, @, - Sa, a" a‘ , +23 Saja ta 1 ay 
1 
4(hez . 
y y* 


Ist ferner g,==0 die Gleichung einer Geraden und sind g) ggg" 
die Schnittpunkte derselben mit der C,, so definirt 





(42) (a) SEL) leg ated 29") 


*) Pick, Math. Annalen Bd, 29. 

**) Zu Formel (39) und (41) vergl, Pick 1.c, §4, a. E. Zu Formel (40) vgl. 
Pascal, sullo sviluppo delle Funzioni 6 Abeliani dispari di genere 3. Annali di 
Matematica Serie Il, tom XVII. 


——-da,d@,. 
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eine nirgends verschwindende, aber auch nirgends unendlich werdende 
Form von der Dimension —3 in den zw. Sie andert sich, wenn x 
einen Periodenweg durchliuft, um den Factor 
n, (WF 4+- 2, 
(43) Pl J 
wo 
Ww: a wr" f. wr” 4. wi?” / wr 
gesetzt ist. 

Die 4° Wurzel aus dieser Form bezeichnet Herr Klein als 
fundamentale Mittelform. Sie kann noch in einen bloss von den x 
und einen bloss von den g abhiingigen Factor gespalten werden. 

Obwohl nun diese Formen unmittelbar an der C, dargestellt 
sind, ist es doch bequem, nebenher die Sprechweise der gewdhnlichen 
Riemann’schen Theorie gebrauchen zu kénnen. 

Wir setzen in at = 0 einfach x,—1 und betrachten «, als 
Function von «,. Dadurch ist uns eine Riemann’sche [liche gegeben, 
und zwar eine ,,canonische Fliche*), welche wir beniitzen wollen. 
Diese denken wir uns durch passende Querschnitte in eine einfach 
zusammepvhingende verwandelt und verwenden sie zu einer Fest- 
setzung tiber die Formen Q,m. Dieselben sind niimlich durch die 
obigen Formeln nicht absolut definirt, sondern sie stellen unendlich 
viele untereinander nicht zusammenhingende Werthereihen vor**). 
Wenn wir nun zuniichst bei Q(xy) annehmen, dass xy beide in der 
Nahe einer und derselben Stelle z liegen und der Integrationsweg von 
H(ay) ebenfalls in der Umgebung von ¢ verliuft, so ist dadurch ein 
bestimmtes Q definirt. Alle andern in der Untersuchung auftretenden 
Q, also auch die zur Definition von m(x) bentitzten, sollen nun aus 
diesem 2 durch analytische Fortsetzung in der zerschnittenen F'liiche 
hervorgehen. Die médglichen Fortsetzungen in der unzerschnittenen 
Flaiche werden dann durch die Exponentialfactoren (38), (43) bestimmt 
und zwar so, dass die in ihnen vorkommenden Integrale erster Gattung 
dann Integrationswege in der zerschnittenen Fliche haben.***) 


§ 24. 
Der Factor M und die Producte i M*, AM*, rM*. 


Nach diesen Vorerinnerungen nehmen wir die Betrachtung unserer 
Formen k(ayzt; &y), A(xyet; §) und r(ayzt; AB) wieder auf. 


*) Klein, 1. c. §7 ff. 
**) Klein, 1. c. -§ 5. 
***) Vgl. die analogen Festsetzungen im hyperelliptischen Fall bei Hrn. Burk - 
hardt: Zur Theorie der hyperellipt. Sigmafunctionen, Math, Annal. 32, § 17. 
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Die friiheren geometrischen Ueberlegungen zeigen, dass die Null- 
stellen einer solchen Form, wenn man sie etwa als allein von den x 
abhingig betrachtet, in zwei Classen zerfallen. Die Nullstellen der 
ersten Classe bestimmen zusammen mit yz¢ Quadrupel von bestimmten 
Kigenschaften, die Nullstellen der zweiten Classe liegen in den mehr- 
fach gezihlten Punkten yzt. 

Mit Hilfe der im vorigen definirten Formen Q, m ist es nun 
moglich die Formen k, A, r von den Nullstellen der zweiten Classe 
zu befreien und gleichzeitig sie in Functionen der xyz umzuwandeln, 
ohne ihnen neue Null- oder Unendlichkeitsstellen aufzuzwingen. 

Bilden wir nimlich 

, m (x) m(y) m(zZ) me 

(44) H= Q(wy) Raz) COLIC 10% Reh 

und betrachten &.M?, A.M‘, r.M‘, so werden diese zu Formen 
nullter Dimension, d. i. also Functionen der zyzt, welche nirgends 


unendlich werden, und beim Zusammenfallen zweier Stellen xy nicht 
mehr verschwinden. 


Wenn nun z auf der Riemann’schen Fliche einen Periodenweg 
beschreibt, so findert sich nach (27) und (32) M um den Factor 


read +20;) — Dri (wf +07? +7! +p) 


Mit nan auf die Festsetzungen am Ende des vorigen Para- 
graphen wird diess zu 





oO; 





_ oF (w, + 


wenn wie friiher gesetzt ist 


(3) tg(4) 
iv +’ . 

Durch Multiplication mit resp. M*, M* gehen also unsere Formen 
in Functionen der xyzt iiber, welche beim Ueberschreiten eines Quer- 
schnittes sich resp. wm die Factoren 


xg) yg(®) 
w=we" +w +w 


+) 


(45) fale *), Jou ) 


dindern, welche nur mehr von den w aber nicht mehr vom einzelnen 
xyet abhingen. 


*) Es ist dies derselbe Multiplicator den Herr Klein 1], c. zur Construction 
der 6-Functionen benutzt. 
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§ 25. 
kM*, AM‘, rM* sind Functionen der ww; allein.*) 


Es lasst sich aber weiter zeigen, dass diese Functionen selbst 
lediglich von den w abhingen, und nicht mehr von den einzelnen xyazt. 

Seien namlich zwei Werthsysteme xyzt und w’y’z’t’, welche die- 
selben Werthe der w; liefern, also corresidual sind, und bilden wir 
einmal mit dem einen und einmal mit dem andern Werthsystem die 
obigen Functionen kM*, AM‘, rM* und betrachten den Quotienten 
der beiden Werthe einer Function fir die beiden Quadrupel. Zuniichst 
ergiebt sich aus dem Schlusssatz des vorigen Paragraphen, dass dieser 
Quotient ungeiindert bleibt, wenn die «yzt und die corresidualen 
xz’ y' 2’ t’ irgendwelche geschlossenen Wege am algebraischen Gebilde 
durchlaufen. Wir kénnen uns nun etwa zyztxz’ als unabhingige Argu- 
mente denken, durch welche y’ z’ ¢’ vollstindig bestimmt sind. Wegen 
der Symmetrie der Function in den letzteren ist der Quotient eine 
rationale Function der ersten 5 Argumente. Aber Zihler und Nenner 
haben nur mehr Nullstellen der ersten Classe, welche eine Eigenschaft 
der ganzen Quadrupelschaar ausdriicken, und da die geometrische Be- 
deutung des Zihlers und Nenners die gleiche ist, so verschwinden beide 
immer gleichzeitig und von der gleichen Ordnung. Unsere rationale 
Function ist also eine Constante, deren Werth wir fiir das specielle 
Werthsystem «= 2’, yy’, ¢=2', t=¢t' gleich Eins finden. 

Die Functionn kM?*, AM‘, rM* hingen daher nur von den 
Integralsummen w; ab. — 

§ 26. 

Reihenentwicklung der eingefiihrten Functionen nach den w.**) 

Man wird nun Reihenentwicklungen nach den w; zu erhalten 
suchen. Diess gelingt nach einem von Herrn Weierstrass***) her- 
riihrenden Gedankengang. Wir kénnen dabei, wie Herr Burkhardt 
im Falle der hyperelliptischen Sigmafunctionen die Betrachtung von 
Quotienten von Potenzreihen vermeiden, da unsere Functionen am 
algebraischen Gebilde iiberall endlich sind, miissen aber dessen Ge- 
dankengang insofern etwas modificiren, als wir die Entwicklungen der 
Integralsummen w; bei unserm Ansatz nicht umkehren kénnen, wenn 
die oberen Grenzen in die Nahe der untern fallen. 

Letzteren Uebelstand kénnen wir folgendermassen vermeiden: 

Wir bezeichnen mit a, a), a, a irgend 4 Stellen der Rie- 
mann'schen Flaiche und mit w; die Werthe der w; wenn xyzt in 
diese Stellen fallen. 


*) Vgl. § 27 der cit. Abhandlung des Herrn Burkhardt. 
**) Vgl. Burkhardt l.c. § 22 ff. 
***) Crelle’s Journal Bd, 52. 
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Dann ist 


wo, — wf am a ao 4 ote 4 atl 

Werden nun die xyzt geniigend nahe an den resp. Werthen a 
angenommen, so kann man die w; — w; nach Potenzen der von 
a, — a, y, — a, 2, —a@,, t, — a, entwickeln, sofern unsere 
Punkte nicht in der Nihe von Verzweigungsstellen liegen, was man 
immer vermeiden kann. 

Diese Entwicklung beginnt wie folgt: 

a!) al?) 








Wi — Wi = s a (%, — a) + —,— (y, — af") 
3 all) a, @ (2) 
(3) a!) 
te = 
a (3) 


und enthalt in der Folge nur solche Phat deren Nenner Potenzen 
der in den Anfangsgliedern auftretenden Nenner sind.*) 

Es genitigt, um alle Werthe der w zu erhalten, wenn man etwa 
yet beliebig variiren lisst, x aber mit e zusammenfallen lisst. 

Sind dann die Stellen « so gewahlt, dass sich um jede ein Bereich 
abgrenzen lisst, in welchem kein Verzweigungspunkt liegt und die 
Determinante (yzt) niemals verschwindet, so lange die yzt resp. in 
dem um a) «®) a) abgegrenzten Bereich bleiben, so lassen sich nach 
bekannten Siitzen die y, — a,), 2, — a,®, ¢, — a, nach Potenzen 
dex w;— w; entwickeln. Als Nenner haben die Coefficienten der 
letzteren Reihenentwicklung nur Potenzen der Determinante (a‘) a‘) a) 
und der Uy (i) Die Functionen kM?, AM‘, x. M4 lassen sich aber 
in dem namlichen Bereich nach Potenzen der y, — a@,), 2, — @,®), 
t, — a, entwickeln. Durch Substitution der fiir die y, — a, er- 
haltenen Reihen kann man also fir die kM*, AM‘, rM‘ Reihen 
erhalten, welche zunichst nach Potenzen von w; — w; fortschreiten 
und in einem bestimmten Bereich der w; — w; convergiren. 

Man kann aber auch Reihen erhalten fiir die Werthe, welche 
unsere 3 Functionen fiir die doppelten Integralsummen w; annehmen. 
Man kann nimlich zuniichst setzen 


2m — fam+ fam+ fam+ faw 


1) 92) 9) (4) 
und die Functionen K(a'y'e't’; —) mM” etc. fiir die Werthe 2’y’z’t’ 


bilden. Da sie symmetrisch in den x’ y'e't’ sind und nicht unendlich 
werden, so kénnen sie wieder nach Potenzen der (y, —a,°)), (2, —a,®), 


*) Vgl. Pascal 1. c, § 10, 
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(t, — @,*) im namlichen Bereich wie oben entwickelt, und die neue 
Entwicklung in eine solche nach Potenzen der w;— w; verwandelt 


werden. Schreibt man hierin ¥ (w; — w;), so miissen die zuletzt er- 


haltenen Reihen mit den zuerst erhaltenen identisch werden, aber sie 
haben nun sicher den doppelten Convergenzbereich. 

Indem man auf diese Weise fortfaihrt, iiberzeugt man sich, dass 
der anfiingliche Convergenzbereich iiber alle Grenzen ausgedehnt werden 
kann und kommt schliesslich so in bekannter Weise zu dem Satz: 





Unsere Functionen sind ganze analytische Functionen der w; — w; 
und daher auch der w;. 


Daraus ergiebt sich im Zusammenhang mit (45) weiter: 
Unsere Functionen sind ganze Jacobi’sche Functionen der w, welche 


zur Charakteristik (5 0) gehoren. 


§ 27. 
Ueber die Coefficienten der Reihenentwicklungen nach Potenzen der 2;. 


Nach § 25 miissen nun unsere Functionen ginzlich unabhiingig 
von den a”) sein, und kénnen sich daher bei Verinderung derselben 
nicht findern. Lassen wir dieselben daher allmihlich sich den Stellen 
g” niihern, so behalten die Functionen ihre Werthe, die w, ver- 
schwinden und die Coefficienten der Reihenentwicklung miissen sich 
einzeln bestimmten Werthen niahern. 

Es handelt sich nun um nihere Angaben iiber diese Coefficienten 
in ihrer Abhingigkeit von den Coefficienten der C,-gleichung. 

Es ist von vornherein klar, dass transcendente Functionen der 
letzteren nur durch die Entwicklung von UY eintreten kénnen, und auch 
diese nur durch die Entwicklung der in M auftretenden Exponentiellen. 
In Folge dessen tritt zuvérderst ein allen Coefficienten gemeinschaftlicher 
transcendenter Factor heraus, und da im Exponenten nur Doppelintegrale 
rationaler Functionen der Coefficienten der C, auftreten, so kénnen 
ausser diesem Factor nur durch die ersten Differentialquotienten nach 
den zyzt, wenn diese dann den a) gleichgesetzt werden, transcendente 
Elemente in die Entwicklung eintreten. Aber diese verschwinden 
simmtlich beim Grenziibergang von den a) zu den g”). Es sind 
namlich z. B. die fiir die Differentiation nach x in Betracht kommenden 
Glieder des Exponenten: 


> {H(xg") + (xg?) + H(eg*) +H (wg") — H(@y) — H(we)—H(et)} 


Da es hier gleichgiltig ist, ob vor oder nach der Differentiation nach x 
der Grenziibergang mit yzt vollzogen wird, so bleibt nur H(z, g'”), 








faa 


ee 
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dessen erster Differentialquotient aber als Integral mit zusammen- 
fallenden Grenzen fiir x = g") verschwindet.*) 

Daher enthalten die Coefficienten der Reihenentwicklungen nach 
dem Grenziibergang, abgesehen von dem gemeinsamen transcendenten 
Factor, die Coefficienten der C, nur algebraisch, und zwar rational, 
und wie aus den Entwicklungen der einzelnen Bestandtheile sofort 
ersichtlich ist, ausschliesslich mit solchen Nennern, welche nur von 
den g abhiingen, soweit sich dieselben nicht bereits wegheben. 

Nun hingt aber in den Functionen kM?, AM‘, rM* lediglich 
M ebenfalls von g ab, und zwar so, dass sich ein blos von g ab- 
hangiger Factor abscheiden laisst, worauf eine Form verbleibt, welche 
blos von den xyzt abhingt. Derselbe blos von g abhiingige Factor 
muss sich in der resp, 2'", 4'e" Potenz auch von der bei uns in Betracht 
kommenden Reihenentwicklung absondern lassen, worauf diese unab- 
hangig werden muss von den g. Es miissen also die Nenner der 
Reihenentwicklung alle in diesen Factor eintreten, und es kénnen 
somit nur ganze rationale Functionen der C,-Coefficienten als Coeffi- 
cienten in der Reihenentwicklung nach Potenzen der w iibrig bleiben. 

Ferner ergiebt sich aus dem Umstande, dass die Functionen kM?, 
4M‘, rM* aus durchaus zur C, covarianten Elementen aufgebaut sind, 
also selbst Covarianten der C, sind, im Verein mit der Bemerkung dass 
sich die Integralsummen w; cogredient mit den 2, y, 2, ¢ linear trans- 
formiren, dass auch die einzelnen homogenen Terme der Entwicklung 
nach w Covarianten der C, sein miissen, in welchen eine Reihe Punkt- 
coordinaten durch die w; ersetzt ist. 

Indem man nun auch der friiher ermittelten Aenderung der Func- 
tionen kK M?, AM‘, rM*‘ bei Vermehrung der Argumente um Perioden 
Rechnung triigt, erhalt man alles zusammenfassend den Satz: 

Die Functionen k(ayet;&y)M?, A(ayet;&)M', r(xyet; AB) M* 
sind nach Abscheidung eines blos von g abhiingigen Factors Jacobi’sche 
Functionen**) der w;, die erste vom 2%" Grade, die leteten beiden vom 
4tm Grade, deren Reihenentwicklung nach Potengen der w nach ganzen 
rationalen Covarianten der C,, in welchen eine Reihe Punktcoordinaten 
durch die w; ersetat ist, fortschreiten. 


Wir wollen diese Jacobi’schen Functionen in Zukunft resp. mit 
K(w; &,), D(w; &), R(w; A, B) bezeichnen und werden sehen, dass 


die K, D gerade, die R dagegen ungerade Jacobi’sche Functionen 
vorstellen. 





*) Man ersieht diess auch aus der von Herrn Pascal |. c. § 9 a. E. gegebenen 


~ Hizey) 
Reihenentwicklung fiir e” : 


**) Im Sinne des Herrn Frobenius, Crelle J. 97. 
Mathematische Annalen, XL. 20 
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§ 28. 
Die Entwicklung von K(w; &, &). 


Wir beginnen die Untersuchung der einzelnen Entwicklungen mit 
der Betrachtung von K(w;&,&). Der algebraische Factor hat hier 
nach § 7, Formel 9 die einfache Gestalt 


(xy 2) (yet) (eta) (tay) ag. 
Werden die w; unendlich klein, riicken also die xyzt unendlich nahe an 
die g) heran, so bleibt der Factor M? endlich, der algebraische Factor 
dagegen wird von der 4‘ Ordnung unendlich klein. Die Entwicklung 
von K(w;§,&) muss also mit einem Gliede 4'** Ordnung beginnen. 
Werden andererseits die t 
v;~ > J Xj d @., 


gesetzt, so verschwindet unsere Function fiir jedes § ($2). Riicken hier 
#« und ¢ unendlich nahe an z, so reducirt sich die ganze Function auf 
das Anfangsglied, die w; auf 2;dq@,, und dieses muss daher ver- 
schwinden, wenn statt der w; die x; substituirt werden. Wir schliessen 
weiter: 

Da fiir die x; ausser a,4—0 keine Relation besteht, so muss 
d»* ein Theiler des Anfangsgliedes der Reihenentwickelung sein, und 
dieses selbst kann nur lauten J.a,,‘.ag*, wo J eine Invariante der 
C, bezeichnet. Aber die Invariante J kann nur eine numerische Con- 
stante sein. Denn sonst gibe es eine durch J =O charakterisirte 
Classe von Curven 4'* Ordnung, auf welcher unsere Function fiir 
unendlich kleine w; immer von hoéherer als der 4' Ordnung un- 
endlich klein wiirde. Diess ist aber unméglich, so lange die C, nicht 
in eine 4-fach gezahlte Gerade ausartet, denn so lange kann man 
immer 4 Punkte so annehmen, dass der algebraische Factor nicht 
von héherer als der 4°" Ordnung verschwindet. Setzen wir nun 

K (w; &, &) = p(w). ag, 
so ist hiernach das Anfangsglied der Entwicklung von p(w) gegeben 
durch ca,,'. 

Hiermit stimmt folgende Ueberlegung: schreibt man Aa an Stelle 
von @, so werden die w; zu w,A—', und mit Riicksicht auf das erste 
Glied p(w) zu A-*@(w). Dieselbe Aenderung miissen alle Glieder 
von (w) aufweisen, und es ist daher das n'* Glied eine Covariante 


n—-3 
vom Typus ®( a , w), wo die iiber die Buchstaben gesetzten Zahlen 
den Grad in den einzelnen a, w angeben. 
Beachten wir nun, dass K(w; &, )==0 dieselbe Bedeutung fiir die 
zu xyzt residuale Quadrupelschaar hat, wie fiir die dazu corresiduale 








ee 
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Schaar, also in § und 7 dieselbe Gleichung fiir die w,, als auch die —w; 
bedeuten muss, so ergiebt sich, dass & als Form der w nur gerade oder un- 
gerade sein kann. Da ferner in der Entwicklung ein gerades Glied vor- 
kommt, so sind alle Glieder in den w; von gerader Ordnung*) und es ist 
daher das auf ca,‘ folgende Glied speciell eine Covariante vom Typus 


(a w), und da nur die Hesse’sche Covariante die angegebenen Dimen- 
sionszahlen hat, so ist das zweite Glied von op bis auf einen Zahlen- 
factor dieser leteteren proportional. 

Endlich ziehen wir noch einen Schluss auf die Dimension des 
von den g befreiten Factors M? in den Coefficienten der C,. Sie 
ergiebt sich gleich — 3. 

Die hier betrachtete Jacobi’sche Function g(w) ist von ganz 
anderer Seite her von Herrn Frobenius*) eingefiihrt und ebenso 
bezeichnet worden, Herr Frobenius zeigt namlich |. c. dass nur 
eine mit unserer gleichindrige Jacobi’sche Function zweiten Grades 
existirt, welche mit den Gliedern 4'* Ordnung a,‘ beginnt, im 
2ten Glied die Hesse’sche Covariante hat und verschwindet, wenn die w; 
die Form einfacher Integrale annehmen. Unsere Herleitung weist 
dieselbe als proportional zur einfachsten Covariante des Quadrupels auf, 
und zeigt damit auf’s Neue, dass ihr Verschwinden die nothwendige 
und hinreichende Bedingung dafiir ist, dass die w; in die Form ein- 
facher Integrale gebracht werden kénnen. 


§ 29. 
Entwicklung von K(w; &, 7). 


Fir die Entwicklung von K(w; &, 7) beachten wir zuniichst, 
dass dieses fiir 


t 
W; = {udo, 
u 


nach §7, a. E. proportional werden muss zu (Eyu) (Ent). Um den 
Proportionalitiitsfactor zu vermitteln, halten wir w fest und lassen ¢ 
die C, durchlaufen. K(w; §, 7) muss dann an 6 Stellen ¢ verschwinden. 
Vier von diesen liefert die Gerade (Eyj¢) und wenigstens einer muss 
in w liegen, da ja K(w;&,%) fiir die w;—0O verschwinden muss. 
Da nun nach dem vorigen Paragraphen K(w; &, &) und auch K(w; &, 7) 
eine gerade Function der w ist, und andrerseits in ¢ = wu nicht 


*) Es ist ja auch aus der Theorie der Jacobi’schen Functionen bekannt, dass 
eine mit K gleichindrige Function nur gerade sein kann. Vergl. die sofort 2u 
nennende Arbeit des Herrn Frobenius, 


**) Crelle’s Journal B, 105. 
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mehr als zwei Nullstellen liegen kénnen, so ergiebt sich fiir unsere 
speciellen 1; 


(35) K(w; &y) = c(Equ) (Ent) Q?(ut), 


wo c wegen der Uebereinstimmung der Dimension in ¢ und den Coeffi- 
cienten der C, nur eine numerische Constante bedeutet. Liisst man 
nun « unendlich nahe an ¢ riicken, so ergiebt sich daraus nach einer 
seit Riemann oft getibten Schlussweise die Entwicklung: 


(47) K(w; &y) = c(Eqnw)? + [w], + [wh +--+ 
2n—2 2 2 Qn 
wo die folgenden Terme [ww]2,, Covarianten vom Typus ®( a , &, 4, w) 


sind. 

Speciell das zweite Glied lasst sich nach einem bekannten Satz 
der Formentheorie durch Potenzen und Producte von Polaren der C, 
gebildet nach &, 7, w darstellen, — 


§ 30. 


Beziehung von K(w;£&,) zu den Quadraten der 28 ungeraden Sigma- 
functionen. 


Die Function K(w; &, 7) steht auch zu den Quadraten der 28 un- 
geraden o-functionen des Herrn Klein in niichster Beziehung. 

Sei D, eine Doppeltangente der C, mit der ungeraden Prim- 
charakteristik [¢], ferner seien d“), d®) die Beriihrungspunkte dieser 
Doppeltangente mit der C,. Dann verschwindet die o-Function mit 
derselben Primcharakteristik bekanntlich immer und nur fiir diejenigen 
w;, welche auf die Form 

w= fxdo, + x; dO, 
a) ad) 
gebracht werden kénnen. 

Geometrisch bedeutet diess nichts anderes, als dass es dann zu 
den w; immer ein Quadrupel giebt, welches die beiden Punkte d“), d®) 
enthalt. Wahlt man nun fiir § und y zwei Punkte auf der Doppel- 
tangente §), €@, welche d“, d@ harmonisch trennen, so sind diess 
ein Paar conjugirter Punkte in Bezug auf alle Quadrupel, fiir welche 
zwei Punkte nach d”, d®@ fallen, und es muss daher immer gleich- 
zeitig mit o(w) auch K(w; €, €@)) verschwinden. Nun ist aber 
K(w; &,) mit den 6?(w) gleichindrig, und daher als lineares Aggregat 
von sieben unter ihnen herstellbar, Wiahlt man dazu sieben solche, 
deren Charakteristiken ein [¢] enthaltendes vollstiindiges System*) 


*) Vgl. Weber, Theorie der Abel’schen, Functionen vom Geschlechte 3, § 4, 
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bilden, so erkennt man durch Substitution passender Systeme halber 
Perioden fiir die w, dass 


(48) K(w; §, £) = C . 61 (w). 
Setzt man nun 


EY aad) + Ad, ‘£2 = qo) —ad®, 
D, = (a d®) x), 
so ergiebt die Vergleichung der Anfangsglieder der Reihenentwicklung 
C = A’e, 
wo ¢ die numerische Constante in Formel (35) ist, 


Die Quadrate der 28 Sigmafunctionen mit ungerader Charakteristik 
sind also Specialftlle von K(w; &, 1), welche entstehen, wenn &, auf 
einer Doppeltangente liegen und deren Beriihrungspunkte harmonisch 
trennen. 

Bekanutlich sind nun alle mit K(w; £, 7) gleichindrigen Jacobi’- 
schen Functionen durch 8 unter ihnen, diejenigen aber, welche fiir 
ww; = 0 verschwinden, bereits durch sieben darstellbar. Von solchen 
7 kann man 6 dadurch erhalten, dass man in K(w; &, y) den Punkte- 
paaren §y irgend sechs verschiedene Lagen giebt, so dass die 6 Ver- 
bindungslinien (4) nicht Tangenten eines und desselben Kegelechnittes 
sind. Als siebente kann man dann K(w; &, &) = p(w) -as* wihlen. 
Dass diese 7 Functionen linear unabhingig sind, folgt unmittelbar 
daraus, dass es ihre Anfangsglieder sind. 

Es kann sonach K(w;&y) als Analogon der 3 Functionen 2,®), 
=,'*), 2!) des hyperelliptischen Falles*) aufgefasst werden. 

Es sei noch bemerkt, dass es auch eine fiir die w = 0 nicht ver- 
schwindende, mit K(w; &) gleichiindrige Function giebt, deren Reihen- 
entwicklung ebenfalls die charakteristische Eigenschaft hat, nach Co- 
varianten fortzuschreiten. Es ist die Summe der Quadrate der geraden 
Sigmafunctionen, doch scheint ihre geometrische Interpretation andere 
Hiilfsmittel als die hier gebrauchten zu erfordern. Diese wiirde dann 
der Function 2,) (Klein, Ann. 27, 1. c. Formel 74) entsprechen 
und zusammen mit den obigen 7 Functionen eine ahnliche Behandlung 
der unten, § 32, naher zu besprechenden M,** gestatten, wie sie 
Herr Pascal**) der Kummer’schen Fliche hat zu Theil werden lassen. 


*) Vgl. Klein, tiber hyperelliptische Sigmafunctionen, Math. Ann, Bd. 27, 
pag. 468, Formel (73). 

**) Pascal, l’equazione ,,razionale’’ della superficie di Kummer. Annali di 
Matematica Serie II, Tomo XVIII. 
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§ 31. 
Die Entwicklung von D(w; &). 


Fiir die Function D(w; ), welche auch definirt werden kann als 
die Discriminante von K(w; &y) in Bezug auf y, dividirt durch g(w), 
erhalten wir nun Anfangsglieder 6'* Ordnung. In der That wiirde 
die Discriminante mit Gliedern 6'* Ordnung in den w; beginnen; da 
aber die Discriminante von (yw)? und ihre ersten Unterdeterminanten 
verschwinden, so beginnt ihre Entwicklung mit Gliedern 10'* Ordnung, 
und nach Division mit m(w) mit Gliedern 6’ Ordnung. 

Aus dem vorhin fiir K(w; &») beigebrachten erkennt man, 


dass die Glieder 2n'* Ordnung in den w Covarianten vom Typus 
2n—-3 2n 6 


®( a, w, §) sein miissen, worauf nach einem bekannten Satz der 
Formentheorie das erste Glied linear durch Producte und Potenzen 
der Polaren a,*, a.°ag, a,2a;", a.ag*, ag herstellbar ist. 

Endlich ist D(w; &) eine gerade Jacobi’sche Function 4" Grades, 
mit den o(2w) gleichindrig und darum als lineares Aggregat der 36 
geraden Sigmafunctionen der doppelten Argumente darstellbar. Diese 
selbst sind aber als ganze homogene Functionen 2" Grades von 8 linear 
unabhiingigen Quadraten der o-Functionen darstellbar, was sich un- 


mittelbar aus den entsprechenden Siitzen iiber die Thetafunctionen 
dreier Variabler ergiebt. 


§ 32. 
D(w; &) und die M,*. 

Der zuletzt erwihnte Umstand vermittelt nun eine unmittelbare 
geometrische Beziehung zwischen einem von mir bei anderer Gelegenheit 
als M,** bezeichneten Gebilde*) und der Ebene der C,. 

Setzt man niamlich 8 linear unabhiingige Quadrate von o-Func- 
tionen proportional den homogenen Punktcoordinaten eines Raumes 
von 7 Dimensionen, so ist dadurch ein Gebilde M,™* definirt, welches 
als ,,Analogon der Kummer’schen Flache fiir p = 3 bezeichnet werden 
kann, und dessen wesentlichsten Eigenschaften die folgenden sind: 

Ks ist algebraisch, von der 24'°" Ordnung, besitzt in den 64 Punkten, 
welche Systemen halber Perioden der w entsprechen, 4-fache Punkte 
und hat 64 den einzelnen Sigmaquadraten entsprechende Beriihrungs-R,, 
welche lings einer ganzen M,'* berihren. 

Diese Punkte und R, bilden zusammen eine Configuration (64)»¢, 
indem durch jeden Punkt 28 R, gehen, und in jedem R, 28 Punkte 





*) Géttinger Nachrichten, August 1889 ,,Ueber das Analogon der Kummer’- 
schen Flache fiir p= 3‘. Fiir beliebiges »: Wiener Monatshefte fiir Math. u. 


Physik, I. Jahrgang. ,,Ueber eine Verallgemeinerung der Theorie der Kummer'- 
schen Fiache etc.“ 
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liegen. Es geht bei 64 Collineationen und in dem 1. c. niher er- 
lauterten Sinne bei 28 + 36 reciproken Umformungen des R, in sich 
iiber, so dass sowohl die Collineationen fiir sich als auch die Reci- 
procititen zusammen mit den Collineationen eine Gruppe bilden. 

Von den 64 Reciprocitiiten sind die den 28 ungeraden Charak- 
teristiken zugeordneten Nullsysteme, diejenigen, welche den 36 geraden 
Charakteristiken entsprechen, dagegen Polarsysteme. — 

Denken wir uns nun D(w; §), was nach dem vorigen Paragraphen 
méglich ist, als quadratische Function von 8 linear unabhiingigen 
Sigmaquadraten hergestellt, und ersetzen wir die letzteren durch die 
Coordinaten #,%,...%, des Punktes im R, und bezeichnen das Resultat 
dieser Substitution mit F’, so ist durch 
(49) F(a; &) =0 
eine Correspondenz zwischen dem R, und der Ebene der C, hergestellt. 

Jedem Punkt der Ebene entspricht dadurch im allgemeinen eine 
6-fach ausgedehnte Mannigfaltigkeit 2 Ordnung im R, und jedem 
Punkt des R, ebenso eine Curve 6 Ordnung in der Ebene. Den 
Punkten der M,?4 entsprechen dann gerade die Curven D(w; ) = 0. 

Speciell entsprechen denjenigen Punkten der M,4, fiir welche 
p(w) verschwindet, zerfallende C,, welche aus der C, und einer Doppel- 
geraden der Ebene bestehen. 

An diese Siitze wird ein genaueres Studium der /,** anzukniipfen 
haben. 


Die Entwicklung der R(w; A, B). 


Wir wenden uns nun zur weiteren Untersuchung der Functionen 
R(w; A, B). Nach § 18a. E. werden dieselben fiir die 


t 
a 
W; -|{ 2; AD, 
“ 


proportional zu A? B2 — A,? B?. Da nun bei festgehaltenem u 
R(w; A, B) als Function von ¢ betrachtet 12 Nullstellen haben 
muss, die obige Formel aber nur 7 von w verschiedene ergiebt, so 
miissen ausser « =? noch weitere vorhanden, eventuell diese letztere 
mehrfach zu zihlen sein. Aber aus Formel (27) folgt im Verein mit 
(35), dass R(w; A,B) den Factor Q*(u, ¢) enthalten muss. Wir 
setzen daher fiir die obige specielle Form der w 

(50) R(w; A, B)=c’. (A? B? — A? B?) Q*(u, 6) 

und erkennen durch Betrachtung der beiderseitigen Dimension in den 
A, B,a und ¢, dass c’ lediglich eine numerische Constante ist. Daraus 
ergiebt sich R zuniichst als eine wngerade Function der w. 
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Lassen wir nun u und ¢ unendlich nahe zusammenriicken, so geht 
die rechte Seite tiber in 


c’ A, B,(ABa) ai do,,. 

Daraus erhalten wir in bekannter Weise als Anfangsglied der Ent- 

wicklung von R(w; A, B) 
(51) c’ Ay By(ABa) a,° 
also die Jacobi’sche Determinante von A,,”, B,*, ay'. 

In der That kénnte der Ausdruck (51) nur um ein Glied a,, a,' 
von dem Anfangsgliede abweichen. Dann miisste aber a, eine Co- 
variante sein, welche linear in den Coefficienten von A,,?, B,? und 
w wire. Eine solche giebt es aber nicht. 

Fiir die folgenden Glieder ergiebt sich, dass sie wegen der Be- 
deutung von R(w; AB) Covarianten der C, und Combinanten der 
Kegelschnitte A,,?, B,,? sind vom Typus 

Sn-8 1 #12 Smt 
O(a, A, B, w), 
wo die tiber den Buchstaben gesetzten Zahlen wie friiher den Grad 
in den wirklichen Coefficienten (und nicht in den Symbolen) bedeuten. 

Uebrigens sind die R(w; AB) ungerade, mit den 6(2w) gleichiindrige 
Jacobi’sche Functionen 4 Grades und darum linear durch die 28 un- 
geraden Sigmafunctionen der doppelten Argumente darstellbar. 


§ 34. 
Die Jacobi’schen Functionen vom Typus R. 


Soll nun die Entwicklung einer ungeraden Jacobi’schen Function 
4'en Grades, welche mit den o(2w) gleichindrig ist, mit Gliedern 
5 Ordnung in den w; beginnen, so werden den 28 verfiigbaren Con- 
stanten 13 lineare Bedingungen auferlegt, und es giebt somit 15 solche 
linear unabhingige Functionen*). Aber unsere 15 Functionen R(w; AB) 
R(w; BC), R(w; AC) etc. sind linear unabhiingig zufolge ihrer Be- 
deutung, und man hat also den Satz: 

Alle ungeraden mit den 6(2w) gleichiindrigen Jacobi’schen Func- 
tionen, deren Entwicklung mit Gliedern 5” Ordnung in den w beginnt, 
sind linear durch die 15 Functionen darstellbar, welche aus R(w; AB) 
entstehen, wenn man fiir A,*, B,? die 15 Combinationen zu zweien von 
6 linear unabhingigen Kegelschnitten setzt. 


*) Dass es nicht mehr als 15 solche Functionen giebt, vermag ich hier nur 
dadurch zu begriinden, dass im Gegenfalle das dann erforderliche Verschwinden 
von Determinanten 13'* Ordnung Relationen zwischen irgend 13 Doppeltangenten 
vorstellen wiirde, welche mit dem gruppentheoretischen Charakter des Problems 
der 28 Doppeltangenten unvertriiglich wiren. 
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Solche Jacobi’sche Functionen sollen kurz als vom Typus R be- 
zeichnet werden. ine lineare Combination der 15 R(w; AB) ete. 
reprisentirt gleich Null gesetzt einen linearen R,-complex, in welchem 
diejenigen R, unseres Systems liegen, welche zu Quadrupeln und w; 
gehéren, fiir welche die lineare Combination der 15 R verschwindet. 
Wir kénnen also sagen: 


Jeder Jacobi’schen Function J vom Typus R gehirt im R; ein 
linearer R,-complex zu, welcher die oo? R,, fiir deren zugehirige w 
J =0 wird, aus unserm co® System ausschneidet. 


Betrachten wir nun die Relationen zwischen den R(w; AB), so 
sehen wir, dass sie in zwei Classen zerfallen. Die eine Classe ent- 
halt diejenigen Relationen, welchen die Coordinaten eines beliebigen 
R, geniigen (§ 11). Die andere Classe enthilt solche, die unser 3-fach 
unendliches R,-system definiren (§ 14). Fiihren wir nun statt der 
viz, Oder der ihnen proportionalen R(w; AB) 15 lineare, unabhingige 
Combinationen derselben als R,-coordinaten ein, betrachten wir also 
»Complexcoordinaten“ des R,, so bleibt die obige Scheidung der Rela- 
tionen aufrecht. 

Wir kénnen also sagen: 


Zwischen 15 linear unabhidngigen Jacobi’schen Functionen vom 
Typus der R bestehen zwei Classen von Relationen. Die Relationen 
der einen Classe sagen aus, dass man die 15 Functionen als Complex- 
coordinaten des R, im R, interpretiren darf, die andern definiren ein 
dreifach unendliches R,-system, welches mit dem durch die ri (ay et) 
erzeugten identisch ist. 

Das R,-system im R, hat also fiir die Jacobi’schen Functionen 
vom Typus der R dieselbe Bedeutung wie die M,** fiir die Sigma- 
quadrate. 

Im Falle p= 2 entsprechen den Jacobi’schen Functionen vom 
Typus der R diejenigen ungeraden Jacobi’schen Functionen 4 Ord- 
nung zweier Variablen, welche mit den hyperelliptischen 6(2w) gleich- 
andrig sind und mit Gliedern dritter Ordnung in den w; beginnen. 
Vier linear unabhiingige Functionen dieser Art liefern als Ebenen- 
coordinaten im R, interpretirt, die zur Weddle’schen Fliiche der Kegel- 
spitzen *) reciproke Fliiche, und dieses Gebilde ist hiernach als Analogon 
unseres R,-Systems zu betrachten. 

*) Die Beziehungen dieser Fliche zu den hyperelliptischen Functionen hat 
Herr Schottky in Betracht gezogen (Crelle’s Journal Bd. 105): Ueber die Be- 
ziehungen zwischen den 16 Thetafunctionen von zwei Variabeln. Vgl.auch Caspary, 
Comptes rendus 1891, I. pg. 1356. Ich werde mir erlauben, gelegentlich auf diese 
hier beriihrte Analogie zuriickzukommen. 
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§ 36. 
Das R,-System und die M5’. 


Die im Vorigen beriihrte Analogie tritt noch schirfer hervor, wenn 
man auf die Gleichung der F’, in R,-coordinaten Riicksicht nimmt. 

Dieselbe wird in der Symbolik des § 20 
(52) 3K, (w; §,§) —2K(w, &,) =0, 
wenn wir mit K,(w; &,&) die zweite Polare von K(w; &, &) nach y 
in Bezug auf — genommen verstehen. 

Da sich die linke Seite als Jacobi’'sche Function 2'" Grades, welche 
fiir «w= 0 verschwindet, durch 7 solche Functionen linear darstellen 
lasst, so erscheinen die F’, in den R, unseres Systems als entsprechend 
ausgeartete quadratische Mannigfaltigkeiten eines 6-fach unendlichen 
linearen Systems solcher Mannigfaltigkeiten im R,;, genau so wie die 
Kegel, deren Spitzen die Weddle’sche Fliche erfiillen, als die aus- 
gearteten eines dreifach unendlichen Systems im R, erscheinen. 

So wie nun die Abbildung der Weddle’schen Kegelspitzenfliche 
nach Herrn Reye*) auf die Kummer’sche Fliche dadurch zu Stande 
kommt, dass man das oo* System von F’, auf den Punktraum bezieht, 
wo dann die den Kegeln des Systems entsprechenden Punkte die 
Kummer’sche Fliche erfiillen, so kann man auch hier eine Beziehung 
zwischen dem R,-system und der M,”* dadurch herstellen, dass man 
die 7 Jacobi’schen Functionen, mit deren Hilfe man die linke Seite 
von (52) darstellt, als Coordinaten im R, der M,™ betrachtet. Die- 
selben definiren dann einen Strahl, welcher den den Argumenten w,;— 0 
entsprechenden Punkt mit dem den Argumenten w; entsprechenden 
verbindet, 

Das System der F, in den R, im R, ist dadurch also linear 
auf die Projection der M,™* aus dem Punkte w; = 0 bezogen. 

Diese Beziehung ist derjenigen der Kummer'’schen Flache auf die 
Weddle’sche Kegelspitzenfliche ganz analog, nur insofern unvoll- 


kommener, als wir nicht die M,** selbst, sondern nur deren Projection 
erhalten. 


§ 36. 
Die Erledigung des Umkehrproblems. 


Die Formeln der §§ 21 und 22 geben aber nun auch bereits die 
explicite Lésung des Umkehrproblems, wenn wir nur noch die Gréssen 
c,c’ in (47) und (51) gleich 1 setzen und dann fir die dort als Formen 
der Coordinaten der Quadrupelpunkte definirten Gréssen die nunmehr 
erhaltenen proportionalen Functionen der w; einsetzen. 


*) Geometrie der Lage, II. Aufl., pg. 250, 
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Unter der genannten Voraussetzung besteht nimlich die aus § 22, 
(34) hervorgegangene Normirung des ¢,,, ‘da fiir 


t 
W; = | xdo, 
“ 


und w=a2, t=a+dz 
K(w; §n) = (Enz) do,’, 
R,.(w) = — 22,7 a, a,° da,°, 
wahrend (A,? B,? — A,? B?) fir 
A? = 21,t,, B? = 2t,t, 


libergeht in — 42,’ a, az°d@,, so dass fiir diesen Fall 


A=", vedo,’ 


wird, womit der § 22 gestellten Forderung 


y? 
A = i 
entsprochen ist. 
Dadurch ist nun eine bedeutend einfachere und _principiellere 


Lésung des Umkehrproblems erzielt, als bisher. In der That: 


Denken wir uns die vorgegebenen Werthe der w in die Reihen fiir 
K(w; &,), R(w, A, B) eingesetet, wnd diese berechnet, was theoretisch 
keine Schwierigkeit hat, da ja die Reihen bestiindig convergiren und die 
einzelnen. Glieder rational in den Coefficienten der C, sind, so liefert 
uns dann das Formelsystem der § 21 und § 22 die explicite Lisung des 
Umkehrproblems mit Hilfe der Functionen K(w;&n) und R(w; A, B) 
in rationaler Weise, indem wir in der That fiir jeden Punkt § der C, 
ein Kegelschnittbiischel angeben kinnen, dessen Basispunkte ein zu den 
w; gehoriges Quadrupel bilden, welches € enthiilt. 

Es ist dadurch aber auch gezeigt, dass mit Hilfe unserer Func- 
tionen sich jede rationale symmetrische Function der (wyzt), welche 
bei corresidualer Verschiebung ungeindert bleibt, muss rational her- 
stellen lassen, da ja der Hilfspunkt € des § 21 hierbei hinausfallen muss. 

Die Vortheile der hierdurch erlangten Liésung des Umkehrproblems 
sind einleuchtend. 

Erstens lassen sich nimlich die ndthigen Operationen an dem 
R,-System und der C, nach ihrer geometrischen Bedeutung bis in’s 
Kinzelne verfolgen, zweitens ist es nicht ndthig — weder bei der 
Bestimmung einzelner Constanten noch bei Bestimmung der Coeffi- 
cienten der Reihenentwickelungen — irgend welche, dem Problem 
fremde, algebraische Gleichungen zu lésen, was bei Benutzung der 
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Thetafunctionen unvermeidlich ist, und drittens erhalten wir die 
Punkte des einzelnen Quadrupels in einfachster Weise als Basispunkte 
eines wirklich berechneten Kegelschnittbiischels. 

Wir bemerken noch, dass die Formeln fiir ein System halber 
Perioden illusorisch werden, wegen des Verschwindens simmtlicher 
R(w; A, B). Aber dann liefert (52) als Classengleichung der in einen 
Kegelschnitt ausgearteten F, unmittelbar alles Nothige zur Erledigung 
der Aufgabe (§ 1 a. E., § 12). 

Man wird aber gerade wegen dieser Vortheile verlangen die Unter- 
suchungen der Reihenentwickelungen der K(w; &, 4) und R(w; A, B) 
weiter fortzusetzen und die allgemeinen Gesetze nach welchen ihre 
Glieder gebildet sind, aufzufinden. Dabei werden in erster Linie den 
Differentialgleichungen des Herrn Wiltheiss*) fiir die Thetafunctionen 
analoge Differentialgleichungen fiir die K und R heranzuziehen sein. 


Wien, am 3. September 1891. 


*) Géttinger Nachrichten 1889, Math, Ann. 37. 




















Sur la série hypergéométrique. 
(Extrait de deux lettres adressées 4 Mr. F. Klein). 


Par 


AnprE Marxorr a St. Pétersbourg. 


En comparant le résultat de ma note «Sur l’équation différentielle 
de la série hypergéométrique», publiée dans le tome XXVIII de Votre 
journal, avec le tableau des 24 intégrales de )’équation 


a(1—2) 78+ (y — (@+8-+1)2) 4% — apy =0, 


il est facile de conclure, que le produit de deux séries hypergéo- 
métriques 

F(a,a—y+1,a—B8-+1, x) - F(B, B—y+1, B—a+1, 2) 
se réduit & une fonction entiére de z, si 


e+p=—n 
et en méme temps 
1 1 3 1 
PO sy = a He RS Se 
Or au moyen des relations connues on peut présenter cette fonction 
entiére dans la forme 


(1—ay F(«, y—B, e—B+1, —*_)- F(6, yp—a, B—« +1, —*) 


x—1 








pour les valeurs de x négatives, et dans la forme 
1 ‘ 6 
Aa" F?(a, B, y, =) + Bavty4F?(a+1—y, B+1—7, 2—7, 5) 
pour les valeurs de x plus grandes que I’unité. 
Les constantes A et B sont telles, que leur rapport 


B_ FQ) FU—B)T(e+1—y) y? 
4 (2—y) F(y—8) F («) 





est positif. 
De 1a résulte que dans l’intervalle 

l1<rz<oaw 

cette fonction n’a point de zéros, 
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Et au moyen de Votre théoréme remarquable il est facile de 
déterminer les nombres N, et N, de ses zéros dans les intervalles 


etc O>2>—oo. 
Nous reproduisons les valeurs de N, et N, dans la table suivante, 


4 


O0<a4<1 


ou nous posons 


A. Marxorr. 


a>p=—I—l+6, y=—k+t, 0<6K<1, 


26=—s-+t, 





Les conditions | 


. e¢o@ 





» 
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S we dt> tt 





Ik>Il 





2)k<l>n—k 


3)n—k>l 





n+ 1 
Hl, vo ; 








1) k ost 





‘ n—1 
2)k <-> 














n 
lV. l = 2 


INk>=> 








0O<t<1, s=—Ooul, 
/=<=un nombre entier positif: 

a anti. 
1—(—1* | 1—(~-1) 
ae: mee 

| 
2k—-) +s = 
9 wife 1)'-*+s — (—1)-etet 
i) 
Toad va) |2(n—k—l)+s 
2k—n—1-+s l—s 
| 
l—s | n—2k—1+s 
2k —n 0 
| 
s i 
| 0 n— 2k 


2Qk<r 


On verra de cette table, que la somme 


N, +N, 


nest égale & » > 2 que dans les cas, ot l'on a 





a—-Bp<2 
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Sur la série hypergéométrique. 


et en méme temps 


k=n on k=O. 

Maintenant je dois remarquer, que le résultat de ma seconde note 
«Sur l’équation différentielle de la série hypergéométrique», publiée 
dans le tome XXIX de Votre journal, peut étre exprimé ainsi: 

L’équation différentielle 

(+) a(1—a) 4 4 (y — (@+6+41)a) YY — apy —0 


n’admet une intégrale de la forme 


X (G5) + Yu Gb + 29° =O, 
X, Y, Z é&ant des fonctions entitres de 2, que dans les cas, od |’'un 
des nombres 
a,B,a—y,BpB—y 
est entier ou deux des nombres 


vty, @-B+y, e+8-74+5 
sont entiers. 

Dans tous ces cas, qui sont identiques aux «casus integrabiles» de 
Pfaff il est facile de trouver parmi les fonctions y, satisfaisantes a 
Yéquation (*), deux telles, que la dérivée logarithmique de leur pro- 
duit sera une fonction rationnelle de x... . 


St. Pétersbourg, le 31. déc. 1891. 


En désignant par 
Bay Bay 0 5M 
les racines de l’équation algébrique 
F(a, a—y+1, a—B+1, x). F(B, B—7+1, B—a+1, x) = 0 
ot 
« + 6 = — m (un nombre entier négatif), 


y— ; = —k (un nombre entier négatif). 








O0<k<n, 
et en posant 
= eS a 
Hy ty ++ tym P, L—1 w&—1 Tos 
—n+A —n—A 3—(— 1)" 
ie gel b= 8 2 -m<é, 


{n?—A?} {(n—1)?>—A2} {(n—2)?—A2)} ---{22—A2} (1—A?} = G, 
{(n—1)!-- A?} { (n—3)?— A*} {(n—5)?—A?}---{o?—A?*} A’ = H, 
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(w7—a,) (@—2,) +++ (G@—a%) = Z, 
au moyen des rélations, mentionnées dans ma lettre du 31. Déc. 1891, 
on trouvera 


P=(—1y & _ {(n—1)?— A®} { (n—3)*—A*} --- ((n—2k+1)?— A*} 








12. 32. 5%. - - (2k—1)® ? 
Q=(—1) G . {(m—1)?—A?*} { (m—3)*?—A?*}--+ { (2kK—n+1)* —A?*} | 
=e Ht —__ _ 1*.. 37 6--- @n—2k—1)* ; 


Or ayant égard a |’équation différentielle 
2(l—2)Z'Z’ — 222(1—2)Z"Z 
—a(2+(2n—2k—3)a)Z'Z \ — az p2(1— 2), 
+ (A?+-n(n—2k—1)2) ZZ 


facile & déduire, on obtiendra pour le produit des carrés des différences 
des racines 
ee 
de notre équation |’expression suivante 
P n—2 A” 
V(—1"" prt-l = 
Cette expression, dont le signe se détermine par Votre théoréme, est 


différente de zéro; car nous supposons, que A n’est aucun nombre entier, 
On peut étendre les formules précédentes aux cas 


A = + (nm+1), + (n+2), + (n+3),--- 
mais il faut exclure les cas 
haon@, 1, $2; ---, 220, 
quand une des séries 
F(a, a—y+1,e—f6+1, 2) et F(6, B-y»+1, B—a«+1, z) 


n’a pas de sens (ou ces séries sont identiques). 








St. Pétersbourg, le 13. Janvier 1892. 














Ueber Bewegung starrer Systeme im Fall cylindrischer 
Axenflachen. 


Von 


A. Scntnruies in Gottingen. 


Die Bewegung eines starren Systems ist fiir den Fall cylindrischer 
Axenflachen noch nicht genauer untersucht worden; sie ist aber, wie 
sich bei dem speciellen Charakter der Bewegung erwarten lisst, durch 
besonders einfache Gestaltung der Bewegungsgesetze ausgezeichnet. 
Im besondern midge bereits hier erwaihnt werden, dass sich eine 
eigenartige Analogie zu den Gesetzen der ebenen Bewegung einstellt, 
welche fiir beliebige riiumliche Bewegungen nicht vorhanden ist, Den 
Sdtzen iiber den Bresse’ schen Wendekreis und die Punkte stationdrer 
Kriimmung stehen némlich villig analog lautende Sdtze iiber die Punkte 
mit Wendeberiihrungsebenen und stationdren Schmiegungskugeln gegen- 
tiber (vgl. S. 326). 

Ein sehr einfacher Fall der genannten Bewegung ist bereits be- 
kannt; er stellt zugleich die einzige riumliche Bewegung besonderer 
Art dar, welche bisher Gegenstand einer eingehenderen Untersuchung 
gewesen ist. Sie ist dadurch definirt, dass jeder Punkt eine ebene 
Curve beschreibt, resp. bei der umgekehrten Bewegung jede Ebene 
bestiindig durch eimen festen Punkt geht. Diese merkwiirdige Bewegung 
wurde zuerst von Herrn Darboux als existirend nachgewiesen*); in 
jiingster Zeit ist sie von Herrn Mannheim ausfihrlicher untersucht 
worden.**) Die Axenflichen sind zwei Kreiscylinder, ihre Grundkreise 
sind identisch mit den Polcurven derjenigen einfachen Bewegung einer 
Ebene in sich selbst, bei welcher jeder Punkt eine Ellipse beschreibt. 

Diese Bewegung hat die Veranlassung zu den nachstehenden Be- 
trachtungen gegeben. Ich bemerke noch, dass die allgemeinen Siitze, 


*) Sur le mouvement d'une Figure invariable, C. R. Bd. 92, 8. 118. 

**) Etude d'une déplacement particulier etc., Rendiconti del circ. mat. di 
Palermo, Bd. 3, S. 131, sowie Sur le déplacement d’une figure invariable, Journ. 
de l'école polyt, Heft 60. 
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die im Folgenden abgeleitet werden, eine erste und zugleich einfache 
mechanische Erzeugung der beztiglichen Bewegung lehren, die bisher 
noch nicht bekannt gemacht worden ist. Wenn nédmlich ein ebenes 
Dreieck sich parallel seiner eigenen Ebene so bewegt, dass seine drei 
Ecken auf drei festen Ebenen laufen, so beschreibt jeder mit dem Dreieck 
fest verbundene Punkt eine Ellipse. Fir die umgekehrte Bewegung 
ergiebt sich ein Satz, welcher dem voraufgehenden dualistisch gegen- 
tibersteht. 

Ich gebe in § 1 die Entwickelung der allgemeinen Beziehungen, 
welche die Bahnpunkte mit ihren momentanen Schmiegungsebenen 
verbinden, leite auf Grund derselben in § 2 die Sitze iiber die Bahn- 
punkte stationirer Natur ab, und schliesse daran in § 3 eine einfache 
Darstellung der eben genannten speciellen Bewegungsform.*) 


§ 1. 
Die zwischen den Bahnpunkten und ihren Schmiegungsebenen bestehende 
cubische Verwandtschaft. 


1. Es seien ¢ und’ die Poleurven einer ebenen Bewegung, ferner 
sei c, die vom Punkte P der beweglichen Ebene ¢ beschriebene Bahn. 
Wir bezeichnen die Cylinderflichen, deren Basen resp. ¢, c’, ¢, sind, 
und deren Erzeugende auf « senkrecht stehen, resp. durch ©, ©’, &,, 
und nennen p diejenige Gerade der Fliche ©,, welche durch P geht, 
so wird fiir jede riumliche Bewegung, deren Axenfliichen © und 
sind, die Gerade p die Fliche ©, beschreiben. Der Punkt P durch- 
liuft daher eine auf ©, gelegene Curve. Wird noch eine zweite Fliiche 
F’, angegeben, auf welcher der Punkt P stets bleiben soll, so ist da- 
durch die von P beschriebene Curve und damit die gesammte Be- 
wegung vollstindig bestimmt. Die Bewegung besteht in dem RKollen 
und Gleiten des Cylinders © auf © und zwar hingt die Grosse der 
Gleitung von der Fliiche F', ab. Jeder Punkt von p beschreibt die 
nimliche Curve; um die Bewegung zu studiren, geniigt es daher im 
Allgemeinen, die Punkte einer zur Axenrichtung senkrechten Ebene 7 
ins Auge zu fassen. 

Die riumliche Bewegung von 2 und die ebene Bewegung von « 
laufen in der Weise einander parallel, dass jeder Lage von 2 eine 
bestimmte Lage von « entspricht, und umgekehrt. Die fiir die Be- 
wegung von = charakteristische Ebene 7 lassen wir am zweckmissigsten 


*) Fiir die in § 1 und 2 angezogenen Siitze, welche die allgemeinste Be- 
wegung eines unveriinderlichen Systems betreffen, vgl. man z. B. des Verfassers 
,Geometrie der Bewegung“ Leipzig, 1886, sowie Rodenberg, Ueber die wihrend 
der Bewegung projectiv veriinderlicher und starrer Systeme beschriebenen Curven 
und Fliichen, Gdttinger Nachr. 1888, 8. 176, 
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mit « zusammenfallen; nur ist alsdann jedesmal anzugeben, ob fiir 
einen Punkt P dieser Ebene seine riiumliche Bewegung oder seine 
Bewegung innerhalb « in Frage steht. Zu diesem Behuf werden wir 
die Doppelbezeichnung ¢, 9 meist beibehalten. 


2. Es ist vortheilhaft, einige Worte iiber die Bewegung der un- 
endlich fernen Ebene ¢,, voranzuschicken, Die Ebene ¢,, bewegt sich 
bei jeder beliebigen Bewegungsart des Systems Z in sich selbst; in dem 
vorliegenden Fall bleiben aber im besonderen drei ihrer Punkte wihrend 
der ganzen Dauer der Bewegung fest, nimlich der unendlich ferne 
Punkt Z,, der Axenrichtung, und die imaginiren Kreispunkte S,, und 
J,, der unendlich fernen Geraden von y. Es bleiben daher auch die 
durch sie bestimmten Geraden fest; wir bezeichnen sie durch h,, %,, 
jo wod zwar soll h,, die unendlich ferne Gerade der Ebene y sein. 
Die Bewegung der umendlich fernen Ebene ist daher — im nicht- 
euklidischen Sinne — eine Rotation um Z,,; jeder Punkt von ¢,, be- 
schreibt einen Kegelschnitt, resp. uichteuklidisch gesprochen, einen 
Kreis um den Punkt Z,. Fiir die Punkte der Geraden h,, i,, j, 
gehen die beziiglichen Kreise in die Geraden selbst tiber.*) 


Durch die eben angegebene Bewegung der Ebene «, ist die vor- 
liegende Bewegungsart hinreichend und vollstindig charakterisirt. 


3. Sind P, P,, P, irgend drei Lagen eines beliebigen Punktes P 
des beweglichen Raumes 2, so ist die durch sie bestimmte Ebene 2’ 
des festen Raumes &” diejenige Ebene, welche bei continuirlicher Be- 
wegung in die momentane Schmiegungsebene des Punktes P iibergeht. 
Zwischen den Punkten P und den Ebenen a besteht eine wmkehrbar 
eindeutige cubische Verwandtschaft; sie ist ein specieller Fall derjenigen, 
welche von Noether und Cremona ausfiihrlich behandelt worden 
ist. Die Fundamentalcurve sechster Ordnung von 2, deren Punkten 
in 2” eine Gerade, resp. der durch sie gelegte Ebenenbiischel ent- 
spricht, zerfillt bekanntlich fiir beliebige Bewegung von 2 in zwei 
Curven dritter Ordnung, deren eine in der unendlich fernen Ebene 
enthalten ist, wihrend die andere die als Wendecurve bekannte Raum- 
curve c® ist. Fiir die besonderen hier betrachteten Bewegungsarten 
lést sich, wie wir oben sahen, die unendlich ferne Curve in die drei 
Geraden h,,, i, j,, auf, wihrend gleichzeitig die Raumcurve c* in drei 
durch Z,, gehende Geraden zerfallt. Von ihnen bleibt aber nur cine 
im Endlichen; die andern beiden fallen mit 7, und j,, zusammen. Wir 
bezeichnen die erstere Gerade durch w und nennen sie die Wende- 
gerade, so folgt: 


*) Vgl. F. Klein, Ueber die sogenannte Nicht-Euklidische Geometrie, diese 
Ann. Bd. 4, 8S. 601, 


21* 
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Die Fundamentalcurve sechster Ordnung von Z reducirt sich auf die 
Wendegerade w, auf die zu ihr senkrechte unendlich ferne Gerade h,, 
und auf die beiden doppelt zu zihlenden Geraden i,, und j,. 

Durch diesen Satz ist die Natur der beziiglichen cubischen Ver- 
wandtschaft vollstandig gekennzeichnet. 


4. Die einander entsprechenden Gebilde der beiden Riume sind, 
der speciellen Natur der Fundamentaleurve gemiiss, von besonders ein- 
fachem Charakter. Ohne hierauf weitliiufig einzugehen, bemerken wir 
doch, dass der besondere Ebenenbiischel E* von 2’, welcher einer 
Geraden g von & entspricht, und die specielle Raumcurve r* von 2, 
welche einer Geraden g’ von 2’ zugeordnet ist, schon bekannt sind. 
Der Biischel E* ist von Halphen und vom Verfasser untersucht 
worden ;*) und was die Curve r* betrifft, so ist sie ein besonderer Fall 
derjenigen Curve dritter Ordnung, auf die unlingst von Herrn Hurwitz 
hingewiesen worden ist.**) Sind niimlich g,' 9g,’ g,’ irgend drei Lagen 
von g’ bei der umgekehrten Bewegung, d. h. also bezogen auf den 
Raum 2, so ist die Curve r* das Erzeugniss von drei congruenten 
Ebenenbiischeln mit den Axen g,’, g,', go. Sie ist daher der gemein- 
same Schnitt der drei von je zwei Biischeln bestimmten orthogonalen 
Hyperboloide H,,, H,,, H,,. Nun enthilt jedes dieser Hyperboloide 
eine Gerade uw, welche der zugehérigen Schraubenaxe parallel liuft, 
und auf einer Schaar von Kreisschnittebenen senkrecht steht.***) In 
dem vorliegenden Fall sind die drei beziiglichen Schraubenaxen parallel, 
daher ist den drei Hyperboloiden eine Schaar von Kreisschnittebenen, 
gemeinsam, und in jeder dieser Ebenen schneiden sich die beziiglichen 
Kreise in einem Punkte R von r*, sowie in den imaginiren Kreis- 
punkten. Die Curve r* liegt daher auf einem Rotationshyperboloid, 
dessen Axe der Schraubenaxe parallel ist, und ist in der That ein 
specieller Fall der von Herrn Hurwitz betrachteten Curve. Ihr un- 
endlich ferner reeller Punkt ist der unendlich ferne Punkt der 
Schraubenaxen. 


5. Einer beliebigen Ebene von & entspricht im Raum 2” be- 
kanntlich im Allgemeinen eine Fliiche dritter Classe. Ist die Ebene 
im besondern zur Axenrichtung senkrecht, so enthilt sie die Punkte 
S. und J,. Die beziigliche Fliche dritter Classe zerfillt daher in 
diesem Falle in drei Ebenenbiindel; zwei von ihnen haben S,, resp. 
J. als Scheitel. Den Scheitel des dritten Biindels bezeichnen wir 
durch S’, und erhalten: 


*) Sur le mouvement d’une droite, Bull. de la soc. math. de France, Bd. I, 
8.114. Ferner ,,Geometrie der Bewegung“, S. 120ff. und 187. 
**) Ueber eine besondere Raumcurve 3. Ordnung, Diose Ann. Bd, 30, 8. 291. 
**) Vgl. z. B, ,,Geometrie der Bewegung", 8. 112 ff. 
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Die Schmiegungsebenen aller Punkte einer beliebigen zur Axenrichtung 
senkrechten Ebene  schneiden sich stimmtlich in einem und demselben 
Punkt 8’. 

Die Projection irgend eines beliebigen Punktes P von JZ auf ¢ 
beschreibt in ¢ diejenige Bahn, welche dem Abrollen der Curve c 
von ¢ entspricht. Nun sei (Fig. 1%) W Ss’ 


derjenige Punkt der Ebene 9, welcher 
der Wendegeraden w angehért, so ist die 
Projection von W W, W, auf ¢ eine Gerade. 
Der Punkt W ist daher ein Punkt des 
Wendekreises von ¢, welcher den drei be- 
ziiglichen Lagen ¢, ¢,, €, zugehért. Nach 
bekannten Higenschaften der ebenen Be- 
wegung geht aber die Gerade, welche die 





drei beziiglichen Lagen des Punktes W we / 
von ¢ enthilt, durch einen bestimmten a alll 
Punkt S des Wendekreises, niimlich durch Fig. 1. 


den Wendepol; daraus folgt, dass die Gerade W W, W, die in S auf « 
errichtete Normale s trifft. Also: 

Der Punkt S’, in welchem die Schmiegungsebenen x’ aller Punkte 
P von » zusammentreffen, ist der Schnittpunkt der Geraden W W, W, 
mit der im Wendepol S auf’ ¢ errichteten Normalen s. 

6. Der Biindel 8’ der Ebenen 2’ und die Punkte P von y liegen 
in dem Sinne perspectivisch, dass jede Ebene 2 durch den ihr ent- 
sprechenden Punkt P hindurchgeht. Die Verwandtschaft beider Gebilde 
ist aber, wie wir sofort zeigen werden, nicht von der ersten Ordnung, 
sondern quadratisch. Um die Darstellung zu vereinfachen, wollen wir 
die Bezeichnung Wendepol und Wendekreis von der Ebene « auf die 
Ebene 9 iibertragen. 

Ist nimlich H* der Ebenenbiischel dritter Ordnung von 2’, welcher 
einer beliebigen Geraden g von 2 entspricht,**) so reducirt jeder 
Schnittpunkt von g mit einer der Geraden w und h, die Ordnung 
von E* um je eine Hinheit. Hiner beliebigen in  liegenden Geraden 
g entspricht demnach ein Kegel zweiter Classe, dessen Scheitelpunkt 
offenbar S’ ist, und es folgt in der That: 

Der Ebenenbiindel S' und die Punkte P von y stehen in einer 
sdeetlbaaaaaaaan Verwandtschaft. 


*) Die Ebene WSS’ hat man sich um WS in die Zeichnungsebene (e) 
umgeklappt zu denken. 

**) Mannheim meint (vgl. die erste der oben genannten Arbeiten, S. 143) 
dass fiir die von ihm betrachtete specielle Bewegung der Ebenenbiischel EH ein 
Kegel zweiter Classe ist. Dies ist jedoch ein Irrthum, In der That beweist Herr 
Mannheim nur, dass E* einen Asymptotenkegel 2. Classe besitzt. 
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Die Hauptpunkte von y sind W, %, und J,; jedem Ebenen- 
biischel von S’ entspricht daher in » ein Kreis. Nun bildet fiir jede 
durch s gehende Ebene 2’ die Projection der in ihr liegenden Punkte 
PP, P, auf « in dieser Ebene eine Gerade; daher entspricht im beson- 
dern demjenigen Ebenenbiischel, dessen Axe s ist, der Wendekreis von 
» resp. &. Im Anschluss hieran lisst sich auch der einem beliebigen 
Ebenenbiischel von S’ zugeordnete Kreis von 9 leicht bestimmen. Er 
geht nimlich durch W, durch denjenigen Punkt A, in welchem 7 
von der Axe des beziiglichen Ebenenbiischels geschnitten wird, und 
endlich durch denjenigen Punkt Z des Wendekreises, welcher zugleich 
auf der Geraden SA liegt. 

Die Hauptebenen von S’ bilden das Dreikant, welches von den 
Verbindungsebenen des Punktes S’ mit W, 3, und Jd, gebildet wird. 
Diejenige dieser drei Ebenen, welche allein reell ist, liuft parallel zu 
y durch S’; sie entspricht jedem Punkt der Geraden h, von » und 
soll durch 6’ bezeichnet werden. Der Kegel zweiter Classe, welcher 
einer beliebigen Geraden g von y entspricht, reducirt sich, falls g durch 
W geht, auf einen Ebenenbiischel erster Ordnung. Ist wieder Z der- 
jenige Punkt des Wendekreises, welcher auf g liegt, so ist die Ebene 
4’, welche Z und s enthalt, die dem Punkte LZ zugeordnete Ebene; 
die Axe a’ des Ebenenbiischels, welcher g entspricht, ist daher die 
Schnittlinie von 4’ und 6’. Die Axen a’ der Ebenenbiischel, welche 
den stimmilichen durch W laufenden Geraden g entsprechen, bilden 
daher einen Strahlenbiischel, welcher dem von den Geraden g gebildeten 
Strahlenbiischel projectivisch gleich ast. Hiernach kann die zu jedem 
Punkt P von y gehérige Ebene 2’ leicht angegeben werden. Man 
ziehe zu diesem Zweck die Gerade PW, und lege durch ihren 
Schnittpunkt Z mit dem Wendekreis und durch S ebenfalls eine 
Gerade; die durch S’ zu ihr gezogene Parallele ist die Axe von 2’; die 
durch sie und P gelegte Ebene ist daher die Schmiegungsebene von P. *) 

Um eine Anwendung hiervon zu geben, bestimmen wir den Kegel 
x*, welcher einer beliebigen Geraden g von y entspricht. Wir denken 
uns zu diesem Zweck die Gerade g von W aus projicirt, schneiden 
diesen Strahlenbiischel durch den Wendekreis von 4, und construiren 
denjenigen Biischel, dessen Scheitel S ist, wud dessen Strahlen die 
vorstehenden im Wendekreise treffen. Es seien p,, und p, die Strahlen, 
welche einem beliebigen Punkt P von g entsprechen. Ziehen wir nun 
durch S’ den Strahl p, parallel zu p,, so ist die von p, und P be- 
stimmte Ebene die Ebene x’; daher liefert der von p, beschriebene 
Strahlenbiischel mit der zu ihm projectivischen Punktreihe auf g den 
verlangten Kegel. 


*) Im Anschluss an die obigen Resultate ist es leicht, die Formeln her- 
zustellen, welche die Punkte P und die Ebenen xz’ mit einander verbinden. 
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Es mége nicht unerwihnt bleiben, dass die vorstehenden Resultate 
fiir jedes der beiden in Bewegung begriffenen rédumlichen Systeme 
Geltung haben. 


§ 2. 
Die Bahnpunkte von stationirem Charakter. 


7. Bewegt sich ein System beliebig im Raum, so giebt es in jedem 
Augenblick gewisse Punkte, welche Bahnelemente mit stationiren 
Kigenschaften beschreiben. Diejenigen Punkte, deren Tangente stationdr 
ist, bilden — wenn wir immer von den Punkten der unendlichfernen 
Ebene absehen — die schon oben genannte Wendecurve c*, die Punkte 
mit stationdrer Schmiegungsebene erfiillen eine Fliche dritter Ordnung 
F*, endlich Jiegen die Punkte mit stationdrer Kriimmungsaxe resp. 
stationérer Kriimmungskugel auf einer Curve k*, resp. einer Fliche F''. 
Ks fragt sich, wie sich diese Flichen und Curven fiir die hier be- 
trachtete Bewegung modificiren. 

Von der Wendecurve c* haben wir bereits gesehen, dass sie sich 
in drei Geraden auflést, von denen eine, die immer reell ist, nimlich w, 
im Endlichen bleibt, wihrend die beiden andern in’s Unendliche riicken. 
Die Geraden w bilden fiir den ganzen Verlauf der Bewegung eine 
Fliche, die wir durch {8 bezeichnen und die Wendefliiche nennen 
wollen. 

Um die Punkte mit stationdrer Schmiegungsebene zu finden, gehen 
wir von vier beliebigen Systemlagen 2, 2,, 2, 2; aus. Die dem 
Punkt P entsprechende Ebene PP, P, nennen wir, wie oben, 2’, 
ferner sei x” die Ebene P, P, P,, so fragt es sich, fiir welche Punkte 
P der Ebene y die Ebenen x’ und x” identisch sind. Nun bilden fiir 
alle Punkte P von y die Ebenen 2’ einen Ebenenbiindel mit dem 
Scheitel S’, ebenso bilden die Ebenen 2” einen Biindel mit S$” als 
Scheitel; die gesuchten Punkte sind daher diejenigen, deren Ebenen 
durch S’ und S” gehen. Dem Ebenenbiischel, dessen Axe S’S” ist, 
entspricht aber in 4, wie wir oben sahen, ein Kreis, welcher durch 
den Schnitt A von S'S” mit » sowie durch W und V geht, unter V 
denjenigen Punkt verstanden, fiir welchen V,V,V, eine Gerade 
bilden.*) Wir bezeichnen den Kreis durch ce. Gehen wir zu continuir- 
lichen Systemlagen iiber, so folgt: 

Die Punkte mit stationiirer Schmiegungsebene bilden in jedem Augen- 
blick einen Kreiscylinder, welcher die Fliiche 88 in der momentanen 
Wendegeraden beriihrt. Die Schmiegungsebenen selbst bilden fiir alle 


*) Auf dem Kreise liegen auch diejenigen Punkte U und 7’, fiir welche 
UU, U, resp. TT,T; eine Gerade bilden, 
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Punkte eines zum Kreiscylinder senkrechten Schnittes einen Ebenenbiischel 
erster Ordnung. Wir bezeichnen den Kreiscylinder durch ©. 

Fiir die ebene Bewegung der Ebene « in sich existirt in jedem 
Augenblick ein Punkt, dessen Bahn einen Undulationspunkt besitzt; 
in ihm bertihrt der momentane Wendekreis die Enveloppe aller 
Wendekreise. Es ist klar, dass der Kreiscylinder © eine durch diesen 
Punkt gehende Gerade enthiit. 

Nehmen wir noch eine fiinfte Lage 2, hinzu, so existirt auch ein 
Kreiscylinder ©,, welcher den vier Lagen 2, 2,, 2, 2, entspricht. 
Er enthalt die oben genannte Gerade v; sein Schnitt mit © besteht 
daher ausser in v in einer Geraden f, deren jeder Punkt sogar in allen 
fiinf Lagen in derselben Ebene bleibt. Also folgt: 

In jedem Augenblick giebt es eine Gerade, deren Punkte fiinfpunktig 
beriihrende Schmiegungsebenen besitzen; und 

Die Enveloppe aller Kreiscylinder © zerfillt in ewei Cylinderflichen 
von verschiedener geometrischer Bedeutung. Die cine besteht aus den 
Wendegeraden, die andere enthilt die Punkte mit fiinfpunktig beriihren- 
den Schmiegungsebenen. 

8. Um die Punkte mit stationirem Kriimmungskreis, resp. statio- 
nérer Kriimmungsaxe zu untersuchen, fassen wir wieder irgend drei 
Lagen 2, 2,, 2, in’s Auge. In dem Augenblick, in welchem das 
bewegliche System die genannten Lagen passirt, hat jeder Punkt eine 
bestimmte Normalebene; wir bezeichnen diese Ebenen durch 2’, 2,”, 2,”. 
Nun bilden bekanntlich die simmtlichen Punkte von Z in jedem Be- 
wegungsmoment mit ihren Normalebenen ein Nullsystem; daher stellen 
die Normalebenen 2’, z,’, 2,” aller Punkte von y drei collineare 
Biindel dar, und je drei entsprechende Ebenen, die sich in derselben 
Geraden schneiden, liefern die stationiire Kriimmungsaxe eines Punktes 
P von y. Solcher Ebenentripel resp. solcher Punkte von 9 giebt es 
bekauntlich sechs. Von letzteren sind in dem hier vorliegenden Fall 
drei unendlich fern. Niimlich die Normalebenen der unendlich fernen 
Geraden h, von y bilden einen Ebenenbiischel, dessen Axe h” die 
momentane Schraubenaxe ist; daher sind die Axen h’, h,”, h,” parallel. 
Es giebt mithin in diesen Ebenenbiischeln drei Tripel von Ebenen, 
welche durch dieselbe Gerade gehen, es bleiben daher nur noch drei 
im Endlichen gelegene Punkte der betrachteten Art tibrig, also folgt: 

Es giebt in jedem Augenblick im Allgemeinen drei im Endlichen 
gelegene Geraden, deren Punkte eine stationire Kriimmungsaxe besitzen. 
Wir bezeichnen die drei Geraden durch k, 1, m. 

Sind wieder 2, 2,, 2,, 2, vier verschiedene Systemlagen, so 
bilden diejenigen Punkte P, deren beziigliche Normalebenen 2’, z,’, 
,*, a,” sich in demselben Punkte schneiden, wenn wir die System- 
lagen beliebig nahe riicken lassen, die Punkte mit stationdrer Kriim- 
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mungskugel. Ist g eine beliebige Gerade von y und sind g’, g,”, 92”, 95” 
die Axen der zugehdérigen Biischel von Normalebenen, so giebt es 
bekanntlich vier Punkte von g, deren entsprechende Ebenen sich in 
demselben Punkte treffen. Unter ihnen ist stets der unendlich ferne 
Punkt von g enthalten, da seine vier Normalebenen saimmtlich zur 
Axenrichtung parallel sind. Auch die Punkte %, und J, geniigen 
der Bedingung, also folgt: 

Die Punkte, welche eine stationdre Schmiegungskugel besitzen, bilden 
in jedem Augenblick eine Cylinderfliche dritter Ordnung &*, welche die 
Geraden i,, und j,, enthilt. 

Auf dieser Flaiche liegen auch die Geraden k, 1, m sowie die 
Gierade f; diese vier Geraden bilden mit 7,, und j,, den vollstiindigen 
Schnitt von &* und ©. Endlich liegen auch die Geraden k, , 1, , m, auf &°%. 

Fiigen wir zu den vier Lagen noch eine fiinfte 2,, so erhalten 
wir eine zweite Flaiche §,°; sie schneidet ®* in neun Geraden, zu 
denen #,, j. sowie k,,1,,m, gehéren. Die iibrigen vier Schnittgeraden 
liefern Punkte mit sechspunktig beriihrender Schmiegungskugel. Also 
folgt: 

In jedem Augenblick giebt es im Allgemeinen vier Geraden, deren 
Punkte eine sechspunktig beriihrende Schmiegungskugel besitzen. 

Die Enveloppe aller Flichen &°® zerfillt in zwei verschiedene 
Cylinderfliichen. Die eine enthiilt die Punkte mit sechspunktig beriihren- 
den Schmiegungskugeln, die andere besteht aus den Punkten mit statio- 
nirem Kriimmungskreis. 

9. Aus den vorstehenden Siitzen ergiebt sich in bekannter Weise 
eine keihe von Folgerungen fiir die umgekehrte Bewegung des Systems 
>" in Z, und alle so erhaltenen Resultate gelten insgesammt fiir die 
directe, wie fiir die indirecte Bewegung. Die fiir beide Systeme auf- 
tretenden Flaichen und Curven sind, wie der Verfasser nachgewiesen 
hat, durch einfache reciproke Beziehungen ausgezeichnet.*) Es hat 
keinerlei Schwierigkeit dieselben aufzustellen und mag deshalb unter- 
bleiben. Dagegen wollen wir noch die auf 8. 317 angedeuteten 
Analogieen zwischen den vorstehenden Gesetzen und denen der ebenen 
Bewegung etwas eingehender darstellen. Wir stellen zu diesem Zweck 
die einander entsprechenden geometrischen Gebilde und Sitze, wie 
folgt, kurz gegeniiber: 

Ebene Bewegung. Raumliche Bewegung mit cylin- 

| drischen Axenflichen. 

Die Poleurve c als Ort der | Die Cylinderfliche Y& als Ort 
Momentanpole C. | der Wendegeraden w. 


*) Vgl. Sur une loi de reciprocité dans la théorie du déplacement d’un 
corps solide, Cpt. rend. de l’Ac, des Sc. Paris, Bd. 101, 8. 150. 
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Der Wendekreis und auf ihm 
der Undulationspunkt U. 


| 
Die Enveloppe der Wendekreise | 
serfallt in die Polcurve c und in 
den Ort der Punkte U. 
Die Wendetangenten bilden einen 
Strahlenbiischel erster Ordnung. 





Die Geraden, welche ihre En- 
veloppen in Riickkehrpunkten be- 
rithren, bilden einen einfachen 
Strahlenbiischel. 

Die Punkte mit stationérem | 
Kriimmungskreis bilden eine Curve 
k’, welche die imagindren Kreis- | 
punkte enthiilt. 


A, Scaénruigs, 





Der Kreiscylinder © und auf 


ihm die Gerade f der fiinfpunktig 


beriihrenden Schmiegungsebenen. 
Die Enveloppe aller Cylinder & 
serfallt in die Fliche %& und in 
den Ort aller Geraden f. 
Die stationdren Schmiegungs- 
ebenen bilden einen Ebenenbiischel 


erster Ordnung. . 

Die Ebenen, welche ihre En- 
veloppen in Riickkehrebenen  be- 
rtthren, bilden einen einfachen 
| Ebenenbiischel. 

Die Punkie mit stationirer 


Kriimmungskugel bilden eine Cylin- 
derfliche &*, welche durch die zur 





| Axenrichtung senkrechten <magi- 
niren Kreispunkte geht. 
us. W. Uu Ss W. 
$3 
Die specielle Bewegung, bei welcher jeder Raumpunkt eine Ellipse 
beschreibt. 


10. Haben drei Punkte A, B, C einer zur Axenrichtung senk- 
rechte Ebene 9 die Eigenschaft, sich in Ebenen «’, p’, y’ zu bewegen, 
die nicht durch dieselbe Gerade gehen, so ist dies von allen Punkten 
zu folgern. Sind niimlich wieder Y, 2,, 2, 2; irgend vier System- 
lagen, so miissen die oben (7) mit S’ resp. S” bezeichneten Punkte, 
die den Systemlagen 2, 2,, Z, resp. 2, 2, 2,, entsprechen, beide in 
den Schnittpunkt von a’, B’, y’ fallen. Nun geht die Ebene PP, P, 
durch S’ und P, P,P, durch S”, also sind beide Ebenen identisch, 
und es folgt: 

Bewegt sich ein ebenes Dreieck parallel seiner Ebene so, dass seine 
drei Ecken auf drei festen Ebenen laufen, so bewegt sich jeder mit dem 
Dreieck fest verbundene Punkt auf’ einer Ebene. 

Mit dem Ebenenbiindel, welches die den Punkten P von y ent- 
sprechenden Ebenen x’ enthilt, bleibt auch die quadratische Verwandt- 
schaft zwischen den Ebenen x’ und den Punkten P unverindert be- 
stehen. Es ist demnach auch der Punkt W ein fester Punkt von 7; 
jeder Punkt der Geraden w beschreibt daher eine Gerade. Ferner 
muss (Fig. 1) auch demjenigen Ebenenbiischel, dessen Axe s auf 4 
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senkrecht steht, ein fester Kreis von 9 entsprechen, welcher stets 
durch S und W geht. Dieser Kreis ¢ ist der Wendekreis von «. Ist 
also L ein beliebiger Punkt dieses Kreises, so steht seine Ebene 4’ auf 
y senkrecht und die in ¢ liegende Bahn von L ist eine durch S 
gehende Gerade. Die der raiumlichen Bewegung parallel laufende Be- 
wegung der Ebene « in sich (S. 2) ist daher dadurch definirt, dass 
sich jeder Punkt Z des Kreises ¢ auf einer durch S gehenden Geraden 
bewegt; sie ist daher diejenige bekannte Bewegung einer Ebene in sich, 
bei welcher jeder Punkt P eine Ellipse EZ, beschreibt. Fiir die ent- 
sprechende riumliche Bewegung durchliuft daher jeder Punkt P die- 
jenige Ellipse, in welcher die Ebene x’ den itiber E, als Basis stehenden 
elliptischen Cylinder schneidet. Also folgt: 

Bewegt sich ein ebenes Dreieck parallel mit sich selbst so, dass seine 
drei Ecken in drei festen Ebenen laufen, so beschreibt jeder mit dem 
Dreieck fest verbundene Punkt eine Ellipse; fiir alle Punkte einer auf 
é senkrechten Geraden w gehen die Ellipsen in gerade Linien iiber. 

Fiir die beziigliche Bewegung der Ebene « in sich ist der Kreis ¢ 
gleichzeitig die Poleurve; die feste Polbahn ist ein Kreis ¢’ von doppeltem 
Radius, auf welchem ¢ von innen rollt. Ueberdiés ist S der Mittel- 
punkt dieses Kreises, Die Axenflichen sind die zugehdrigen Kreis- 
cylinder, also folgt: 

Soll sich ein System X so bewegen, dass jeder Punkt eine ebene 
Curve beschreibt, so kann dies nur so geschehen, dass ein Kreiscylinder 
S von S auf einem festen Kreiscylinder von doppeltem Radius von innen 
abrollt, und zugleich lings desselben so gleitet, dass irgend ein Punkt P 
von = in einer festen Ebene x’ bleibt.*) 

Die Uebertragung der vorstehenden Sitze auf die umgekehrte Be- 
wegung, bei welcher jede Ebene bestiindig durch einen festen Punkt 
geht, resp. einen Rotationskegel umhiillt, vollzieht sich ohne Schwierig- 
keit. Es kann daher unterbleiben, die beziiglichen Siitze besonders 
auszusprechen. 

11. Es ist von Interesse, zu priifen, wie sich fiir die vorliegende 
Bewegungsart die oben untersuchten Flachen und Curven der Punkte 
mit stationiren Bahnelementen specialisiren. Zunichst ikt klar, dass 
der Bedingung der Flaichen © jeder Punkt geniigt; es kann sich daher 
nur um die Punkte mit stationirem Kriimmungskreis handeln. Es sind 
dies diejenigen, welche momentan Scheitelpunkte ihrer Ellipsen passiren, 
mit andern Worten, es fragt sich, welches ist in jedem Augenblick 
der Ort der Endpunkte der Hauptaxen aller Ellipsen. Augenscheinlich 


*) Hier wird der von Darboux bewiesene Satz, dass die Axenfliichen 
cylindrisch sein miissen, vorausgesetzt. — Uebrigens kénnen die Radien beider 
Kreiscylinder auch den besonderen Werth Null annehmen; die directe und um- 
gekehrte Bewegung werden alsdann identisch. 
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muss es solcher Punkte innerhalb jeder Ebene ¢ unendlich viele geben, 
waihrend im allgemeinen Fall nur drei solcher Punkte in ¢ vorhan- 
den sind. 

Wir fassen wieder irgend drei Systemlagen 2, 2,, =, in’s Auge. 
Fiir eine beliebig in ¢ liegende Gerade g bilden die momentanen Normal- 
ebenen die drei projectivischen Biischel g’, g,”, g.”. Die Biischel g’ 
und g,”, resp. g,” und g,” erzeugen je ein Hyperboloid. Diese Hyper- 
boloide haben in dem hier vorliegenden Falle die besondere Eigenschaft, 
dass die entsprechenden Erzeugenden einander parallel sind; die Er- 
zeugenden , welche einem Punkte P von g entsprechen, sind niimlich 
beide auf der Ebene 2’ senkrecht. Die beiden so bestimmten Regel- 
schaaren sind projectivisch und treffen beide dieselbe Gerade g,”; es 
giebt daher auf g in jedem Augenblicke zwei Punkte mit stationirer 
Kriimmungsaxe. Da auch die unbeweglichen unendlich fernen Kreis- 
punkte %, und J, als Punkte mit stationirer Kriimmungsaxe auf- 
zufassen sind, so bilden alle diese Punkte in y einen Kreis. Derselbe 
geht durch W, also folgt: 

Diejenigen Punkte, welche Endpunkte von Hauptaxen ihrer Ellipsen 
durchlaufen, befinden sich in jedem Augenblick auf einem Kreiscylinder, 
welcher die Gerade w enthiilt. 

12. Es eriibrigt noch, zu zeigen, wie sich, wenn die Bewegung 
des Dreiecks gegeben ist, die momentane Schraubenaxe und die 
weitéren Bestimmungsstiicke der 
Bewegung in jedem Augenblick 
construiren lassen. 

Es seien, (Fig. 2) wie oben, 
A, B, C die Ecken des Dreiecks, 
und «@’, B, y’ die zugehdérigen 
Ebenen ; ferner sei wieder S’ der 
Schnittpunkt dieser Ebenen und 
S seine Projection in der Drei- 
ecksebene «. Die Kanten der 
von «’, B’, y’ gebildeten drei- 
seitigen Ecke seien a, b, c, end- 
lich sollen A,,.B,,C, ihre Schnitt- 
punkte mit 9 sein, so dass 
A, B,C, dem Dreieck ABC um- 
schrieben ist. Nun entspricht 
dem Ebenenbiischel, dessen Axe a ist, in 4, wie wir oben sahen, der 
durch A,, B, C gehende Kreis k,, und dieser Kreis enthilt tiberdies W; 
daraus folgt: 

Die drei Kreise ka, ko, ke, welche durch A,, B, C; B,, C, A, und 
C,A,B gehen, schneiden sich stimmtlich im Punkte W. 








Fig. 2. 
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Fiir diejenige Ebene v des durch a gehenden Ebenenbiischels, welche 
zu » normal ist, liegt der zugehérige Punkt N auf dem Wendekreis 
von 9 resp. é, andrerseits ist dieser Punkt der Schnitt des Kreises k, 
mit SA,, also folgt: 

Die Punkte Na, No, Nc, in denen die Kreise ka, ky, ke, von SA,, 
SB,, SC, geschnitten werden, liegen mit W und S auf einem und dem- 
selben Kreise; dieser Kreis ist die Poleurve der Ebene y.*) 

Der Punkt S ist der Wendepol fiir die ebene Bewegung, also ist 
der zweite Endpunkt des durch S gehenden Durchmessers von ¢ der 
momentane Drehungspol der ebenen Bewegung; die in ihm auf « 
errichtete Normale ist also die momentane Schraubenaxe. Gleichzeitig 
ist S der Mittelpunkt der festen Polbahn. Endlich ist zu bemerken, 
dass mit dem Kreise c, wie oben (6) gezeigt wurde, auch die zu jedem 
Punkte P von « gehérige Ebene x’ unmittelbar bestimmt ist. 

13. Will man die vorstehende Bewegung genauer verfolgen, so 
ist der nachfolgende Gang der Untersuchung besonders zu empfehlen. 
Da fiir einen Punkt P von 2 die zugehérige Bahnebene 2’ beliebig 
gegeben werden kann, so ist 
es zweckmissig, hierfiir einen 
ausgezeichneten Punkt auszu- 
wihlen. Wir nehmen dazu 
(Fig. 3)**) den Mittelpunkt 
des Kreises c. Derselbe be- 
schreibt bei der Bewegung der 
Ebene « in sich einen Kreis 
um § als Mittelpunkt. Wir 
betrachten ferner als Ausgangs- 
lage des riumlichen Systems 2, 
resp. der Ebene ¢, diejenige, 
fiir welche M den tiefsten Punkt 
seiner Bahn passirt, so ist die 
in Mauf SMerrichtete Normale 
m die Schnittlinie der Ebene uw’ mit der Ebene «é resp. y und es ist 
MS die Projection der grossen Axe der von M beschriebenen Ellipse 
E,, auf «. Der Punkt W fallt fiir diese Lage mit dem Drehungspol 
O zusammen, so dass SMW eine Gerade bilden. Ferner ist ersicht- 
lich, dass auch der Cylinder © seinen tiefsten Stand hat, dass er, 
wenn er einmal auf ©’ abgerollt ist, seinen héchsten Stand hat, und 
dass alle Bewegungsverhiiltnisse fiir die beiden Phasen, welche dem Auf- 
und Niedergange des Cylinders © entsprechen, symmetrisch verlaufen. 

















*) Fir den rein geometrischen Inhalt dieses Satzes beachte man, dass S ein 
beliebiger Punkt ist. 
**) Vgl. die Anmerkung zu Fig, 1. 
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Man leitet hieraus leicht ab, dass es auf der Geraden MS einen 
Punkt giebt, dessen Babn ein Kreis ist. Nimlich fiir die Ellipse eines 
jeden Punkts P dieser Geraden ist eine Hauptaxe der zu MS senk- 
rechten Richtung parallel, wihrend die andere in der durch MS 
gehenden Normalebene liegt. Die Axen der von P bei der ebenen 
Bewegung in « beschriebenen Ellipse sind resp. 

a=SP und b=OP; 
bezeichnen wir nun den Neigungswinkel der Ebene 2’ gegen ¢ durch 
@, so folgt, dass 


a,=SP:cospm und 6, =—OP 
die Axen der von P bei der raumlichen Bewegung durchlaufenen 
Ellipse sind. Wenn daher fiir den Punkt K 
SK = OK cosk 
ist, so beschreibt K einen Kreis. Mit Hilfe der Gleichung 
SKigk=SMigu 
findet sich fiir k der Werth 


cetg 2 =2ctg u=ctg S’OS 


woraus sich der Winkel & und damit der Punkt XK leicht construiren 
lisst. Je nachdem 
2 etg u21 resp. S’S$2a 

ist, wo 2a der Durchmesser des Kreises ¢ resp. des Cylinders © ist, 
liegt K zwischen M und S oder jenseits S, und wenn im besondern 
2 ctg w= 1 resp. S’S = 2a ist, so ist S selbst der Punkt, welcher 
einen Kreis beschreibt. In diesem Fall liegt der Kreis in einer Ebene, 
die auf WS und auf der Zeichnungsebene senkrecht steht. 

Es ist leicht ersichtlich, dass K der einzige Punkt von y ist, der 
einen Kreis beschreibt. 

Der Punkt XK liegt stets auf dem in 11. betrachteten Kreis, welcher 
alle Punkte enthilt, die momentan Scheitel ihrer Ellipsen passiren. 
Da dieser Kreis auch W enthilt, so bedarf es nur noch eines dritten 
Punktes um ihn zu bestimmen. Am einfachsten scheint es, den von 
W verschiedenen Punkt des Wendekreises, resp. der Poleurve ¢ zu 
ermitteln, welcher ihm angehért. Ist # der Winkel, um welchen die 
Poleurve ¢ auf der Polbahn c’ abgerollt ist, und 4 der von Null ver- 
schiedene Winkel, welchen ein beliebiger Punkt LZ dieses Kreises mit 
der Anfangslage der Geraden L W bildet, so ist derjenige Drehungs- 
winkel #, welcher der Scheitellage des Punktes LZ entspricht, wie eine 
einfache Rechnung zeigt, durch die Gleichung 

sin # 


sin @a— @) = (2 ctg H)? 
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bestimmt. Damit ist fiir jeden Augenblick ein dritter Punkt des 
Kreises bekannt. 

14. Wir geben endlich noch, um die eigenartige cubische Ver- 
wandtschaft auch analytisch zu kennzeichnen, die Formeln an, welche 
die Punkte P mit den Ebenen z’ verbinden. Dazu wihlen wir O 
als Anfangspunkt eines rechtwinkligen Coordinatensystems, nehmen 
die Schraubenaxe als z-Axe, die in ¢ liegende Polbahntangente als 
x-Axe und die Normale der Poleurven als y-Axe. Bezeichnen wir nun 
die homogenen Punktcoordinaten durch 2, y, 2, t, die homogenen 
Ebenencoordinaten durch u,v, w, 7, so bestehen zwischen ihnen, wie 
sich auf Grund der in § 1 abgeleiteten Siatze ohne Miihe ergiebt, 
folgende Formelf: 

ou =hat’, 
ov =hyf*, 
ow =t(a’?+y’+2dyt), 
or = h(at-+y?)t + 2(a?-+y24 2dyt), 
in denen h die Strecke SS’ und 2d den Durchmesser des Kreises c 
bedeutet. Aus ihnen folgt duch Auflésung 
ox = 2uw(hw—dv), 
ey = 2vw(hw—dv), 
oe = (r—hw+dv) (w+), 
ot = w(u?+v’). 
Die Fundamentalcurve des Raumes 2 zerfillt demnach in der oben 
angegebenen Weise in die beziiglichen vier Geraden, wihrend die 
Fundamentaleurve des Raumes 2’ aus den sechs durch die Gleichungen 
“= 0, vo= 0, 
w=0, hw—dv—r=—0O0, 
w=, utiv=0, 
w=0, u—iv=(Q, 
hw—dv=0, u+iv=0, 
hw—dv=0, u—iv=0 


dargestellten Geraden besteht. 


September 1891. 











Sui gruppi di sostituzioni lineari con coefficienti appartenenti 
a corpi quadratici immaginari. 


Di 


Lurat Brancnt a Pisa. 


Prefazione. 
La presente Memoria tratta dei gruppi di sostituzioni lineari; 


, az 
o en stt 
sopra una variabile complessa z, i cui coefficienti a, 8, y, d percorrono 
tutti i numeri imteri di un corpo quadratico immaginario Q, assogget- 
tati alla sola condizione 
(2) ad — By = 1.*) 
Essa @ una continuazione del lavoro da me pubblicato nel Vole XXXVIII 
di questi Annali, ove gia @ indicata la generalizzazione, che qui 
trova il suo effettivo svolgimento. **) 

Ogni numero intero o frazionario in Q ha la forma: 


(3) m+ inyD, 


*) E visibile la ragione perché, studiando il gruppo totale (1) in cui i 
numeri interi «, 6, y, @ sono legati dall’ unica equazione (2), ci restringiamo 
alcaso di un corpo quadratico immaginario. In un corpo quadratico reale, ed in 
ogni altrocorpo di numeri algebrici di grado superiore, esistono infatti numeri 
interi, diversi da zero, con modulo piccolo quanto si vuole. Tali gruppi, con- 
tenendo sostituzioni infinitesimali, p. e. della forma z’=2z-+ 8, sono quindi 
impropriamente discontinut e non ammettono la rappresentazione geometrica di 
per altro separare da questi gruppi dei sctto gruppi propriamente discontinui. 
Poincaré. Si puo’ E’ appunto allo studio di sottogruppi di questa specie, pelcaso 
di un corpo quadratico reale che il Sig" Fricke ha dedicato tre interessanti 
lavori pubblicati nei Vol' 38° e 39° di questi Annali,. Per i corpi di numeri 
lIgebrici di grado superiore ci troviamo qui davanti ad un promettente campo 
di ricerche affatto inesplorato. 

**) Veggasi la nota del Sigt Picard nel Vole 38° di questi Annali e la mia 
nota del 5, Luglio 1891 nei Rendiconti della R*Accademia dei Lincei, — Le 
citazioni che si riferiscono alla mia memoria nel Vol 38° dei presenti Annali 
saranno segnate con (A). 
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- 


dove D @ un numero razionale intero positivo @ privo di fattori 
quadrati ed m, -indicano numeri razionali variabili, Fra i numeri 
della forma (3), se non e’ D =3 (mod. 4) sono interi algebrici quelli 
soltanto in cul m, ® rappresentano numeri interi ordinarii. Ma nel 
caso D = 3 (mod. 4) sono anche interi quei numeri (3) pei quali m, 
sono ciascuno la meta di un numero intero ordinario impari. Riuniamo 
i due casi ponendo 








o = 1+VD 4, Dp = 38 (mod. 4), a= iD in totti gli altri casi; 


il nostro gruppo G comprende allora tutte le sostituzioni (1) a determi- 
nante «d — By —1, nelle quali a, 6, y, 0 percorrono i numeri della 
forma m-—+ na, essendo m, » interi ordinarii. 

Nella prima parte di questo lavoro, giovandomi della rappresen- 
tazione geometrica del Sig" Poincaré (Acta Mathematica Bd. 3) e del 
principio dell’ ampliamento del gruppo per riflessione, principio il cui 
sviluppo @ dovuto principalmente al Sig" Fricke, fisso gli effettivi 
poliedri fondamentali per gli undici seguenti valori di D: 


D =1, 2,3, 5, 6, 7, 10, 11, 13, 15, 19. 


Per i gruppi G corrispondenti, colla effettiva determinazione del 
poliedro fondamentale, resta altresi dimostrato che basta ogni volta 
un numero finito di sostituzioni elementari a generarli. Pel caso generale 
la risoluzione delle questioni corrispondenti deve rimanere riservata a 
studi ulteriori. 

Una circostanza notevole si osserva nei poliedri fondamentali qui 
determinati. Se diciamo vertice singolare di un tale poliedro un vertice 
situato sul piano &y, 0 all’ infinito,*) in ciascuno dei poliedri fonda- 
mentali per i nostri gruppi, dopo |’ampliamento per riflessione, si trova 
che: Il numero dei vertici singolari eguaglia il numero delle classi 
degli ideali nel corpo quadratico corrispondente. Tale proprieta sembra 
intimamente connessa coll’ altra, dimostrata ai §§ 2, 3, secondo la 
quale il detto numero rappresenta anche il numero delle classi dei 
numeri frazionarii in 2. Ne segue che nella rete di poliedri, che da 
la divisione della meta superiore dello spazio corrispondente al gruppo 
considerato, tutti e soli i punti del piano §y, indici di numeri frazio- 
narii in Q, figurano come vertici di poliedri della rete. 

Nella parte seconda, seguendo il metodo del libro del Sig" Klein ,**) 
iL) 

2 ? 


come gia ho fatto nella memoria precedente pei casi (1,7), (1, 


*) Nella determinazione metrica non-euclidea sono questi effettivamente 
tutti e soli i vertici a distanza infinita. 

**) (Klein-Fricke) Vorlesungen iiber die Theorie der elliptischen Modulfunc- 
tionen. II. Abschnitt, 3. Capitel. 
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stabilisco la teoria delle forme quadratiche di Dirichlet e di Hermite 
con coefficienti e variabili interi nel corpo 2. Qui la presenza dei 
vertici singolari introduce qualche nuova difficolta, che si riesce per 
altro facilmente a superare. 

La parte terza @ dedicata allo studio di una particolare classe di 
forme quadratiche, sulle quali vengono eseguite le sostituzioni del 
gruppo riproduttivo di una forma indefinita di Hermite. Questa teoria 
raggiunge per le funzioni automorfe, corrispondenti al detto gruppo, 
lo stesso effetto che quella delle forme quadratiche ordinarie per le 
funzioni modulari nella teoria della moltiplicazione complessa delle 
funzioni ellittiche. Riserbandomi di ritornare in seguito su questo 
argomento, rimando, per la trattazione di un caso particolare, al terzo 
lavoro testé citato del Sigt Fricke. 


Parte 1*. 
Gruppi e poliedri fondamentali. 


§ 1. 
Discontinuita’ propria del gruppo pei punti fuori del piano £&». 


A base delle nostre ricerche poniamo, come nel lavoro antecedente, 
la rappresentazione geometrica del Sigt Poincaré per le sostituzioni 
lineari 
(1) fm EE, ad — By = 
le cui formole occorre qui ricordare. Distendiamo i valori della variabile 
complessa ¢ = § + im sul piano §y e aggiungiamo ai due assi coordi- 
nati O€, Om un terzo asse O§€ ortogonale ad ambedue. Ad ogni 
sostituzione (1) facciamo corrispondere univocamente una trasformazione 
della meta superiore € > 0 dello spazio, per la quale ogni punto 
(E7£) si trasporta nel punto (€’7'§’) le cui coordinate sono date dalle 
formole:*) 

Fi _ ayo +2ady + 2B yo + B95, 
07 Yo + 2790 + 2709 +99,’ 

gf me SOY + M0%9 + eBoy + Bod 
’ x ¥0 + 2x99 + 2 ¥09 +99, ’ 


Q* lo + 2 & By + Zoo 8 + B Bo 
Oxo +279 + 2709 + 49y ” 


: aa a 
is ex Yo + 29) + 2709 + 4 dy’ 


Qz= 





*) Secondo la notazione di Hermite, l’indice zero apposto ad una quantita’ 
complessa ne indica qui, come sempre in seguito, la coniugata. 








" 


Li 


ta’ 








Lineare Substitutionen mit ganzen complexen Coefficienten II. 335 


ove si @ posto: g? = §?-+ x? + €?, 9’? — £24 »’2-+ €"2. Si osservera 
che pei punti del piano 0 queste formole si riducono all’ unica 
formola (1). 

Considerando ora la totalité delle sostituzioni (1) appartenential 
nostro gruppo G, diremo equivalenti rispetto a G due punti p, p’ della 
meta superiore R dello spazio, se vi ha in G una sostituzione che 
trasporti p in p’. Poiché nel corpo Q non esiste manifestamente che 
un numero finito di numeri interi con modulo inferiore ad una quantita 
arbitraria fissa, nel gruppo G non sono contenute sostituzioni infini- 
tesimali, Dalle ricerche generali di Poincaré (1. c.) segue quindi che 
nell’ intorno di ogni punto in R*) fuori del piano &y il gruppo G 
é propriamente discontinuo, cio@ un intorno sufficientemente piccolo 
del punto non contiene alcuna coppia di punti equivalenti fra loro. 

Ma senza riferirci al teorema generale di Poincaré daremo qui 
una dimostrazione diretta di questa proprieté affatto analoga a quella 
che il Sigt Hurwitz ha fatto conoscere pel gruppo modulare.**) 

Prendiamo due coppie arbitrarie di piani paralleli ai piani coordi- 
nati nf, €€ e siano 

E=1, E=m, y=l', g=m 
le loro equazioni e del prisma |indefinito racchiuso da questi quattro 
piani consideriamo la regione (V), situata in R al di sopra del piano 
ft=—eé 
parallelo al piano §y, essendo ¢ una quantita positiva, arbitrariamente 
piccola, fissa. Dimostreremo il teorema, che include la proprieta 
enunciata: Nella regione (V) definita’ dalle diseguagliange 


l < 3 < m, U i | < m’, 4 > é, 
non pud esistere che un numero finito di punti equivalenti ad un dato 
punto p = (Ent) in R. 
Sia infatti p’ = (&’'¢’) un punto di (V) equivalente a p= (én) 
e sia (° B una sostituzione che porta p in p’, talche valgono le 


formole (2). La quarta di queste, ‘essendo per ipotesi §° < ¢, ci da: 


OY %o + 279) + M9 + 90, < £ 
ovvero 


(3) S97 + (v2+9) (Yo%+%) < =- 


La somma del primo membro consta di due termini essenzialmente 
positivi ed essendo &, y, €, ¢ quantita fisse, ne segue subito che il 





*) Con R si indicher&’ sempre la meta superiore £ > 0 dello spazio. 


**) Grundlagen einer independenten Theorie der Modulfunctionen. Math. 
Avnalen Bd. 18. 


22° 
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numero intero y nel corpo quadratico 2, e conseguentemente 0, non 
pud avere che un numero finito di valori compatibili colla (3). Sia 
y’, 0 una tale coppia di valori, che a causa della relazione 


(4) ar «ten 
dovranno essere inoltre primi fra loro. Se «’, 6’ @ una coppia speciale 


di valori per «, 6 che soddisfano la (4), ogni altra tale coppia @ data 
dalle formole 


asa +ky’, B=p +k’, 
dove & @ un intero arbitrario in Q.*) Se sostituiamo questi valori di 
a, B nella 1° delle (2), troviamo: 


g! an SE 8 by + re FH 
ey Yo +27 '8y + 0d + 9'do 
e poiché la 1* parte della somma nel 2° membro é fissa mentre la 
parte reale e il coefficiente dell’ immaginario in 2’ debbono giacere 
fra i rispettivi limiti assegnati 1, m; 1’ m’, ne concludiamo che il 
numero intero k e conseguentemente ciascuno dei numeri a, 6 non 
pud assumere che un numero finito di valori. Cosi adunque il numero 
delle sostituzioni supposte @ necessariamente limitato c. d. d. 
A complemento della proprieta dimostrata aggiungiamo il teorema: 
Appena D > 3, nella regione di R definita dalle disequaglianze 
wagel, «St <qe. 


~ 


€>1 


non esiste aleuna coppia di punti equivalenti. 
Se @ possibile, sid 5) una sostituzione di G che porti il punto 
? 
p = (&m&) di questa regione nel punto p’ = (§7'f’) della regione 


stessa. Abbiamo per ipotesi 


t>1, €>1, w<h; 


ma per la 4* delle (2) 


1 y 
FE Me + Ge (Ve+8) (Yo +9), 


onde yy, < le perdDOy =O. A causa di ad — By —1, non esistendo 
nel corpo 2, per D > 3. che le due unita + 1, si ha necessariamente 
a=—=-+-1, d=-+ 1 e la sostituzione supposta avrebbe la forma 


+ in = § +in+ B; 


*) Da (a—a’)d’ = (6—8’)y’ segue in fatti che y’ dividendo il prodotto 
del 1° membro ed essendo primo con d’ divide a—«’ etc. 



























Lineare Substitutionen mit ganzen complexen Coefficienten II. 337 


ma giacendo &, & fra i limiti —F+ e $+ ed 4, 9 fra i limiti 
mI e 4 (i limiti esclusi), deve essere B = 0 e perd fs 5) 

= ead. 
@ Pidentita e i due punti coincidono, 


§ 2.*) 
Equivalenza dei numeri frazionarii in Q. 


* 7 » ° . ° a 
Scrivendo un numero frazionario in Q sotto la forma 3? essendo 


a, b interi in 2, intenderemo sempre che esso sia sotto forma irredu- 
cibile, che cioé a, b non abbiano un divisor comune realmente esistente 
in Q. Salvo per quei corpi Q2 nei quali esistono solo ideali principali, 
cid non implica affatto che a, b siano primifra loro, ma soltanto che 
Videale P massimo comun divisore di a,b non sia un ideale principale 
ne ammetta un tale ideale per divisore. Al contrario quindi di quanto 
a 
bb’? d 
possono essere eguali senza che siaa=-+-c, b=-+ d.**) Ora supposta 


accade nei corpi pili semplici, due frazioni ambedue irreducibili 


Yeguaglianza = 7 sia P ideale massimo comun divisore di a,b e Q 
quello di ¢, d; avremo: 
a= PA, b=PB; c=QC, d=QD, 

essendo A, B, C, D coppie di ideali primi fra loro. Da AD = BC, 
essendo A primo con B, segue che A divide C come inversamente C 
divide A e perrO A=C e similmente B= D; dunque: Gli ideali 
P, Q moltiplicati pel medesimo ideale A danno ideali principali e sono 
quindi fra loro equivalenti. 
a PA . ‘ ‘ 
p= pp im cui P sia 
Yideale massimo comun divisore di a, b, ove sia Q un ideale qua- 
lunque equivalente a P possiamo sostituire l’altra eguale i= oon 
nella quale il massimo comun divisore del numeratore e del denomi- 
natore é lideale Q. 

Cid posto, se diciamo equivalenti rispetto a G due numeri frazionarii 


> - in Q quando siano fra loro legati dalla relazione 


Inversamente ad ogni frazione irreducibile 





*) Le denominazioni di questo paragrafo e dei seguenti sono quelle date 
dal Sigt Dedekind nella sua Teoria dei numeri interi algebrici, come @ esposta 
nell’ Appendice alle lezioni di Dirichlet. 


i+iV5 38 
o * tie 


“*) Per es, nel campo (1, ; /) le due frazioni eguali 


sono ambedue irreducibili. 
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aS +8 


a _ © 
rz+8 


a, 





vw 
essendo (: 6) una sostituzione in G, stabiliamo subito il teorema: 
? , 
Se la frazioni - sono equivalenti, gli ideai P, P’, che sono 
rispettivamente il massimo comun divisore di a, b e di a’, b, sono 
altrest equivalenti fra loro. 

Si ha infatti © SET ET LE e poich? ogni ideale che divida si- 
multaneamente a, b divide anche «a + Bb e ya + 0b, come inversa- 
mente ogni ideale divisore comune di aa + Bb, ya + 0b divide anche 

d(aa + Bb) — B(ya+ db) =a, 

— 7(aa + Bb) + a(ya + 0b) =}, 
la proprieta enunciata risulta da quanto é detto superiormente. Ora 
andiamo a dimostrare inversamente: Se nelle due frazioni irreducibili 


? a gli ideai P, P’, che per ciascuna frazione rappresentano il 


massimo comun divisore del numeratore e del denominatore, sono equi- 
valenti, anche le due frazioni sono fra loro equivalenti. 


. . a a 7 — 
Come abbiamo visto, alla frazione = possiamo sostituirne un’ altra 


eguale per la quale P’, venga surrogato da P, sicché é@ lecito supporre 
senz’ altro P’ =P. Noi dimostreremo allora che le due frazioni 


a @ ‘ : : - — 
b? py Sono equivalenti ad una medesima terza frazione e quindi 
fra loro. 


. . . . . a . . . 
Osserviamo in primo luogo che alla frazione > possiamo sostituirne 


un’ altra equivalente aoe nella quale il denominatore sia reale. 


Basta percid prendere p. e. a, 6, y, 0 reali assumendo y, 6 in guisa 
che ya + 0b sia reale, cid che evidentemente @ sempre possibile. In 
seguito supporremo dunque che sia b reale. 


Tratteremo distesamente il caso di a=i/ D, altro caso a= er 


per D = 3 (mod. 4) comportando una trattazione del tutto analoga. 


§ 3. 
Continuazione. 


L’ideale P, come modulo finito, pud ricondursi ad una hase di 
due termini e sia questa [a,, @,], dove dunque «@,, @, sono interi in 
Qe tutti i numeri in P si ottengono dall’ espressione fa, + wa, 








i ll 


“ 


, i? 
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percorrendo ¢, w i numeri interi razionali. Sia ora m il pid piccolo 
numero razionale (intero) e positivo in P; avremo 


m= pa, + qa, 
dove i numeri razionali interi p, q saranno primi fra loro, giacche, 
se avessero un divisor comune 0 > 1, anche >< m si troverebbe 
in P. Prendiamo ora due interi (razionali) p’, q’ che soddisfino alla 
condizione pq’ — pq = 1 ei due numeri 
m=pe,+qa,, r+isVD=—p'a,+q'a, 


costituiranno una nuova base di P, talché potremo scrivere 


P=(|m,r + isyD), 
essendo m, 7, s interi ordinarii. Ma poich? P @ un ideale, i due 
numeri i/ Dm, iY D(y +isYD) debbono pur trovarsi in P e si 
avra percid : _ 

iVDm=pm+q'(r+isyD), 
iVD(r + isVD) =pm+ q(r+isyD), 
dove p, q, p, g’ sono nuovamente razionali interi. Queste ci danno 
m=q's,; r=—ps, pma+qr—=—sD, r=q's; 
dalle due prime segue che s divide simultaneamente m,r e perd ogni 
> irreducibile dovremo 


avere s = -+ 1 e senza alterare la generalita potremo fare evidentemente 
s=1. Cosi le seconde danno 


(1) r+ D=——pm 


numero in P, in particolare a, b, quindi, essendo 


per tal modo la base di P @ ricondotta alla forma [m, r + iV D] ove 
r? = — D (mod. m). Idue numeri 


a=a,+ia~D, b=b, 
appartenendo a P hanno la forma 
(2) a=hm+a,(r+ifD), b=h'm, 


ove h, h’, a, souo interi razionali, Dimostreremo che si possouo trovare 
in Q quattro interi a, B, y, 0 tali che si abbia 


(3) a=a(rtifD)+ Bm, b=y(r+ifD) +m 
e inoltre 


(4) ad — py = 1, 











340 Lurie: Brancut. 


. . . . -, @& 
dopo di che il nostro teorema sara provato risultando con cid 


b 
equivalente alla frazione dd » che dipende solo dall’ ideale P.*) 


Scindendo a, B, y, d nella loro parte reale ed immaginaria, poniamo 
a=a,+ieVD, B= 6,+ip,VD, y=7,+inVD, 
6=0,+ i0,/D. 

Per soddisfare le (3) dobbiamo anzi tutto determinare «, y dalle 
congruenze 
(a, + ia,VD) (r + iVD)= a, (r + iV D) 
(y; + i7,VD) (rv + iVD) 0 
che si scindono nelle altre 
ra, — Da,=ra, . ry, — Dy, = 0 , 
a+ rma= o, (mod. m), { ¥, + ry, = 0 (mod, m), 


In ciascuna di queste coppie di congruenze pud omettersi la prima, 


che, a causa di r? = — D (mod. m), @ una conseguenza della seconda; 
cosi dobbiamo porre 


(mod. m), 


ll 


(5) a,—a,—ry+ms, a—y, y= mi—ru, y,—=Uu, 


essendo x, y, ¢, wu interi reali. Dopo cid le (3) ove si sostituiscano 
per a, bi valori (2) e per @,, @,, y,;, 7. i valori precedenti danno 


(5*) B, =h—py—rz, p,=——a2, 0,=h—pu-—rt, d,——t. 
Ora la condizione (4) si scinde nelle due 


e — Da,d, — By, + Dey, = 1, 

0, 0, — Bry, — Bo, = 95 

queste sostituendovi i valori (5), (5*) si traducono nelle due seguenti 
equazioni lineari nelle incognite x, y, t, u: 


{(hm--ayr)t + (a,p—hr)u — hima + l’'ry=h'a, — 1, 
a,t+hu—hy=0 


Se nella prima sostituiamo ad h’y il valore tratto dalla seconda, 


r-+iVD ee . 
*) Il punto - ob é, per la (1), indice della forma quadratica a deter- 
minante — D: 


mat — 2ray — py’; 
la forma opposta 


mx? + 2ray — py* 
corrisponde precisamente nel senso di Dedekind (Dirichlet, Zahlentheorie 3, Auf- 
lage § 176) all’ ideale P. Queste due forme sono primitive (di 1* specie) Cf. ibid. 
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vediamo che restano da determinarsi z, ¢, « in guisa che risulti sod- 
disfatta l’equazione 


(6) (hm+2a,r)t + a,pu — h'maz =h'a, — 1 
e insieme la congruenza 
(7) a,t + hu =0 (mod. h’), 


dopo di che il teorema sar& provato. Considerando anche la (6) come 
una congruenza rispetto al modulo h’, abbiamo il sistema simultaneo 
(8) (hm+2a,r)t+a,pu=—1, a,t+hu=O0 (mod. kh’), 
che ammette certamente soluzioni se il determinante 

hm + 2a,r, ap! 


| = 4 Za. —_ 2 
a, - -] h(hm+2a,r) — a.*p 


@ primo con hk’, Ora si dimostra con facilita che cid avviene necessa- 
riamente per l’ipotesi ammessa che a, b abbiano appunto per massimo 
comun divisore Videale P, onde segue che ogui numero in P, in 
particolare m, si pud porre sotto la forma 4a-+ wb, essendo 4, u 
interi in. Dovremo dunque avere per convenienti valori interi reali 
Gi Ay, Ay, My» Me? 

(ham+ a,r-+ia,VD) (a4, +ia,VD) + h'm(u,+iu,VD) =m, 
ossia 

(hm+a,r)a, — Da,a, + hima, = 0, 
a, 4, + (hm+ayr)a, + hima, =. 

Da queste eliminando successivamente 4,, 4, e dividendo ogni volta 
per m risultano le altre: 
{h(hm+2a,r)—a2p)4,—= hu+ar+ho, 
{h(hm+2a,r) — a,.?p| 4, = — a, + ht, 
essendo 6, t razionali interi. Un divisor comune di h(hm-+2a,r) — ay*p 
e di h’ dividerebbe per le (9) anche a, —hm-+a,r e a, quindi 
anche a, b contro lipotesi. 

Sia ora ¢’, «’ una coppia di numeri che soddisfano le (8) e poniamo 

(hm+2a,r)t' + a,pu'’=We—1, at'+hu'’=Wd 
t=?) +hT, uw +0; 
allora la (7) @ identicamente soddisfatta e la (6), divisa per h’, diventa 
(hm+2a,r)T + a,pU — mz = a, — ¢. 
Questa @ certamente solubile in numeri interi poichée i tre numeri 
hm+2a,r, ap, ™m 

non hanno un divisor comune. E infatti essendo m, a, primi fra loro 
(perché altrimenti per le (2) anche a, b avrebbero un effettivo divisore 
comune) un tale divisore dividerebbe anche m, 27, p mentre come 


(9) 
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si @ osservato nella nota superiore, la forma quadratica (m, r, — p) 
® primitiva di 1* specie. 

Nel caso D =3 (mod. 4), @ = — vale una dimostrazione 
affato simile che bastera qui accennare. L’ideale P si ridurra in questo 
caso alla base [m, r-+ @] essendo 7? + r + = + : 
razionali interi. Avendosi ora 

a=hm+a,(r+@), b=him 
possiamo determinare i quattro interi x, y, ¢, w dalle equazioni 
{hm + (2r+1)a,}t — a,ku — h’'ma =h'a,— 1, 
at+hu— hy=0 





= mk, con m, r,k 


e ponendo 
adr an ida B=h—ra+tky— zo, 
y=—(r+lu+mti+uo , 6=—=h' —rt+ku—toa 
avremo 


a=a(rta@)+ pm, b=y(r+a)+dm, ad—py—1, 


cioe + risulta equivalente a rte che @ l'indice della forma quadratica 


primitiva di 2° specie 2ma? — 2(2r-+-1)xy + 2ky*, a determinante 
— D la cui opposta corrisponde all’ ideale P. 

Dimostrato cosi il nostro teorema, osserviamo che se ripartiamo 
i numeri frazionarii in Q in classi, ponendo nella medesima classe 
tutti e soli quelli che sono equivalenti fra loro, il risultato conseguito 
pud anche enunciarsi cosi: J! mwmero delle classi dei numeri frazionarii 
in Q eguaglia il numero delle classi degli ideali, cioé il numero delle 
classi delle forme quadratiche primitive a determinante — D se non é 
D = 3 (mod. 4), e invece il numero delle classi delle; forme primitive 
di 2* specie se D = 3 (mod. 4). 





§ 4. 

Discontinuita impropria del gruppo G pei punti del piano &». 

Il gruppo G, che abbiamo dimostrato essere propriamente discon- 
tinuo per i punti di R fuori del piano &y (§ 1), @ al contrario im- 
propriamente discontinuo nell’ intorno di ogni punto del piano &y. 
Esso non appartiene quindi alla classe di gruppi immediatamente 
utilizzabili per la teoria delle funzioni (gruppi automorfi), ma contiene 
bensi infiniti tali sottogruppi (fra i qaali una classe soltanto verra 
studiata nel presente lavoro.) 

L’ enunciata proprieta segue snbito dai risultato dei precedenti §§, 
giacché ogni porzione comunque piccola del piano &y contiene infiniti 























Lineare Substitutionen mit ganzen complexen Coefficienten II. 343 


punti indici di numeri frazionarii in Q e questi appartengono soltanto 
ad un numero finito-di classi. 

Ma senza. ricorrere al teorema generale del § 2, basta qui al nostro 
scopo riferirci a quella parte del teorema che riguarda |’equivalenza: 


c - . _ 
di due frazioni * o> qi Q, ove a, b, come ¢, d. siano primi fra loro. 


Stabiliamo nuovamente l’equivalenza di due tali frazioni perché le 
considerazioni relative ci saranno poi utili in seguito. 

Essendo a, b primi fra loro possiamo trovare in Q due interi a, B 
tali che sia af — ba = 1, come pure due altri interi y, d che soddisfino 


la condizione cd —dy —1. Le sostituzioni (3? 3)» ( s) di G 


trasportano quindi rispettivamente il punto 2 = oo in 2’ = t a y =< . 


Componendo dunque la seconda sostituzione coll’ inversa della prima si 
ottiene la effettiva sostituzione di G: 


(03) Gs) —(ép— 03; = Get 08): 


> x 
che trasporta > in [- 


Ora consideriamo in particolare le frazioni della forma ehiy = 


’ 
ove p sia un numero primo reale di cui — D sia non-residuo quadratico 
ed r,s due interi arbitrarii non divisibili simultaneamente per p. 
In queste frazioni il numeratore @ primo col denominatore perché 
r?>-+ Ds*? non @ divisibile per p; esse sono quindi tutte fra loro 
equivalenti. Ora, secondo il noto teorema di Dirichlet, esistono infiniti 
numeri primi p di questa specie e perd in ogni porzione del piano &y 


cadono infiniti punti, indici di quantita della forma stil? , che sono 


tutti fra loro equivalenti. 


g 5. 
Relazione fra i gruppi totali G, G’ nei campi (1, : 55498 =), (1, iV D) 
per D = 3 (mod. 4). 


Come gia abbiamo detto nella prefazione, il gruppo G@ di sosti- 
tuzioni lineari 
(1) am ete, ad —py=1, 
che noi consideriamo nel caso D = 3 (mod, 4) @ quello completo, ove 
i coefficienti percorrono tutti i possibili numeri interi della forma 


m-- “$e 


con m,% razionali interi. E chiaro per altro che se 
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nella (1) «, 6, y, 6 percorrono soltanto gli interi del campo (1,i/D), 
che entro il campo totale (1 . k +a?) forma un cosi detto ordine, 


avremo altresi un gruppo, che si indichera con G’, e sara contenuto 
in G come sottogruppo. Dimostreremo che G’ @ sottogruppo dindice 
finito in G; ne segue che, appena determinato il poliedro fondamen- 
tale per G, conosceremo altresi quello di G’. Baster& quindi limitarsi 
alla ricerca del primo poliedro, che sara in ogni caso pit semplice. 
La condizione perché un numero intero in 2 appartenga all’ ordine 
(1,i/D) si pud esprimere con una congruenza rispetto al modulo 2, 
essendo per cid necessario e sufficiente che il detto numero risulti 
congruo (mod. 2) con un numero reale. G’ @ adunque sottogruppo 
congruenziale di G, caratterizzato da cid che le sue sostituzioni sono 
congrue (mod. 2) con una sostituzione dei sei tipi seguenti: 


1 0\ (0 1) /1 1) /1 1) (0 1) #1 0 
0 1/ \1 OJ \0 1 10) (i) G4): 
Ne segue che se valutiamo il numero N di sostituzioni in G incongrue 
(mod. 2), indice del sottogruppo G’ di G sarad precisamente eguale a 
¥. Il numero N risulta diverso secondo che 
a) D=3(mod. 8), o b) D=T (mod. 8), 
casi che tratteremo quindi separatamente.*) Osserviamo che in ogni 


caso i quattro numeri 0, 1, o, 1+ @ formano un sistema completo 
di resti (mod, 2). 


Caso a) D=3 (mod. 8). Avendosi 
(2) ¢—a4 FEW 


? 


sussiste qui la congruenza w? =o + 1 (mod. 2) e la congruenza 

Ba = y(mod. 2) 
per i valori 1, @, 1+ @ di 8 e un valore arbitrario di y ammette 
ogni volta una sola soluzione. 

Ora le sostituzioni di G essendo assoggettate (mod. 2) all’ unica 
condizione «d — By == 1 (mod. 2) ne risulta che per quelle di esse 
in cui 6 =0 (mod. 2), @ pud assumere 4 valori incongrui e £ 3, la 
coppia scelta per @, B individuando ciascuna volta y. Abbiamo dun- 
que in G: 


4><3 = 12 sostituzioni incongrue con 6 = 0 (mod. 2). 
*) L’ultima ragione di questa differenza sta in cid che nel primo caso il 
iVD 
? 


® 
7 





‘ 1 
numero 2 é un numero primo nel campo (1, + 


) mentre nel secondo 
caso é scindile in fattori (ideali), 
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Se non é 0d =0 (mod. 2), possono si B che y assumere 4 valori 
incongrui e dai valori scelti per 6, y, 0 risulta individuato a; vi sono 
quindi in G: 4><4><3 — 48 sostituzioni incongrue con d=1, o, 
1 + @ (mod. 2). 

E poiché G, come ora si dimostrera, contiene effettivamente sosti- 
cuzioni di tutti questi caratteri (mod. 2) si vede che il numero N cer 
tato é eguale a 60 se D = 3 (mod. 8). 

Fra queste 60 sostituzioni scegliamo le due 


o 1+o 1 0 
4=(j °°), B=(i 4): 
osservando che G@ contiene certamente sostituzioni di questi caratteri 


(mod. 2). Per la 2°@ evidente e per la sostituzione A basta sostituirvi 
Yaltra congrua (mod. 2) esistente in G: 


a. . 8D+1 
r .* — se D = 3 (mod. 16), 


— 3@ » —2 
ovvero 


pie 1+o 


\ = ? — 


) se D = 11 (mod. 16). 


La sostituzione A, considerata (mod. 2), @ a periodo 5 e la Ba 
periodo 2 mentre la loro combinazione 


AB=(¢ ‘$4 


@ 


ha il periodo 3, Pel noto teorema del Sig' Dyck il gruppo generato 
da A, B consta ‘effettivamente di 60 sostituzioni ed, astrattamente 
considerato, coincide col gruppo dell’ icosaedro. 

Nel caso attuale adunque: G’ é sotto gruppo d’indice 10 in G ed 
ha in G la medesima giacitura che il gruppo diedrale di 6 sostituzioni 
nel gruppo dell’ icosaedro. Si osserverd che nello stesso tempo 
riconosciamo in G l’esistenza di altri sottogruppi d indice finito corri- 
spondenti ai varii sottogruppi dell’ icosaedro. 

Caso b) D=T (mod. 8). In forza della (2) sussistono qui le 
congruenze : 


a=o, (a+1?=a+1, wo(@+ 1)—0 (mod. 2), 
onde si rileva facilmente che la congruenza 
xy = k(mod. 2) 
ammette 9 soluzioni diverse per k=O, 3 soluzioni per k —@ o 
k=o@-+41, ed una soltanto par k—1. Dopo di cid si vede subito 


che il numero N delle possibili sostituzioni di G incongrue (mod. 2) 
& dato da N = 36. 
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Fra di esse consideriamo particolarmente le due 


4=(°T" o), B=( 1) 
a periodo 3 ciascuna e permutabili fra loro che generano quindi un 
gruppo [, colle 9 sostituzioni seguenti 


(GV) Go) CE" 6) 41) $1 °T’) 


@ l 1 oa+1\ /ao+1 @ 

1 a+l o-+1 @ @ o - 
Scriviamo esplicitamente le altre 27 sostituzioni ordinandole nel noto 
modo rispetto alla sostituzioni di [,: 


, 1) (1, 0) (0, 1\ (a, @+1\ fo+1, 1 = . 
(0; 1) (r 1) (3; 0) 1 @ )( ptt) bo +t t) 
(°4 +1, @ ) ( @ a hy @ + :*) 

, @a-+1/) \o 1, @ 

(¢° T CT” % @ (7 b) (? ») ¢ 1 ) ( ee. 

0, : 1, 0/ \1, a) \o, a+ 1) \o+1, ') 
Co $1) (oF, ° 3") PS % 1) 

. os 1) \o+1 @ ee 

(0 ) (? “+ ') (° + 1, b) (} o+ "i 4 +1, @ 
0, 1 1, sys 1, @ o ,@a+ 1) 
i2¢ oe SUR EET Ss 

o+1, 1 l,a+1/) \o+1, @ o 1)" 
Queste 36 sostituzioni, considerate (mod. 2), formano un gruppo nel 
quale [, @ contenuto quale sottogruppo eccezionale d’indice 4. Resta 
a verificarsi che G contiene effettivamente sostituzioni di tutti questi 


caratteri (mod. 2), per il che, esaminando il quadro superiore, vediamo 
che basta riscontrare in G Il’esistenza di una sostituzione congrua 


o~ 


(mod. 2) con % t 1, wo) questa si trova immediamente nella sosti- 


D+5 
. 1, 20 — —~—— ‘ bi les 
tuzione ' rh oe 4 ) Possiamo ora enunciare il risultato 
By @ 


finale : 

Il sottogruppo G’ di G ha Vindice 10 0 6 secondo che D=3 o 
D =T7 (mod. 8). 

Osservazione. In modo del tutto analogo a quello tenuto nel 
presente paragrafo per lo studio del sottogruppo G@’ di G, si pud 
procedere alla ricerca di quei sottogruppi G, di G, nei quali a, B, y, 0 
percorrono soltanto gli interi di un determinato ordine [1, k@], essendo 
k& un numero fisso razionale intero. In ogni caso G,, come sottogruppo 











co. 


ay 
co 
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congruenziale di G ha indice finito. Per tal modo ad esempio il caso 
in cui a, B, y, 6 percorrono gli interi della forma m+ in/D, ove D 
ammetta fattori quadrati si riconduce a quello da noi esclusivamente 
considerato in cui D é@ privo di tali fattori. 


§ 6. 
Doppio ampliamento del gruppo — Riflessioni. 

Fino adora abbiamo considerato nel corpo quadratico Q soltanto 

quelle sostituzioni 
, az + 6 

(1) eo? = 
con coefficienti interi il cui determinante @ eguale a 4+-1; ma @ 
chiaro che otteniamo un gruppo pid ampio [, se esigiamo soltanto 
che ad — By sia un’ unitd. Eccettuati i casi D=—1, D=3 nei 
quali vi sono rispettivamente 4 e 6 unita, abbiamo in effetto le due 
sole uniti +1 e perd G @ sottogruppo eccezionale d'indice 2 in [. 
Se riflettiamo poi che le sostituzioni (1) non sono alterate quando si 
moltiplichino i quattro coefficienti per un medesimo fattore e per 
questo prendiamo un’ unit&i, vediamo che lo stesso accade per D = 1, 
D = 3. Il gruppo [ formato da tutte le sostituzioni (1) con 


(2) ad — By =+1, 

condizione questa che nel caso D = 1 si sostituira coll’ altra 
ad —By=+1 0 ad— py=—+i, 

sara indicato nel seguito con 





+P) 
rév>) o fF * per D =3 (mod. 4) 
ed anche talora pil brevemente con [ ed @ di questo gruppo che 
particolarmente ci occuperemo. 

Procediamo ora ad un secondo ampliamento di [) ben pid im- 
portante pel nostro scopo, all’ ampliamento per riflessione (Erweiterung 
durch Spiegelung). Consideriamo percid insieme alle sostituzioni 
lineari dirette (o di 1* specie) sulla variabile z le altre 

,__ 
(3) io oh 
Z essendo la coniugata di z, sostituzioni che diremo di 2¢ specie. Le 
formole per la relativa trasformazione dello spazio si ottengono da 
quelle di Poincaré ((2) § 1) semplicemente scambiandovi ¢ con 4. 
Riguardando il mezzo spazio R come immagine (conforme) dello spazio 
a curvatura costante negativa, le prime trasformazioni rappresentano 
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un puro movimento e le seconde invece un tale movimento combinato 
con una riflessione o simmetria rispetto ad un piano. 

Se nella (2), (3) immaginiamoche a, 8, y, 6 percorrano tutti gli 
interi in Q che soddisfano alla condizione «d — By =-+ 1 (0 alle 
altre ad — By=+1, aod —By=—-+i per D=—1) otterremo un 
gruppo che indicheremo con 





14+4%VD 
revs), a3 ) o Fe, 
nel quale [ @ evidentemente contenuto come sottogruppo eccezionale 
dindice 2. 
Per la determinazione del poliedro fondamentale dei gruppi [” 
e [@) ha singolare importanza la ricerca di quelle sostituzioni di 2* 
specie in [™, che sono a periodo 2 cioé coincidono colla propria 
inversa. Queste sostituzioni si diranno riflessioni (Spiegelungen). Gli 
elementi per questa determinazione si trovano gia sviluppati da Fricke 
nel citato libro di Klein (p* 196 s.s), al quale qui ci riferiremo. 
L’inversa della sostituzione di 2* specie 


etB . .»_  —So%+Bo 


= -————- = 


yZo+9 Yo% — & 
e perché le due sostituzioni coincidano occorre che si abbia: 
—O,=—ka, Bp =kBp, y,—ky, — a, = kd 
dove k @ un fattore di proporzionalita. Lasciando per un momento da 
parte il caso D=1 sara ad — By = ad, — Byy, =-+ 1, onde risulta 
k*=1,k=—-+ 1. Si presentera dunque uno dei due casi seguenti 
1° —d=—a, B= 8B, mH= Y, —aQ=—d, 
2° 0, = «, bo = — B, Foe — 7; a = 0. 
Scindendo ciascun coefficiente nella sua parte reale ed immaginaria 
troviamo in [™, quando non ¢ D = 3 (mod. 4), i due tipi seguenti di 
riflessioni a 
Nee I; of — Mat iaVD) % +b, ’ 
€, % — (a, —ia,VD) 
Tipo I: 2’ — Lerch iaeVD) 20 + 0,VD 
- . ieVD2,+ (a,—iaVD) ’ 
dove a,, a, b,, ¢, sono interi reali che debbono corrispondentemente 
soddisfare alla condizione: 
I*) a?+Da2+ b,¢,=—+1, 
Il*) a?+ Da2+ Db,c,=+1 
secondo che si tratta del tipo I o del tipo II. 








- &, © st 4 eo 4... PP 
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14+4VD 
Similmente procedendo per D = 3 (mod. 4), troviamo in iA ) 
le riflessioni dei due tipi: 


Tj i : (a, + a, +47?) fo + 
ipo III: 2° = - 


am — (a+ a, — 
(a +a 1497), 4 ay 


ie VD e+ (« + es : =") 








1 —— )’ 
Tipo IV: 3’ = 


ove a, &, 6,,¢, sono interi reali assoggettati alle rispettive condizioni: 


I*) @a,+a,)?4+Da2+ 4be—+4, 
IV*) (a,+a,)?+ Da2+4Db,c,—=+4. 


Se D=1, la condizione «d — By =-+-1 dovendo essere surrogata 
dalle altre «od —By=—-+1, «ad — By = +i, i risultati sono leg- 
giermente diversi. Per ad — By —-+ 1 troviamo ancora k = +- 1 ma 
qui il doppio segno di & non porta differenza aleuna perché col molti- 
plicare simultaneamente a, B, y, 0 per ¢ si passa dall’ un segno di k 
all’ altro. Per ad —By—-+ i si ha invece kh? = —1, k=-+ 3, 
dove nuovamente possiamo trascurare il doppio segno di k, Cosi 
troviamo in Ff le riflessioni dei due tipi 


. od 
Tipo A: 2’ — at tl fot p a? +a"2+ be —=+1, 


; , + (1—s)d 
Tipo B: — te, a,? + a,2 + 2b,¢, = +1. 


§ 7. 
Sfere di riflessione propria ed impropria. 


Calcoliamo ora le trasformazioni dello spazio R corrispondenti 
alle sostituzioni di 2° specie a periodo 2 trovate in F”. Usiamo per 
cid delle formole (2) § 1 nelle quali, come gia superiormente @ stato 
avvertito, deve a questo oggetto scambiarsi 2 con 4. 

Consideriamo dapprima il caso in cui sia c, = 0, ove evidentemente 
nelle 1*), IL*), 111*), IV*) pud valere soltanto il segno superiore. 
14iVD 


Se si tratta del gruppo [V2) per D > 1, o del gruppo As ) per 


D > 3, avremo manifestamente 


Mathematische Annalen, XII. 
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restando b, arbitrario e per le relative formole di trasformazione 
troviamo 


fo=—E+),, =», f’=€ pel tipo I) o III), 
f= §&, n =—n+b,YD, 6’ =—€ pel tipo II) o IV). 
Queste rappresentano una simmetria o riflessione sul piano 

(1) 2—=—b,, 29 =), VD. 

Percorrendo 6, tutti i numeri razionali interi le (1) ci danno tutti i 


piani di riflessione. Perd nel caso D =—1 abbiamo oltre i pidni di 
riflessione (1) gli altri 


(2) E—y=—b,, E+y=—h 
e nel caso D = 3 


(3) +€+0734+5%=—0, +£8/3+0+5)0,/3=0, 


come subito si rileva dalle formole del precedente paragrafo. 

Supponendo ora ¢, diverso da zero e considerando dapprima il caso 
in cui nel 2° membro delle I*), 11*), I1I*), IV*) del § 6 vale il segno 
superiore, dalle formole (2) del § 1 troviamo i risultati seguenti. La 
sostituzione del tipo I) 


, — (a+ 1 +ia,VD) yo + b, 2 2 
zZ aie * a,? + Da,? + be, = 1 


produce la trasformazione dello spazio data dalle formole: 








( ay 
— ae 2 > \2 ’ 
—* Ce eye 
‘a _ aVD 
, , a,VD 1 4 Cy 





~ 


oF Gey 


| acones 


Come si vede, questa @ un’ inversione per raggi vettori reciproci rispetto 


alla sfera: 
O- Fy 4e~ SF) +0~5- 


Tale inversione si dira anche una riflessione su questa sfera che prendera 
il nome di sfera di riflessione. Similmente si vedra che le sostituzioni 
dei tipi II), III), IV) § 6 corrispondono a riflessioni sulle rispettive sfere 











Th anelnnana 








Liueare Substitutionen mit ganzen complexen Coefficienten II. 351 


(é — yi + (1 + <5) +0 = Da , 
(HS) BY cee 
(E—sy + (nt Ee) +m hee 


Riepiloghiamo i risultati in un quadro a cui dovremo ricorrere in 
seguito 














 Sostituzione s’ = (a + imVD) a2 ' 
C12 — (a, — tagVD) 
Tipo 1) (A) a? + Da,? + be, = 1, 
o 
=] 
2 | Sfera di riflessione («- st) 4 (n— “= Py 4 S% am i . 
Ss 
S [Sostituzione 2! = (% + iaVD) % + mV 
Q icyVD 2% +(a,—iaVD) ’ 
Tipo II) (B) a? + Da? + Db,e, = hy 
| Sfera di riflessione G-—2F +(a+->} 5) +t?=— Dee} 
, bas (a, +a are ad 
Sostituzione 2° = — aie 
Csa— (a + 1D 
Tipo II) ¢ siti ‘ 2 
= (C) (2a,+a,)?+Da,?+ 4b ners 
3 | Sfera di riflessione (e- eects) “+(n—% 5 rBY } tan 
on , 
Ht (a+ +22 10). ,ay0 
g Sostitusione s° == ——_____—___ =; a 
° FH == § 
Tipo IV) su¥ Da + be +o, = iF?) 
(D) (2a,+<,)?+Da,?+4Db ner 
4 es : 2a,+a 
(  Sfera di riflessione (é 2) i (+395 3) + t?= Dai" 


Per ottenere tutte le sfere di riflessione basta far percorrere nelle 
formole precedenti ad a,, a,, ¢, tutti gli interi reali che soddisfano 


alle congruenze rispettive 
a,* + Da,.2=1(mod.c,), a? + Da,? =1 (mod. De), 
(2a,+a,)?+ Da"2=4(mod.4¢,), (2a,+<a,)?+ Da,?=4 (mod.4 De,). 
In fine nel caso D = 1 abbiamo i risultati seguenti: 


23° 
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Sostituzione 2’ = (1+ . La 
CyZ) — (a, — tay) 
Tipo A) a? + a? + be, =1, 
; Sfera di riflessione (¢—“)'+ (n—4)'+ “es oe 
5 
ituzi cay (41H 442) 20 + (1 — 8) dy 
i) Sostituzione ¢ Senki 
Tipo B) a,? + a.2 + 2b,¢,— 1, 
Sfera di riflessione (¢—* ay +(n — “cry + f2— 


=f 

Consideriamo ora quelle sostituzioni di 2* specie a periodo 2, che 
corrispondono nelle formole (A), (B), (C), (D) del quadro superiore 
ad un cangiamento di segno nel 2° membro, Per la trasformazione 


dello spazio corrispondente ad esempio ad una tale sostituzione del 
tipo I) troviamo: 


a 
ins: A: das ss A ig ek 
CQ Cc? ( a ) oT? . 
g—t) + (n- Vee 
i 
a,VD 
eS . aes oe 
2 2 WH \2 ’ 
om C, (: = “) +(a— “fD ge 
1 g 
' ‘4 teat + Ce 








(ayer 


E chiaro che questa trasformazione consiste in una riflessione 


sulla sfera : 
(g—*) + (9-9 )'4 4, 


congiunta con una rotazione di a attorno a quel diametro della sfera 
che @ perpendicolare al piano §y. Diremo questo diametro asse della 
sfera, la sostituzione si chiamera una riflessione impropria e la sfera 
stessa sfera di riflessione impropria. Analogamente procedendo per 
gli altri casi si vede che le formole riunite nei quadri superiori ci 
danno tutte le sfere di riflessione impropria, quando alle condizioni 
(A), (B), (C), (D) si sostituiscano quelle che ne risultano cangiando 
il ~~, del 2° membro. 

da notarsi che una sfera pud figurare simultaneamente come 
sfera di riflessione propria ed impropria. Cid accade per tutte e sole 
le sfere dei tipi I) o III) diraggio eguale ad 1 o a > La combi- 
nazione delle due riflessioni propria ed impropria da allora una rotazione diz 
attorno all’ asse della sfera cioé una sosiituzione ellittica a periodo 2 in [ 
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§ 8. 
Periodicita delle sostituzioni in [™. 


Le sostituzioni lineari 
o = aetb 
cz+d 
si dividono, come @ noto, inquattro classi cioé: ellittiche, paraboliche, 
iperboliche e lossodromiche*). Supposto ridotto, come sempre é@ pos- 
sibile, il determinante ad — be eguale all’ unité, la natura della 
sostituzione dipende dalla somma a-+d del 3° e 4° coefficiente. Se 
a-+ dé reale, essa @ ellittica, parabolica od iperbolica secondo che 
(a+da?<4, @+dP=4, @+d?>4; 
quando a+ d non é reale la sostituzione @ lossodromica. 

Per lo studio del nostro gruppo [) ci interessa specialmente di 
conoscere le sostituzioni ellittiche in [™ ed il loro periodo, che é 
necessariamente finito, il gruppo essendo propriamente discontinuo. 
Il periodo della sostituzione si deduce dal valore del moltiplicatore 

pen (@ta—Va+ar—a} 
4 ? 
per le sostituzioni ellittiche di un gruppo propriamente discontinuo 
esso @ eguale ad una radice n™* dell’ unita e il corrispondente periodo 
éallora =m. Ricordiamo inoltre che nella trasformazione dello spazio 
dovuta ad una sostituzione ellittica rimangono fissi tutti i punti di un 
circolo (o retta) ortogonale al piano —7**). 

Supposto D > 1 si hanno in [™) due sorta di sostituzioni, quelle 
a determinante +-1 e quelle a determinante —1. Le prime sono 
ellittiche se a+d0—0 0 a+d=—-1 ed hanno per rispettivo 
moltiplicatore 


Rit ws ban te on — 2478 | 


? 
esse sono quindi a periodo 2 o 3, qualunque sia D. 


Una sostituzione 2’ = att di [™ a determinante — 1 si ri- 
duce a determinante + 1 moltiplicando i suoi quattro coefficienti per 7; 


essa sara dunque ellittica se «(@ + 0) @ reale ed il suo modulo @ < 2. 


Sara dunque «+ 0—iny/D con n razionale intero e la condizione 
Dn? < 4 porta subito, pr D> 3, n=0 e perda+d—0. Queste 
nuove sostituzioni ellittiche sono a periodo 2; dunque: Nel gruppo [, 
appena D > 3, esistono soltanto sostituzioni ellittiche coi periodi 2 e 3. 

Nei casi esclui D—=1, D=2, D=3, considerando dapprima 
i due ultimi, sono possibili sostituzioni ellittiche di periodo diverso da 


*) Cf, Klein, Vorlesungen etc. pag. 163 s.s. e Poincaré, Acta Mathe- 
matica Bd. 3. 


**) Nello spazio non-euclideo essa @ una pura rotazione. 
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2, 3 solo fra quelle di determinante — 1. Riprendendo la conside- 
razione superiore, alla condizione Dn? = 4, oltre che con n=O, si 
soddisfa anche con » = -++ 1 e corrispondentemente risulta 


k=+i pr D=2, k—12'R oy Das 


ed abbiamo quindi per D = 2 delle sostituzioni ellittiche a periodo 4, 
per D = 3 delle sostituzioni a periodo 3 e 6. 

In fine se D = 1 troviamo delle nuove sostituzioni ellittiche solo 
fra quelle a determinante ad — By =—--i e possiamo senz’ altro 


supporre «d — By =i. Per ridurre il determinante = -+ 1 basta 
allora moltiplicare i quattro coefficienti per ss e, dovendo essere 
per le sostituzioni cercate , 


Fe e+ 8) = EF (om + in) 
reale, sara ” = m quindi 
1 








— (« + 6) = my2 


e la corrispondente condizione 2m? <4 si soddisfa, oltre che con 
m=, anche con m=-+ 1. Le relative sostituzioni in [ sono a 
periodo 4. Ci saranno poi utili anche le osservazioni seguenti che 
riguardano le sostituzioni paraboliche in [™. Una tale sostituzione 
lascia invariato un solo punto del piano &y che é indice di un numero 


frazionario in [, Inversamente ogni tale punto 4, = > é punto 
fisso di infinite sostituzioni paraboliche in [; queste hanno la forma 


a a\? 
I+7y> — #(§) al 
a | Ve y percorre tutti gli interi in 2 che rendono 
S ..» B95 


4 


y $ , re interi. 11 sottogruppo di [ che lascia fisso il punto * 


b 
consta di tutte e sole queste sostituzioni a determinante + 1 combinate 
con una sostituzione ellittica a determinante —1 e a periodo 2. | 


numeri y formano manifestamente un ideale riconducibile ad una base 
binaria e perd bastano due sostituzioni paraboliche elementari per 
generare tutte quelle del sottogruppo descritto. Fra le sostituzioni 
paraboliche osserviamo quelle che lasciano fisso il punto = 00; esse 
hanno la forma 


a=2+6 
e se ad esse si associano le sostituzioni della forma 
a= —2e+ 8. 


che sono ellittiche a periodo 2 si ha il gruppo di tutte le sostituzioni 
di [@) che lasciano invariato ¢—oo. Da quanto abbiamo visto ai 


§§ 2,3 risulta che per ogni punto z = + indice di un numero fra- 











a an, an) a ee 
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zionario in 2 con a, b primi fra loro il gruppo delle sostituzioni che 
lo lasciano fermo consta egualmente di sostituzioni paraboliche e di 
sostituzioni ellittiche a periodo 2 ed é affine al gruppo sopra descritto. 
Lo stesso risulta per qualsiasi numero frazionario in Q, da quanto é 
detto superiormente. 


§ 9. 
Angoli sotto cui s’intersecano le sfere di riflessione. 


In questo paragrafo per sfere di riflessione s'intenderanno quelle 
di riflessione propria soltanto; supporremo inoltre D > 3 notando 
semplicemente i risultati speciali pr D—1,2,3. Per angolo A di 
due sfere fisseremo di considerare quello che vien formato nella regione 
interna ad ambedue le sfere, per cui se d é la distanza dei centri ed 
r, r’, sono i raggi si avra 

d? =r? + r'? + 2rr’ cos A. 

Quando due sfere di riflessione s’incontrano, la sostituzione di 1* 
specie che nasce dalla combinazione delle due riflessioni é ellittica o 
parabolica secondo che le due sfere si tagliano effettivamente oppure 
si toccano. Siccome le sostituzioni ellittiche in [™, per D > 3, sono 
soltanto a periodo 2 o 3 ne segue che l’angolo A sotto cui si 


tagliano due sfere di riflessione potra soltanto avere uno dei tre valori 


a +=) a. Cid vogliamo qui confermare con un calcolo diretto 


sulle formole del § 7. 
Prendiamo due sfere di riflessione appartenenti ambédue al tipo I) 
del § 7 e siano 


1 
2 2 
a n— aD ) ae 2 
(: *) + (n 71 +é vr 
le loro equazioni essendo a@,, a,, b,, C3 @,, @, By, y, mumeri razio- 
nali interi che soddisfano alle condizioni 
(2) a? + Da’? +b,e=1, «> + Da,’ + By, =1, 
ove supporremo ¢,, y, positivi, come evidentemente @ lecito. Se le 


due sfere s‘incontrano, per l’angolo A di loro iniersezione risulta 
dalla (1) 


a4 4) Sn Dae = 4 2 coe A 
= = + D(% a, c Tye t . 
ovvero, per le (2) 
cos A = — + (2a, a, + 2Da,a, + by, + B,e}- 


La quantita fra parentesi essendo un numero intero, troviamo 
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possibili per cos A soltanto invalori cos 4 = 0, cos A = + 1, 
cos A = + > e perd 


2 
A=; A=0Q, x; A=, > 


La combinazione delle due riflessioni 


— tiaVD) m+ 41 (a+iaVD) m+ by 
48 —(a,—tagVD) . 1% — (a,—t«VD) 





da la sostituzione di 1* specie a determinante + 1 : ey 5) dove 


a= a0, + Daya, + by, + iV D(a, 0, — a, %), 

B = a, 8, — b,a, + iV D(a,8, — b, a), 

y= Ca, — ay, + iV D(a,y, — ee), 

d = aa, + Da,u, + 6,8, — iV D(a,a, — a, @), 
questa @ ellittica a periodo 2 se 


ellittica a periodo 3 se 


2a, a, + 2Da,a, + by, +8, =+1, cos d—=+; 
parabolica se 


2a,e, +2Da,a,+ by, + 6,8, = +2, cs A=+1 
ed iperbolica negli altri casi (se le due sfere non s’incontrano). 

Se le due sfere di riflessione si toccano @ chiaro che nello stesso 
punto del piano &y si toccano infinite sfere di riflessione. Se si in- 
contrano ortogonalmente, non pud pel loro circolo comune C passare 
aleun’ altra sfera di riflessione, altrimenti questa sfera apparterrebbe 


al medesimo tipo I), come ora vedremo e taglierebbe le precedenti 


sotto l’'angolo = o =z avremmo quindi due sostituzioni ellittiche l’una 


a periodo 2 l’altra a periodo 3 che lascierebbero ambedue fissi i punti 
del cerchio C; la loro combinazione darebbe luogo ad una sostituzione 
ellittica a periodo 6, che nel nostro gruppo [ per D> 3 @ impos- 


vo re 


sibile (§ 8). Se le due sfere si tagliano secondo un angolo di = i) 


a , facendo subire ad una delle due sfere una riflessione sull’ pa 


si ottiene una terza sfera di riflessione che passa pel loro circolo 
comune. In questo caso si ha 


2a,a, + 2Da,a, + by, + 6,8, = 


e per l’equazione. di questa terza sfera si ottiene facilmente 


(E— SEM) +G—/D SEs) + 2 = ps 














le 
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Come caso limite se c, = ,, valendo i segni superiori, la terza 
sfera si riduce al piano (di riflessione) che contiene il circolo comune 
alle altre due. D’altronde risulta subito dalle considerazioni superiori 
che oltre queste tre sfere non vi ha alcun’ altra sfera di riflessione 
che appartenga allo stesso fascio. 

Risultati perfettamente simili si otterrebbero per due sfere appar- 
tenenti simultaneamente al tipo II), III) o IV) § 7. 

Consideriamo ora due sfere di riflessione di tipo diverso p. e. dei 
tipi I), II) §7 e siano 


(¢—t) + (0-7) += oh 


1 
le loro equazioni essendo a,, a), b,, ¢,3 @,, @, B,, y, numeri interi 
che soddisfano le condizioni: 
a? + Da?r+boq=1, «? + Da” + Dpy,=1. 
Per Y’angolo A sotto cui si tagliano troviamo dalla (1) avendo 
riguardo alle precedenti 


cos A = — 2. {2a, ey + 2a, a, + by, + ¢,B;}: 


La quantita fra parentesi essendo un numero intero ed avendosi 


D> 3 ne risulta necessariamente cose 4=—0, A= >. Corrispon- 
dentemente la sostituzione di 1* specie (a determinante — 1), composta 
delle due riflessioni, @ ellittica a periodo 2. 

Riassumendo abbiamo: Se due sfere di riflessione del medesimo 


° ° . * bs 
tipo s’incontrano, esse si tagliano sotto wn angolo retto oppure eguale a - 


(0 =), ovvero si toccano. Per due sfere di riflessione di diverso tipo 


lV’ incontro non pud avvenire che ortogonalmente. 
Nei casi esclusi D = 1, 2, 3 si vedra facilmente che oltre agli 


indicati valori per Tangolo A si presenta anche il valore = per 


D = 1,2 e il valore = per D =3 (Cf. § 7). 


§ 10. 
Generalité sulla ricerca del poliedro fondamentale per fF’. 
Consideriamo linsieme di tutti i piani e di tutte le sfere di ri- 
flessione e in particolare le loro traccie (rette e circoli) sul piano &y. 


E facile vedere che qualsiasi porzione di questo piano, per quanto 
piccola, @ sempre attraversata da sfere di riflessione. E infatti in questa 












358 Luria: Brancar. 


area giacciono infiniti punti equivalenti al punto 2 = oo cioé punti 
a. e- ge : : es ° —" 
=> indici di numeri frazionarii in Q con a, b primi fra loro (§ 4). 


Ora come pel punto z= oo passano le due serie di piani di rifles- 
sione (§ 7) 
E=— <b, y= +0,/D, 

ove b, @ un numero intero razionale qualunque cosi per ogni tale 
punto z= + passano due serie di sfere di riflessione, appartenenti 


a due diversi tipi, rispettivamente fra loro tangenti ed ortogonali nel 
punto z; tali sfere si ottengono trasformando i detti piani per mezzo 


di una sostituzione che trasporti zoo in ¢=— - Cosi p. e. pel 


punto z¢=( passano le due serie di sfere di riflessione dei tipi I), IT) § 7: 

= ee Pitta, §2 tint a | 
(G—Z) +PtPea P+(I-az) + P= ne 
essendo ¢, un intero arbitrario. 

Per quei valori di D, che noi considereremo, avviene che questi 
circoli e rette di riflessione ricoprono interamente il piano &y e ci 
sara ogni volta possibile limitare con un numero finito di piani e sfere 
di riflessione un poliedro P nell’ interno del quale non penetri pit 
aleuna sfera (0 piano) di riflessione. Gliangoli diedri di questo poliedro, 
trascurando i casi D = 1, 2, 3, saranno o angoli retti o angoli di 


. 4 . . . . 
ampiezza --, poiché se ad uno spigolo si trovasse un angolo eguale 


a #3 , la terza sfera di riflessione che passa per questo spigolo (§ 9) 
penetrerebbe nell’ interno del poliedro, Gliangoli di P essendo sotto- 
multipli di x, se facciamo subire a P successive riflessioni sulle sue 
faccie e nello stesso modo operiamo coi nuovi poliedri ottenuti veniamo 
a riempire con questi poliedri una ed una sola volta lo spazio R 
(Poincaré 1. c.). A questa divisione dello spazio R con poliedri, le 
cui faccie danno complessivamente tutte le sfere e piani di riflessione, 
corrisponde un sottogruppo [,"” di F™ pel quale P 2 il poliedro 
fondamentale. Se osserviamo inoltre che ogni sostituzione di [ 
scambia fra loro le sfere e i piani di riflessione e cangia per con- 
seguenza la rete di poliedri sopra considerata in se medesima, vediamo 
che fF,” & un sottogruppo di F“ permutabile con tutte le sue sosti- 
tuzioni cioe eccezionale in F™.*) Il poliedro P avendo un numero 


*) In altre parole si osservi che F{”) si genera con sole riflessioni e d’altra 


parte contiene tutte le riflessioni di F™. Ora qualunque trasformata di una 
riflessione é pure una riflessione e perd F{) & eccezionale in F”. 
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finito di faccie, spigoli e vertici, le sostituzioni di [ che lo tras- 
formano in sé medesimo sono necessariamente in numero limitato. Se 
indichiamo con r questo numero abbiamo evidentemente: [,”) é sotto 
gruppo eccezionale di indice r in T™. Il poliedro fondamentale di 


T™ si otterra da P suddividendo convenientemente questo poliedro 


in ¢ poliedri parziali. (Cf. Fricke, Vol. XXXIX di questi Annali). 


§ 11. 
Continuazione. 


Da queste considerazioni generali scendiamo ad alcune osservazioni 
utili per Veffettiva applicazione ai singoli casi. Supponendo sempre 
D > 3, i piani di riflessione dividono lo spazio R in prismi eguali a 

VD 


base rettangolare di lati a jz} in particolare fissiamo il prisma 


~ 


limitato in R dai quattro piani di riflessione 
1 
gE=—0, t=> y= OQ, ) = —— 


che evidentemente non é attraversato da alcun altro piano di riflessione. 
Il poliedro P che formeremo constera di quella porzione del prisma, 
che @ esterna ad un conveniente numero di sfere di riflessione, cosi 
determinate che il poliedro P non abbia a comune col piano §y che 
qualche vertice. In tutti i casi una di queste sfere sara quella col 
centro in ¢ = 0 e col raggio r = 1: 


P+e+e—l, 
che appartiene al tipo 1) § 7 ove si prenda a, =a, =O, ¢, = 1, 

E facile vedere direttamente, servendosi di un noto metodo, che, 
trovato un tale poliedro P, ogni punto dello spazio R trovera certa- 
mente il suo equivalente rispetto a [ in un punto di P. E infatti 
é chiaro in primo luogo che usando delle sostituzioni 

e=+e+6, eo=+"4,+8 
che lasciano invariate le ordinate ¢ dei punti, si potra trasportare ogni 
punto p di R entro il prisma. Se supponiamo gia dimostrato che 
mediante sostituzioni di FT si possa trasportare un punto p di R 
nell’ interno del prisma ed esternamente ad »— 1 fra le sfere di 
riflessione che limitano p, ingrandendone o lasciandone invariata Vordi- 
nata, lo stesso proveremo accadere ove alle »— 1 sfere precedenti 
se ne aggiunga una »™* del contorno di P. Indicando per un momento 
con TT la regione di R interna al prisma ed esterna alle m — 1 sfere 
e con S la m™ sfera di riflessione si trasporti dapprima p in p, inter- 











360 Lurer Brancat. 


namente a Tl. Se p, @ interno ad S colla riflessione su S che ne 
ingrandisce lVordinata, si trasporti esternamente e il nuovo punto, se 
esterno a TT, si trasporti internamente a TT in p,. Operando su p, 
come prima su p, e cosi via otteniamo una serie di punti p,, », ps, ... 
con ordinate crescenti tutti interni al prisma ed alla sfera. Tale serie 
di punti @ quindi necessariamente finita (§ 1) e perveniamo cosi cer- 
tamente ad un punto p, equivalente a p esterno a TT e non interno ad 
S c.d.d, Distinguendo ora i valori di D rispetto al modulo 4 notiamo 
ancora quanto segue. 


1°, Sia D =1 (mod. 4). Il punto $2 del piano €y non 
é interno ad alcuna sfera di riflessione, ma per esso passano, tangenzial- 


VD 


mente ai rispettivi piani § =|, y—=- -, due serie di sfere di 


riflessione tra le quali notiamo quelle di massimo raggio che hanno 
le equazioni 


HD \2 
a #+(n—-P) eee d, 
Tipo Il) o,=0, a=—1, ¢—=2, b,2-—2 
1 
» (§—3) + (u- 5) += ep 
Tipoll) a4. =1—D, ag=1, « =2, b= — 


2°. Sia D==3 (mod. 4). Abbiamo allora la sfera di riflessione 


) (¢—t) 4+ (n—- Py) +e 


che appartiene al tipo III) §7 e corrisponde a 


D—3 
4, = 0, a, =1, ¢ = 1, ,=—- rn . 





Se di pit D = 3 (mod. 8) si osservera la sfera di riflessione 


) (§-t)+Q-B)y +e 


Tipo II) a,=0, a,—1, 4 =2, ,=—2=5. 


3. Sia D pari. Il punto z= a? non @ interno ad aleuna 


sfera di riflessione; per esso passano tangenzialmente ai piani § = 0, 





4 = -—;— due serie di tali sfere di cui segniamo le due col massimo 
raggio: 
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) (3) 4+(n—) tea, 
Tipo I) aa=1, a,—1, ¢« =2, b= — 
D 
N+ (isa) +8 — ep 
Tipo Il) a,g=0, a,=1—D, ¢ —2, b= 1-2. 


Le sfere di riflessione qui indicate a), mm ce), d), e), f) bastano 
gia per i piccoli valori di D a separare il poliedro P cercato, 


§ 12. 
Il gruppo f°. 
Benché i casi D=—1, D=—3 siano gia stati trattati nel lavoro 
precedente, non sembra qui inutile coordinare la determinazione dei 


poliedri fondamentali corrispondenti alle osservazioni generali del 
paragrafo precedente. 


Se D =—1, si considerino i tre piani di riflessione 
(l) §=5, (@) 1=0, (8) E—q=—0 











Fig’ 1° 
e si indichi con P il poliedro racchiuso in R da questi tre pianie- 
sternamente alla sfera 


4 B+ e+e 1.*) 





*) In questa come nelle figure seguenti si osservano le traccie sul piano §7 
dei piani e delle sfere di riflessioni numerati come nel testo, 
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Questo poliedro ha 4 vertici di cui uno all’ infinito e gli altir 
tre nei punti 


_ _ V3 = oe 
V,=(0,0, 1), v,=(. 0, “= vo = = ?? ya) 

i suoi angoli diedri sono di ampiezza , 7, + agli spigoli rettilinei 
>> — agli spigoli circolari. E evidente che nessun piano di 
rifiessione attraversa P, né pud attraversarlo alcuna sfera di riflessione 
che altrimenti dovrebbe contenere nel suo interno o V,, 0 V,, 0 V3, 
cid che facilmente si vede essere impossibile. Conseguentemente P 
é il poliedro generatore di un sottogruppo eccezionale fF,” in Ff. Qui 
troviamo subito »y—1, cioe fF," coincide con Ff. E infatti una 
sostituzione di [, che trasformi P in sé medesimo, deve lasciar 
fermo il vertice all’ infinito e scambiare gli altri tre ed @ quindi visi- 
bilmente lidentita. ~~ 

Determinato cosi il poliedro fondamentale per [, basta per 
esempio associarvi quello che se ne ottiene per riflessione sul piano 


— — 4 =O per avere il poliedro fondamentale del gruppo [ definito 
dalle diseguaglianze 


O<E<3, OSnSp, P+eP+E>1. 


e 


Esso @ naturalmente la meta di quello determinato nella precedente 
nota, ove si consideravano soltanto le sostituzioni a determinante + 1. 
Questo poliedro TT fondamentale per [ ha un quinto vertice nel punto 
V, — (0, ; ? *) . 

Applicando al poliedro TT le infinite sostituzioni di [ otterremo 
quella rete di poliedri che effettua la divisione dello spazio R corri- 
spondente a questo gruppo. I poliedri della rete corrispondendo 
univocamente alle sostituzioni di [, potremo nominare ciascun poliedro 
colla sostituzione che lo fa nascere dal fondamentale, il quale sara 
rappresentato dall’ identita. 

Per le applicazioni aritmetiche alla teoria delle forme occorre 
conoscere i nomi dei poliedri che circondano il fondamentale. Notiamo 


dunque in primo luogo i nomi dei poliedri aderenti a TT per le cinque 
faccie; essi sono i seguenti: 


(0; 1) (“> ©) 8) (0): 


Ne segue che [ si genera colle tre sostituzioni elementari 


i, 0 ‘1 —_ 
0,1)? \0,1 (? 0) 
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E anche opportuno conoscere i nomi dei poliedri che si attaccano a 
TT lungo gli spigoli circolari come risultano dallo schema seguente 





1, 0 | 1, 0 t, 0 1, 0 
Go ) | (1 jy lungo lo spigolo V, V,, G1) Ga). lungo V,V, 
i 0) \(s" 0) 1, O|\i, oO 





1, 0 
(° ~" (° — (6 1) (i ) 
: ~ be lungo V;V,, ae = aA eo lungo V, V;. 
0, :) ( 0, t) (> ~~?) 
(i) 1 H n mM s 
$, \ 
§ 13. 
I gruppi F¢V2), AAP) 
a) Nel caso D = 2 nel poliedro P racchiuso in R fra i quattro 
piani 


“2. 2 -_ eee 
(1)E=0, QE—Z, BD 1=—0, Aa— 7; 

















Fig’ 2° 


esternamente alla sfera 


(5) 





Pte +e—1 








ae 


t 
! 
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abbiamo gia il poliedro fondamentale per FV2). E infatti osserviamo 
che questo poliedro ha cinque vertici di cui uno all’ infinito e gli altri 
quattro nei punti 


1 V3 Fat 
V, = (0, 0, 1), v,=(4, 0, =). n=(1, o sy. 
1 1 
r=(0, Va’ va) 
i suoi angoli diedri sono tutti retti salvo due agli spigoli circolari 


V.V;, V; V, di rispettiva ampiezza 7 z- Esso non é attraversato 


da alcuna sfera diriflessione e poiché si vede subito che nessuna sosti- 





Fig’ 3° 


tuzione di F“V2), tranne l’identitd, pud trasformarlo in s medesimo 
si conclude che P é il poliedro fondamentale di FV). Questo gruppo 
pud dunque generarsi colle cinque sostituzioni seguenti che corrispon- 
dono alle riflessioni sulle faccie: 
e = %, 2 —=—%, 2 —=—e+1, 2’ =e +i/p2, s =. 
0 

Associando al poliedro P il suo simmetrico rispetto al piano § = 0 
abbiamo il poliedro fondamentale per FV), A generare quest’ ultimo 
gruppo bastano le sostituzioni di 1* specie che nascono per combinazione 
delle precedenti con una determinata fra esse, cioe: 


‘ass, eet, ee — 2+ ip?, eo — 
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b) Nel caso D=3 si consideri il prisma a base triangolare 
racchiuso dai tre piani di riflessione (§ 7) 
(1)n=0, ()€—4, @) E—n/3; 
la porzione di esso giacente in R all’ esterno della sfera 
4) e+e +e 
en) 


2 





@ il poliedro fondamentale per [ 
oltre il vertice all’ infinito, i tre vertici: 


1 ee 2 
V, = (0, 9, 1), v,=(6, me #3), v,=(3, 7’ /?) 


con angoli diedri egualia =, =, = agli spigoli rettilinei e 5, 7, 


= agli spigoli circolari. Esso non @ attraversato da alcuna sfera di 


Questo poliedro ha infatti, 


riflessione e non @ trasformato in sé medesimo che dalla sostituzione 
(29 
identica in FS * %. Associando a P il suo simmetrico rispetto al 
(a4 
piano 7 = 0 si ha il poliedro fondamentale per [‘ * ” formato dalla 
porzione di prisma a base triangolare equilatera 


§é—7/3i=—0, E+ 7/73—0, § = : 


esterna alla sfera 





P+ 9? + ? = 1*). 
joes 


Per sostituzioni generatrici di [ troviamo le quattro. 


, , , -1 ° 1 1+iV3 
£=Z, 2=—e4+1, o’ = S—— %, deat (o = 14:1) 





(47%) 
e quindi per quelle dif’ ° le tre: 





, , a—1 , 
ga—ez+1, ££ = Z, => 


§ 14. 
Il gruppo F¢V5), 


Se D =5 consideriamo il poliedro P a 7 faccie limitato in R 
dai quattro piani 


(1) §=0, (2)§—4, (3) 1 =0, (4) 4-2 








*) Anche qui si osserverd che il poliedro fondamentale per fF @ la meta 
di quello determinato nella nota precedente, ove si consideravano le sole sosti- 
tuzioni a determinante + 1. 


Mathematische Annalen, XI, 24 





| 


—————— 


ee 


peg = 
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esternamente alle tre sfere di riflessione (§ 14): 
mh) £2 2 2 2 Vs \° = 
ete et+e—1, e+ (n—-~) +e=4, 
A 1\2 2\2 1 
( (@— 3) +(9— 7) +? w- 














t = 1+iV5 
e (4) 2 
5) 
(2) a 
(6 
(D (2) 
(3) 
0 
Fig’ 4° 4 


Esso possiede 8 vertici dei quali uno all’ infinito e gli altri sette 
nei punti 


V,=(0, 0, 1) intersezione di (1) (3) (5), 
V,=(0, ye vi) » — » (1) 6) @), 
y,=(0, ¥ es >. =) »  » (1) (4) 6), 
y,=(1, 4,0) » » @A&6)M, 
n=(4,%%,3) , . MoO. 
%=(5 7575)» » OOM, 


| 


= V3 
V, =(} ? 0, ¥) ” ” (2) (3) (5). 
Fra questi si ha il solo vertice singolare sul piano §y V,= 2, 
Dei 13 angoli diedriin P ve ne ha uno solo di ampiezza = cioe we, allo 
spigolo V, V;, gli altri 12 sono retti. Con semplici calcoli, di cui qui 
daremo soltanto un esempio, ci accertiamo che non vi @ nessuna sfera 
di riflessione (o piano) che attraversi P. Una tale sfera dovrebbe in 
fatti contenere nel suo interno almeno uno dei sette vertici. Ora 


prendiamo p.e. il vertice V, =F 4 ; 3)i se una sfera del tipo 1) §7: 
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(¢E—*)'4 (p98) pe 24, a2+502 +b, —1 
contenesse V, nel suo interno dovremmo avere 
(5a, —2e,)? + 5(5a,—2c¢,)? + ¢,? < 25. 
Questa diseguaglianza consente ac, i soli valori c, = 1, 2, 3, 4, i valori 
negativi opposti potendosi evidentemente trascurare. Essa si traduce 
nelle rispettive diseguaglianze 
¢,=1, (5a, — 2)?+ 5(5a, — 2)? < 24, 
¢,=2, (5a, — 4)?+ 5(5a, — 4)? < 21, 
c, = 3, (5a, — 6)? + 5(5a, — 6)? < 16, 
c, = 4, (5a, — 8)?+ 5(5a, — 8) < 9, 
delle quali soltanto la seconda e la terza ammettano la soluzione intera 
a, = 1, a, =1, incompatibile per altro colla condizione 
ay? + 5a,” + be, = 1 


essendo nel 1° caso c, = 2 e nel 2° c, = 3, Similmente per una sfera 
del tipo II) §7 


(t—2) +(1+a)+e— 
che contenesse V, nel suo interno uti aversi 
(5a, — 2¢,)? + 5(a, + 2¢,)? + ¢? <5 

onde ¢, = 1 0 ¢, = 2 e perd: 
1, (5a, — 2)? + 5(a, + 29° <4, 
¢, = 2, (5a, — 4)? +5(@,+4' <1, 
diseguaglianze ambedue impossibili in numeri interi. In modo del 
tutto simile si procedera per gli altri vertici. 
Per dimostrare che il poliedro P superiormente definito é il poliedro 
fondamentale per [V® resta a provarsi che nessuna sostituzione del 
gruppo, diversa dall’ identita, cangia P in se medesimo. Poiché il 


vertice —" #= co non é eer all’ altro vertice singolare 
y.= eS. ask iVs 





tat 


(nella frazione irreducibile $5 non essendo numera- 
tore e gundeian primi fra loro) (Cf. §§ 2, 3), una tale sostituzione 
dovrebbe lasciare fissi ambedue questi vertici, cid che manifestamente 
@ impossibile. Ma se domandiamo di trovare una sostituzione lineare 


che cangi P in sé medesimo, senza esigere che appartenga af “V5); 
vediamo che effettivamente ne esiste una ed una soltanto cioe: 








+i, 715 
; — ; 5, 
z - — Ne concludiamo che FV) & contenuto quale 
We Lo + nk 


24* 





— 


SSS 
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sottogruppo eccezionale d’indice 2 nel gruppo ampliato colla sostituzione 
scritta. Nei casi precedenti invece un tale ampliamento @ impossibile. 
Quali sostituzioni generatrici di [V5 troviamo le 7 riflessioni: 


, ’ , , . rm ’ 1 
e=%, €=—%, &=—-*%+1, e =2,+ iV, or es 
- _ *V¥5%, —2 »  (—44- 45) a — 2iV5 
es 8 Oe ee” 
22, +iV5 2iV52,— (4+ iV5) 


Associando a P il suo simmetrico rispetto al piano § = 0 troviamo il 
poliedro fondamentale di [“¥®), gruppo che si genera colle 6 sosti- 
tuzioni elementari di 1* specie: 


@—=—2, g=etl, e=——2e+ipys, o= 
— Veet? _ (—4+iVo)e+2iV5 | 
‘ 22 —iVe’ 2iV52+(4+iVs) 
§ 15. 


Il gruppo F&V®) , 
Per D = 6 prendiamo per poliedro P quello compreso in R entro 
il prisma 
(y§=—0, @§—4, GB) y=—0, H1—- 
iV6 





@ 
(7) 
= (5) 


14+iVe 


(6) 


(3) 











oe a 


esternamente alle tre sfere di riflessione (§ 11) 


(5) #4+y7+e@—1, 6) (é - sy + (x e me) + an 


2 
)P+(1— ae) tla 


Esso ha, oltre il vertice all’ infinito, i sette vertici: 
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V, = (0, 0, 1) intersezione di (1) (3) (5); 
v,=(0, 8, +) » 9 (1) (1; 
%=(0, vi , 0) »  » 146M; 
v(t, 3, 3) » — » 2) 4) 6); 
r=(4 7,8) OOM 
n=(p> 7a)  » »@OO: 
v,=(4,0, @) » — » Q)@)@); 


tutti i suoi angoli diedri sono retti salvo i due agli spigoli V, V,, 
: . 4 
V,V, di ampiezza =. 
Nel modo solito, conoscendo le coordinate dei vertici, ci accertiamo 
che nessuna sfera di riflessione attraversa P. Inoltre siecome qui si 


hanno due soli vertici singolari cioe ¢ = oo, ¢ =iS, che non sono 
fra loro equivalenti, né si trova alcuna sostituzione in [¢V® che li 
lasci fissi ambedue, vediamo che P @ il poliedro fondamentale di 
FeV®*) Quello di f“V® si ottiene associando a P il suo simmetrico 
rispetto al piano § = 0. 

Ritroviamo cosi che ]’intero gruppo ['V® si genera colle 7 riflessioni 


, ’ ‘ ’ . ra ‘ 1 
= %, = —%, = H+1, = 4+ifs, e=—, 
0 
G+iV6) a —3 , 5x + 2i1V6 
£= i Bacto in EA = - inanieipties 
22, —(1—iV6) ’ —2iV62,+5 


ed il gruppo [¢Y® colle 6 sostituzioni di 1* specie 


ga—ez, e=et+l, &=sz+ipf6, v= 
_ (1+iV6)2—3 aa + 


amma ’ 


~ @2—(1—iV6) 


ce) 

a) Nel casodel gruppo [* * 

dai quattro piani 

*) Fuori del gruppo vi ha la riflessione 2 = LE 
229+ 


stesso, Anche in questo caso é quindi possibile un nuovo a. del gruppo, 


consideriamo il poliedro P racchiuso 





= che cangia P in sé 
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(1) §=0, @)§—1, B)q=—0, 41—2 


= 2 


esternamente alle due sfere di riflessione (§ 11) 


e+ e+e—1, © (§—F)+(n-4) +e=1. 


























iV7 1+iV7 iVil 1+iVii 
< - (4) a 2 @ 2 
5) 
ae 
Shur ® 5) 9 
' 4 
‘ * 
& 
(6) 
(6) 
rT) (2) 
(3) 
0 Fig* 6? 4 
(3) 
0 Fig* 7 + 
Esso ha un solo vertice singolare all’ infinito e i sei vertici 
V, = (0, 0, 1) intersezione di (1) (3) (5); 
2 3 
¥,=(0, 7. V3) » — » 2) ©) @; 
7 (V3 
V; =(0, , : ” ” (1) (4) (6); 
7,= >; 3 1) ” ” (2) (4) (6); 
1 8 } 
= 57-V%)  » — » DOO 
1 3 
y,2n(2, 0, 2) »  » @)@)), 
con 9 diedri retti e 2 di ampiezza >" Nessuna sfera di riflessione lo 


attraversa e P @ quindi il poliedro generatore di un sottogruppo 
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) il cui indice » eguaglia il numero delle sosti- 


eccezionale [\” in TF 
tuzioni in F”” che trasformano P in semedesimo. Una tale sostituzione 
deve lasciar fisso l’unico vertice singolare oo ed avere quindi la forma 


e—te+6, *=+4 46 


secondo che @ 1* o di 2* specie. Come trasformazione dello spazio, 
essa non altera le ordinate e percid lasciera invariati i vertici di 
ciascuna coppia (V, V,), (V2. V;), (V3 V_) ovvero li seambiera fra loro. 
Il 1° caso si riscontra subito impossibile, onde risulta che la sosti- 
tuzione supposta deve essere a periodo 2. Oltre lidentita esiste solo 
a, che da una rotazione 
di ampiezza a attorno alla retta normale al piano &y condotta pel 
1+iV7 | 
4 


una tale sostituzione cioé ¢ = —2-+- 


punto E evidente che questa rotazione sovrappone effetiva- 


mente il poliedro P a sé stesso. Abbiamo dunque v = 2 e se suddivi- 

diamo il poliedro P in due parti, p. e. col piano &//7 — » = 0 normale 

1+iV7 
g”? 





al piano €y condotto pei punti 0, una qualunque di queste 


ey) , 


parti potra prendersi per poliedro fondamentale di rf 
definire il detto poliedro colle diseguaglianze 


o<t<t, 0<q<4, P+ e+e 1, 


osi potremo 





(¢-4) +(n—-4) +e 1, 1>877- 


Esso ba oltre il vertice all’ infinito i quattro vertici 
. 3 V5 
= 0.50, 1200, j 19): HOF), 
omit WE 8 
W=(b 7%): 


Mentre in tutti i casi precedenti il gruppo fF si generava con 
sole riflessioni, nel caso attuale cid non é possibile.*) Fra le sostituzioni 
1-iV7 


generatrici di rf ) oltre le riflessioni 


fr Yr") 
*) E chiaro infatti che il gruppo F> ” 


{re 


mentale, contiene tutte le riflessioni di [ ie 


, che ha P per poliedro fonda- 
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, , , , . = , 1 
g=%, =—%, = —%+1, ge +iyi, => 
1 = eee 
ee 

a ie 
2 
figura la sostituzione ellittica a periodo 2 


Gan — 24th. 





b) Affatto analogamente si comporta il gruppo [TS * 7, ove con- 
sidereremo il poliedro P compreso fra i quattro piani 


()&=0, @)&—4, B)n=—0, @y— 
esternamente alle due sfere di riflessione 


e+e +e—1, © (E+) 4+(n—4) + e214 


Abbiamo qui, oltre il vertice all’ infinito i sei vertici 


V,=(, 0, 1) intersezione di (1) (3) (5); 
r=(,7,/72) » »M6@; 
y=(0,4%,3) , ».MO® 





v.=(+, 4,1) » — » (2)(4) 
r=(4, 5,72) » »®®@; 
¥.—(4,0, 3) » — » 28); 


eccetto i tre diedri agli spigoli V,V,;, V,;V;, V;V, di ampiezza 

= gli altri sono retti. Nessuna sfera di riflessione attraversa P e, 

come pel caso superiore, si vede che una sola sostituzione di [™ cioe 
ga —e+ Bd , 

oltre Videntita, trasforma P in se medesimo. Se del poliedro P con- 

sideriamo dunque la regione in cui @ soddisfatta la diseguaglianza: 


n> Vil 





(avi) 
avremo definito il poliedro fondamentale dif‘ * “- In fine osserviamo 
che in ambedue questi casi un nuovo ampliamento del gruppo é impossibile. 
*) Fig* 7. 
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§ 17. 
Tl gruppo Ff Vi) , 
Tracciamo dapprima i quattro piani di riflessione 
1 
(Q)&=0, @E=—1, @n=—0, On 


e le tre sfere di riflessione (§ 11) 


OP+eY+e=1, ©) a oy ee 


2 S am 

ME+ (n— ye) +e= 
Indi osservando che dentro il rettangolo delle rette (1), (2), (3), (4) 
iVi0 uate :Vi0 





oltre il punto singolare + , esistono i due punti singolari — 


2 





SARE, che non sono interni ad alcuna sfera di riflessione, pe 
iVi0 1+iVi0 
4 4 2 
(7) 
(13) 
(9) 
a2 
aD 
9) ay 


@ (2) 








(3) 





Fig* 8* + 


miniamo per ciascuno di essi le sfere di riflessione di massimo raggio 
che vi passano. Troviamo cosi le nuove sfere: 


(8) (s—4) +(a- wa) t?= Te 
(9) e+ (4-H) peat, 
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(11) (&- 


Lure: Branca. 


(1) (@— $) +(n— 
s) +(1- Vu) t® = 3 





(12) ($— 5) +(1-aa) +P wo) 


Queste, insieme coi piani e colle sfere superiori, limitano un poliedro 
P con 16 vertici dei quali uno all’ infinito e gli altri 15 nei punti 


intersezione di (1) (3) (5); 


V; = (0, 0, 1) 


%=(% 75> Vis) 
%=(0, ELAC +) 


a 


V,=(0, 4 Yio , 0) 


V,=(4 Vi0 +) 


9° 29279? 


ae 7 1 
%.=(9 oe ae 


”” 


2Vi0’ 2Vi0 ) ke 


_(1 2Vi0 1 
¥=(5, 0", 


¥, (3 3Vio V3 


2? 11? 22 


V, = > 0, ) 
- a 
Vyo= (5, a ? 0) 


3 3 1 
Vu (G0 Ye? 0 


ry 


” 


~ 


a: i Se 
12—— | 99° 2Vio » 20 ” 


7,=( . 2,3 


“a° ¢ * 


v= ( 11 6Vi0 V3 


a’ i? 


r.=(t, =, 0) 


” 


» (1) (5) (9); 
» (1) (7) (9); 
» (1) (4) 6); 
(2) (4) (6); 
(2) (6) (10); 


~ 


~ 


~ 


~ 
~~ 


(2) (8) (10); 
» (2) (5) (8); 
(2) (3) 6); 
» (5) (8) (10) (11); 
» (5) (9) (11); 
(6) (10) (12); 
» (6) (7) (9); 
»» (6) (9) (12); 


y»» (9) (10) (11) (12). 


“ 


~ 


Fra gli angoli diedri di P due soltanto sono di ampiezza = i rimanenti 


essendo retti. 


3 


Colesleolo effettivo, dai valori superiori per le coordinate dei 





ve 
ch 


r 


v 


de 


la 
1¢ 


d 
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vertici, ci accertiamo che nessuna sfera di riflessione attraversa P*), 


che @ dungue il poliedro generatore di un sottogruppo eccezionale 
FOV) in FEV), 


Ora se osserviamo che P ha i 4 vertici singolari 





1+iVi0 =iVi0 §=34 24/10 
ee sete. 2? 7 
dei quali solo il secondo @ equivalente al primo (§§ 2, 3), vediamo che 
una sostituzione S di FV che trasformi P in sé medesimo deve o 


; ; , _ 1 1 — 
lasciar fermi ambedue i vertici oo, a o scambiarli fra loro. Il 


1° caso si presenta soltanto per la saitinibibis identica, come subito 
si vede, onde risulta intanto che la S sara a periodo 2. 





Ma una sostituzione di 1* specie che cangia oo in +8 é data 


1+ i/10, 4 ee 
a __} e tutte le altre della stessa specie si 
3 , 1—iyl0 


1, m+ iny 10 
ottengono combinandola colle sostituzioni (} pat “ ( 


razionali interi) che lasciano fermo oo; esse hanno percid la forma 
ove salads = 
3 , 38(m+iny/10) + (1 — i/10) 


e non sono mai a periodo 2. La S dovra dunque essere una riflessione 


(impropria) e se ricorriamo alle formole dei §§ 6, 7 troviamo che esiste 
effetivamente una ed una sola tale sostituzione, cioe 


m,n 


_ ( + iV10) %m— 4. 
(8) J 8 —(1—iVi0) — 


E questa una riflessione impropria colla sfera di riflessione (impropria) 


(13) (g—2) +(1-)'+¢- 


E facile ora verificare che la (S) cangia seittnattahi P in sé medesimo 
scambiando fra loro le faccie 


(1) 20], (2)@), (8) 42), (AD), () ©), () @) 


e conseguentemente i vertici 


6 Vn) (V_Vo)s(VsVr)s( Va Vi0)s(Vs Vis)» (Vs Vis) (Vo Via)s (Vis Vo) ™). 


*) Per l’abbreviazione di questo calcolo veggasi la nota seguente. 
**) L’ esistenza della riflessione impropria S che produce i detti scambi fra 
i vertici e l’osservazione che nessuna sfera di riflessione propria contiene nel suo 
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Abbiamo dunque v = 2 e per ottenere da P il poliedro fondamentale 
per FV) basta dividere P in due parti equivalenti mediante la sfera 
(13) di riflessione impropria, scegliendo una qualunque di queste parti 
p. e. la esterna per nuovo poliedro P’. Cosi si rendono evidentemente 
inutili le sfere (8) (10) (11) (12) e P’ resta definito dalle di seguaglianze 


0<é<3, 0<q<@, P+7+e>i, 


aceeanloe P+ (1 2Vi0 y +h > 
e+ (n—?) pe>t, (6-4) 4-2) +e> 


Qui per la prima solta vediamo spontaneamente presentarsi a limitare 
il poliedro fondamentale una sfera di riflessione impropria; un secondo 
esempio si vedra ora per D = 13. A generare il gruppo FV), oltre 
le riflessioni proprie sui piani (1) (2) (3) (4) e sulle sfere (5) (6) (7) (9) 
occorre la riflessione impropria sulla sfera (13). Osserviamo perd che vi 
ha fuori del gruppo la riflessione 2° = eae ve che cangia P in sé 
medesimo e perd come nei casi D=—=5, D=—6 @ qui possibile un 
nuovo ampliamento del gruppo. 





§ 18. 
Il gruppo Fe V5), 
Consideriamo i quattro piani di riflessione: 
()§=0, @e—2, B)n=0, (4) 7-2 
e le tre sfere (V' § 11) 
Get Pt+ea1, @e+(n-)+e- 


® (8-3) + (17g) +8 = a 


. /ia 
Indi osserviamo che oltre il punto Be ht esistono entro il 





rettangolo 1) 2) 3) 4) i due punti singolari S42, pies, che 


non sono interni ad alcuna sfera di riflessione ma pei quali passano 


interno il centro della (13) permette di ridurre alla meta i calcoli da farsi per 
constatare che nessuna sfera di riflessione propria contiene nel suo interno un 
vertice di P. Basta in fatti fare questa verifica per un vertice in ciascuna coppia. 
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le due serie di tali sfere dei tipi I), II), § 7; scegliendo fra queste per 
‘é ciascuno le sfere di massimo raggio abbiamo le ulteriori sfere: 
ti 1\? 13 \? 1 
- (8) (¢—4) +(n—) + e=4, 
1\? Vis \? 1 
" (@) (¢—4) +(n- 7) +e= 4, 
es 3 " 
ayn + (9-78) peat, 
1 2 ee 2 — i 3 
(1) (E—1) +(1— gg) +O = ae 
1\2 SS a 
(12) (6—+) +( — ya) + P= a 
1\2 9 \2 1 
. (18) (€— 4) + (9 apg) +O — ae 
lo Se vi associamo in fine la sfera di riflessione 
re 2\? 2Vi3 \? 1 
» (4) (¢—2) +(n 27) teed, 
" ‘Vis 1+i Vis 
se . On . 
mn ao at 
as 9 
9 
3) 
2) 
(5) ) 
ao, 
(8) 
(D (2) 
il 
he 
no (3) 
0 Fig’ g@ 4 
= avremo definito un poliedro P con 20 vertici, di cui uno V,, all’ in- 


~ finito e gli altri nei punti: 
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V, =(0, 0, 1) intersezione di (1) (3) (5); 
2r=05,35) » » M0); ) 
V, =(0, wa Va) » — » (1) (6) (10); 

vy, =(0, 48, 3) » — » (1) 4) @); 

Vv, =(4, , 0) » —— » (2)4)(6) (0); 
%w=(3. a5 8) » » MMA 
r=3.3 4) » ».@©®; 
%=(> ps wa) * »®@@O 
%W=(3 fo vas)» » MOO) 
V,= (7,0, 2 » —_» 2) @B)(); 
n=(4. 5,4) » » ©anan; 
Vrr=(e, 4+) on OOD; 
MN=(4 775) » » @an04; 
V,.=(4, 25%, 0) » —— » (8) (20) (11) (12); 
¥,=(7, %, 0) » (9) (10) (12) (18); 
ro=(%, Se, B) gg ayaa) aa); 
Vne(as> pe we) » —» (8) (9) (12); 
Yr=(5, 9,5) » » M0904; 


_(4 4Vis 1 

Fy = ($ ‘“s ¢ +) ” ” (6) (7) (14). 
Si verifica anche qui che nessuna sfera di riflessione attraversa P e 
che oltre lidentité vi ha una sola sostituzione in FV?) che trasforma 
P in sé medesimo, cioé la riflessione impropria 
(1+¢Vi3)%—5 
34, — (1 —iV13) 
Questa scambia fra di loro effettivamente le faccie 


C(t) (9)J, (2) (10)], (8) 3), (4) 12)], 0) (14), (6) (8)], (7) 21) 





= 
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e conseguentemente i vertici 
(Vi Vis) (V2 V2) (Vs Vs) (Va Viz) (Vs Vis) (Vo Vis) (Vo Vis) (Vio Vie) 
(Vi2 Vio) (Vis Ven): 
Mediante la corrispondente sfera di riflessione impropria 
2 2 
08) (§—3) +(n—A) +e= 5 
dividiamo il poliedro P in due parti equivalenti; una qualunque di 
esse pud assumersi per poliedro fondamentale del gruppo FV), 
1+iV13 — 
(Cf. § prec'*). Fuori del gruppo esiste la riflessione 2’ = he ——, 
Ye. +iVi3 
an 


che trasforma P in sé stesso ed un nuovo ampliamento @ possibile. 





§ 19. 

14iVi5 _(hiV9 
1 gram f! , ) iA : ) 
a) Se D = 15, oltre i quattro piani 


()E=0, @E=F, B1—0, Ha 


consideriamo le due sfere di riflessione (§ 11) 
2 
6) f+e+e—1, 6 (@-t) 4 (nS) +e —1, 


che nel caso attuale si toccano nel punto See. E questo un 


punto singolare e determinando le sfere di riflessione del tipo lV, § 7 
che ivi passano troviamo 


1\2 1 

(7) ((—3) + '—sa) +¢= Te? 
(8) B+ (1— pz) tla) 

Cosi abbiamo definito un poliedro P coi vertici 

VY; =(0, 0, 1) intersezione di (1) (3) (5); 
y,=(0, 45, +) »  » 1) 6)@)s 
yi =a(o, =, 3) . =» MOP 
y,=(0,7*, 7) . » MOO; 
vy, =(+, ,1) » —— » 2) (4) 6); 


*) Fig* 10% 
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y, (3, =. +) intersezione di (2) (6) (7); 
1 sVis V8 | 
y,=(1,%2. 7) .  »@OM ; 
| 
1 
vy, =(+,0, #) » — » @@)O); 
ao 15 
Ve —— 7%? A r 0) ” ” (5) (6) (4) (8); 
V,, =(0, 0, 0) ” » (1) (2) (3) (4) 
iVi5 1+ iV15 iVio 1+iVi9 
2 ® 2 2 (4) . 
(7) 
(8) 
rn 
6) 
6) 
(5) (6) 
P oD (2) 
@ 
(5) 
(1) (2) 
D 
(3) 
- ww 8 
(3) 
. Fig* 11° b 
con angoli diedri retti salvo due di ampiezza = Ove si osservi che 
P non 2 attraversato da alcuna sfera di riflessione e che, oltre Videntita, 





ae" . 1+iVi5 5 ae , 
la sola sostituzione: 2° = — z+ ier lo cangia in sé medesimo, 


a, 


0, 








Lineare Substitutionen mit ganzen complexen Coefficienten II. 381 


si deduce, precisamente come per D = 7, 11 (§ 16) che il poliedro fonda- 


cee 

mentale di [ si ottiene dividendo P mediante il piano y=§//15 
in due parti (equivalenti) e scegliendo ad arbitrio una di queste parti. 
Fuori del gruppo vi sono per altro le due sostituzioni: 


—V3+iV5 V3+iVs —V3+iV5 
2 = eee ere 
V3+iVs , 
2 





o=_ 








—————,  S= re So a 
+ —— ses e+ V3 — 








che trasformano P in sé medesimo. II gruppo @ quindi suscettibile 


d’ampliamento, ma il gruppo ampliato non contiene alcuna nuova 
riflessione. 


b) Nel caso D = 19, oltre i quattro piani di riflessione 


(1) §=0, (2)§=4, (3) y7=0, 4Ag= = 
e le due sfere (§ 11) 
6) &+r+e—1, (6) (:—4)'+(x— BY +e—s, 


che attualmente sono esterne, basta considerare la terza sfera di 
riflessione (§ 11) 


) (¢—4) +(n—) + 8-4 


che le taglia ortogonalmente ambedue. Abbiamo cosi definito un 
poliedro P voi 9 vertici 


V,= (0, 0, 1) intersezione di (1) (3) (5); 
v,=(0, A, 7) » » AG) M; 
r= %,V%)  » » MOM 
Y, =(0, B®) 


2 


. » (1) (4) 6); 
vy, =(+, &, 1) » — » 2) 4) O) 
%=(4, Ho V3)» OOO 
= ge Va)» » OOM: 


*) Fig? 11%, 
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v, =(4,0, YS’) intersesione di (2) (3) (5); 
V., =, 0, oo) ” » (1) (2) 3) (4). 
Nessuna sfera di riflessione lo attraversa e la sola sostituzione di 
eee) 
dendo questo poliedro in due parti (equivalenti) mediante il piano 
n= 7/19, 


una qualunque di queste pud assumersi per poliedro fondamentale di 


cH) 
rs * “, Osserviamo in fine che questo gruppo non @ suscettibile 
di alteriore ampliamento. 


— — 1+iVi9 as 
che lo cangi in sé medesimo é: 2 = —z¢-+ 146719 Divi- 


§ 20. 
Osservazioni circa i casi superiori. 


La ricerca dei poliedri fondamentali pei nostri gruppi F potrebbe 
forse spingersi pitt avanti sulla medesima via. Ma, oltre alla difficolta 
pratica che nasce dalla crescente complicazione di questi poliedri, ve 
ne ha una di ordine teorico, che i mezzi di cui fin qui abbiamo dis- 
posto sono insufficienti a vincere. Essa consiste in cid che: Nei casi 
superiort esistono sul piano —y dei punti esterni a qualsiasi sfera di 
riflessione, per quanto vi siano sfere di riflessione che passano ad essi 
vicino quanto si vuole (§ 10). Tale circostanza, che ora andiamo a 
verificare, rende evidentemente inapplicabile, senza alteriori modificazioni, 
il metodo tenuto nei casi sopra trattati. 

Supponiamo dapprima che non sia D = 3 (mod. 4), talché tutie 
le sfere di riflessione si trovano raccolte nei tipi I), Il) §7 


D (¢—*)+(n—- 9?) ¢e=4, 024 Da,?=(mod.c,), 
II) (E- a) “+ (a+ - os) 4 f= pe a,?+ Da,?=(mod. De,). 


Sia ora ~ un numero dispari, primo con D, inferiore a YD di cui 
— D sia residuo quadratico; sia inoltre s un numero qualunque 
primo con » ed r una soluzione della congruenza 


ry? = — Ds* (mod. n), 


Dimostriamo che: il punto z ol tere é esterno a qualsiasi sfera 


di riflessione. E infatti se la sfera I) lo contenesse nel suo interno o 
alla superficie, dovremmo avere 





He Me Me Ct vr ww 


 - 
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r a,\2 8 a, \? 1 
(F—S)'+ D(;—*) <GP 
ovvero 
(1) (na, — re)? + D(na, — se)? < n*. 
Essendo per ipotesi D>? sara necessariamente na, —=sc,, e quindi, 
poiché s,m sono primi fra loro: 
A, = Sa, CO = na, 
ove a @ intero, La diseguaglianza (1) si cangia cosi nell’ altra 


(a, —re?<l, 
onde deducesi 
a=re o a =ra+l. 


Ma in ambedue i casi riesce impossibile soddisfare con un conveniente 


valore di @ la congruenza a,? + Da,? = 1 (mod. ¢,) che nel primo 
caso diventa 


(r? +- Ds*)a? = 1 (mod. ne) 
(r? + Ds*) a? +- 2ra = 0 (mod. na) 


mentre x? + Ds? @ divisibile per m ed r @ primo con n. 
Analogamente per una sfera di riflessione II) dovrebbe sussistere 
la diseguaglianza 


D(na, + re)? + (na, — Dse,? <n’, 


e nel 2° 


onde segue 
G,e=7a, C= na 
con @ interc. Di piu risulterebbe 
a,=Dsa 0 a, =—Dsa+1 
ma in ambedue i casi @ impossibile soddisfare la congruenza 
a,? + Da,? = 1 (mod. Dna). 
Nel caso D = 3 (mod. 4), ove si hanno le sfere di riflessione dei 


tipi III), IV), §7 si traggono ancora le medesime conclusioni appena 
D> 4n?. 


Per esempio, se prendiamo »=3 e supponiamo D>9Q (o D>36 
quando sia D = 3 (mod. 4)), vediamo che il punto Mee sara esterno 


a tutte le sfere di riflessione per i valori di D della forma 3h + 2, 
di cui il primo esempio si ha per D = 14,*) 





*) Le difficolla qui accennate possono, almeno in parte, superarsi con nuovi 
ampliamenti del gruppo. Riserbo per un’ altra memoria lo sviluppo di queste 
nuove ricerche istituite dopo lo presentazione del presente lavoro e non ancora 
condotte a termine. 


25* 
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Parte seconda. 
Forme quadratiche di Dirichlet e di Hermite. 


§ 21. 
Forme di Dirichlet ridotte. 


Premettiamo |’avvertenza che i corpi quadratici 2, che intenderemo 
di considerare in seguito, saranno sempre di quelli pei quali superior- 
mente abbiamo fissato il poliedro fondamentale del corrispondente 
gruppo [@. Perd le medesime considerazioni saranno applicabili ad 
ogni altro corpo quadratico immaginario pel quale si riesca a deter- 
minare il poliedro fondamentale di T. 

Una forma binaria quadratica 


ax* + 2bay + cy’, 
nella quale coefficienti e variabili siano numeri interi del corpo quadra- 
tico Q si dira una forma di Dirichlet. Spesso, ponendo in evidenza i 
soli coefficienti, la indicheremo simbolicamente con (a, b,c). Escluderemo 
senz’ altro il caso che il determinante della forma: 
d= b* —ac 


sia un quadrato perfetto; in tal caso la forma @ decomponibile in 
due fattori lineari con coefficienti razionali in Q e i problemirelativi 
a questa specie di forme possono facilmente trattarsi dietro i risultati 
del § 2. 

Dimostreremo come, mediante Ja rappresentazione geometrica 
studiata nella prima parte della presente memoria, si possa stabilire 
la teoria generale di queste forme e in particolare risolvere i due pro- 
blemi fondamentali della teoria dell’ equivalenza (A § 7). 

Diciamo radici della forma (a, b,c) le due radici z,, 2, dell’ 
equazione 

az?+2b2e+c=—0. 


Non essendo d = 6? — ac un quadrato perfetto, z,, , non sono numeri 
razionali in & e i punti del piano &y indici di queste radici sono 
esterni alla rete poliedrica di [). Descriviamo sul segmento che 
unisce questi due punti, come diametro, il circolo C ortogonale al 
piano §y; questo diremo il circolo indicatore della forma f = (a, b, ¢). 
Una forma f @ fissata, a meno di un cangiamento simultaneo di segno 
dei suoi coefficienti, dati che ne siano il determinante ed il circolo 
indicatore. 

Chiamiamo ridotta una forma f quando il suo circolo indicatore 
attraversa il poliedro fondamentale P di [). Precisamente come pel 
gruppo [® (A §7) si dimostra il teorema: Ogni forma di Dirichlet 
ammette una forma ridotta equivalente, 
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§ 22. 
Numero delle forme ridotte di un dato determinante. 


Sussiste il teorema: J1 numero delle forme ridotte di un dato deter- 
minante é finito. 

Nel caso che il poliedro fondamentale non abbia alcun vertice sul 
piano 4, come accade per D = 1, 2, 3, 7, 11, 19 la dimostrazione si 
pud fare precisamente come nel campo (1,7) A, § 8). Ma quando il 
poliedro presenta di tali vertici singolari occorrono alcune considerazioni 
complementari che qui svilupperemo. 

Consideriamo dapprima, come al § 1, la regione (V) di R limitata 
dai quattro piani 

E=1, E=m, y=l’, y= m 
al di sopra del piano 
f=, 


essendo 1, m, l’, m’, € cinque costanti dalle quali l’ultima positiva e 
dimostriamo il lemma: 

Esiste soltanto un numero finito di forme (a, b, c) di Dirichlet con 
assegnato determinante d = b*? — ac, i cui circoli indicatori attraversino 
la regione (V). 

Per la forma (a, 6, c) a determinante d il raggio r del circolo 
indicatore @ dato da 


Via| 
ae 

e poiché la massima ordinata di un punto del circolo @ y mentre la 
minima per i punti della regione (V) @ ¢, dovremo avere intanto 
V\d\ ] 
la| 
pud dunque assumere che un numero finito di valori. Per ogni tale 
valore di a consideriamo la serie di forme parallele ad una singola 
forma (a, b,c): 





>é, cioe ag M4. Il primo coefficiente @ della forma non 


(a, b, ¢), (a, v, c), (a, b”, c’) P eey 


nella quale cioé i coefficienti medii b, b’, 6”... sono congrui fra loro 
(mod. a). Se osserviamo che i loro circoli indicatori nascono da quello 
di (a, b,c) per una traslazione 2’ =2-+ 6 del gruppo [, riesce 
evidente, per la forma della regione (V), che soltanto un numero finito 
di questi circoli attraversera (V). E poiché il numero dei valori di b 
incongrui (mod. a) 2 finito, il lemma é dimostrato. Siano ora v,, 02, 03... 
i vertici singolari sulpiano &y del poliedro P. Isoliamo un intorno di 
ciascuno di essi da P, descrivendo per esempio altrettante sfere di raggio 
arbitrariamente piccolo coi centri in v,, ¥,, ¥,... € indichiamo con 
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6,, 6,, 6,... le piccole porzioni di P interne rispettivamente alle sfere 
descritte, I] numero delle forme ridotte di dato determinante d, i cui 
circoli indicatori attraversano la regione di P, che si ottiene sottraendo 
da P le regioni 6,, 6,,6,... @ finito, pel lemma premesso. Bastera 
dunque provare che per ciascuna regione 6; non vi ha che un numero 
finito di forme a determinante d i cui circoli indicatori la attraversino. 
Osserviamo per cid che la regione 6; @ racchiusa da ‘cinque faccie 
sferiche, delle quali le quattro uscenti dal vertice singolare v;, che @ 
indice di un numero frazionario in Q, si dividono in due coppie di 
sfere tangenti fra loro ed ortogonali a quelle dell’ altra coppia, mentre 
la quinta giace sopra una sfera col centro in v;. Per quanto abbiamo 
dimostrato ai §§ 2, 3, possiamo supporre che il valore di 2 in »; 
r+iVD 
m 


abbia la forma , cioe v; sia indice di una forma quadratica 


ordinaria (m,r,k) a determinante — D. Se operiamo allora la sosti- 
tuzione a determinante m: 


0 1 
o m, r+ yD) 
che trasporta v; nel punto all’ infinito, la corrispondente trasformazione 
dello spazio cangiera la regione 6; in una nuova regione 2; limitata 
da quattro piani due a due paralleli e normali al piano §y e da una 
quinta faccia sferica e tutti i punti di 2; rimarranno al di sopra del 


piano §. Supponendo ora che il circolo indicatore della forma di 
Dirichlet 


f=az?>+ 2bay+cy* 
a determinante d attraversi 6;, applichiamo alla forma f la sostituzione 
a determinante m 


te lal x— Y, 
7 mX, 
che trasformera f nella forma a determinante dm?: 
F=AX?+2BXY+CY’, 
dove A, B, C hanno i valori 
A=al(r+iyVD) + 2bm(r + iYD) + cm, 
=—a(r+iY~D)—bm, C—a. 

Il circolo indicatore di F attraversera 2; Ora, secondo il lemma, 

il numero delle forme F’ a determinante dm?, il cui circolo indicatore 


attraversa 2; @ limitato e poiché, come risulta dalle formole superiori, 


ad ogni forma F corrisponde una sola forma /, risulta cosi dimostrato 
il teorema, 
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§ 23. 
Risoluzione dei due problemi della teoria dell’ equivalenza. 


Consideriamo una forma ridotta f,; ed il suo circolo indicatore C. 
I punti ove C interseca il piano €y sono esterni alla rete poliedrica 
del gruppo F!~) (§ 21) e conseguentemente C attraversa un numero 
infinito di poliedri della rete. Questi intercettano sopra C una serie 
di archi 


, wes, Bowe WE OE  .. 


estesa nei due sensi all’ infinito, ove A, A, indichera l’arco intercetto 
dal poliedro fondamentale P, Ora osserviamo che gli archi A, A,, 


A_,A,, che comprendono A,.A,, possono essere cangiati con due 
sostituzioni di [™ wperfettamente determinate in due archi ridotti, che 
giacciono cioé nel poliedro fondamentale. Le sostituzioni inverse tras- 
formano 7, in due forme ridotte che si diranno le ridotte contigue di f;. 
Cosi ogni forma ridotta f, ha due ridotte contigue determinate senza 
ambiguita da f, ed @ chiaro che la relazione di contiguita fra due 
forme ridotte @ invertibile. Ora prendiamo una ridotta contigua /, 
di f;, di f, prendiamo la seconda ridotia contigua /, oltre f, e cosi 
di seguito. Poiché il numero delle forme ridotte é finito, costituiremo 
un gruppo di forme ridotte 


fifefs «++ tn 


tutte fra loro equivalenti e tale che le ridotte contigue di ogni forma 
del gruppo si troveranno nel gruppo stesso. Si dimostra subito in- 
versamente (Cf. A § 10) che ogni forma ridotta equivalente a /, si 
trova nel gruppo cosi costruito, che si dira il periodo delle forme 
ridotte equivalenti a f,; dunque: Due forme ridotte sono equivalenti 
solo quando appartengono al medesimo periodo. 

Il primo problema della teoria dell’ equivalenza: decidere se due 
forme f, f’ dello stesso determinante sono equivalenti resta cosi risoluto, 
potendosi ricondurre al caso delle forme ridotte. E poiché, se /, /’ 
sono equivalenti, col nostro metodo troviamo anche wna sostituzione 
che trasforma effettivamente f, in f’, per trovarle tutte resta a risol- 
vere la questione: Determinare nel gruppo [™) al sottogruppo ripro- 
duttivo di una forma data f, che si pud senz’ altro supporre ridotta, 

Per maggiore chiarezza limitiamoci dapprima a ricercare le sosti- 
tuzioni di [@) a determinante + 1 che trasformano la forma ridotta 
f, in sé stessa; invece di operare cioé col gruppo [™, operiamo con 
quel suo sottogruppo eccezionale [j”) d’indice 2 che comprende le sole 
sostituzioni a determinante + 1. Al poliedro P sostituiremo adunque 
il poliedro TT che risulta associando a P il suo simmetrico rispetto al 
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piano y = 0, che sara il poliedro fondamentale del gruppo [,) ed i 
concetti di forme equivalenti e forme ridotte si riferiranno al gruppo 
r,() ed al suo poliedro TT. 

Una forma f= az? + 2bay+ cy? a determinante d ha le due 
radici 
b4¥a ba 


amas a ? 2 a ? 
ove pel radicale //d fisseremo una volta per tutte un senso determi- 
nato p.e. quello che da alla parte reale di //d il segno positivo se 


Vd non ® puramente immaginario e, inquest’ ultimo caso, quello pel 


quale ZS. é positivo. Chiameremo allora z, la prima e 2, la seconda 


radice e fisseremo per senso positivo del circolo indicatore quello che 
in R va da 2, verso z,. Una forma f risulta per tal modo individuata 
dal suo determinante d, dal suo circolo indicatore e dal senso positivo 


di questo. Se una sostituzione (%’ B a determinante 1 trasforma 
q y, o 


f in f’, la sua inversa cangia il circolo indicatore di f in quello di /’ 
e precisamente il senso positivo dell’ uno nel senso positivo dell’ 
altro.*) 

Sia ora f, una forma ridotta, A,A, l’arco del suo circolo indi- 
catore intercettato da TT e il senso da A, verso A, il senso positivo. 
La ridotta contigua a f, che si incontra dopo A, si dira la contigua 
a destra dif, e quella prima di A, la contigua a sinistra. Cosi 
chiaro, per quanto precede, che se f, @ contigua a destra di f,, questa 
é contigua a sinistra di f,. Cid posto, prendiamo la contigua a destra 
f, di f,, la contigua a destra f, di f, e cosi via. La prima forma a 
ripetersi nella serie 


fifofs-+- 


é certamente /, e se cid accade immediatamente dopo f,, alla forma 
fn4i, diremo che 


fifots+++fn 


costituisce un periodo di forme ridotte. Componendo successivamente 
la sostituzione (data dal metodo stesso) che trasforma /, in /, conquella 
che porta f, in /, etc. e in fine con quella che porta f, in fii =f; 
troviamo una sostituzione S§ che trasforma f, in sé medesima. D/altra 
parte ogni sostituzione che trasforma f, in sé stessa cangia il circolo 
indicatore dif, in s® medesimo e se, come qui supponiamo, @ a deter- 
minante + 1 ne conserva altresi il senso positivo; se ne conclude 
subito che @ una potenza di S. Dunque: II gruppo delle sostitusioni 


*) Cf. Dirichlet, Zahlentheorie § 72, e Klein, Modulfunctionen p*. 251. 
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di T™ a@ determinante +1 riproduttrici di f, @ un gruppo ciclico 
generato da una sostituzione minima S che sappiamo determinare.*) 

Volendo da questo gruppo risalire all’ intero sottogruppo di [™ 
riproduttivo di f,, osserveremoche se t, t’ sono due sostituzioni a 
determinante — 1 riproduttrici di f, il prodotto t—'r’ & necessariamente 
una potenza di S. Quindi il sottogruppo cercato o coincide col gruppo 
ciclico superiore o lo contiene come sottogruppo eccezionale d’indice 2, 
constando delle sostituzioni della forma 


a) S*,cS* (w= 0, +1, +2,...). 


Ogni sostituzione tS" cangia il circolo indicatore di f, in sé me- 
desimo rovesciandone il senso positivo; essa ha percid necessariamente 
un punto fisso sul circolo ed @ quindi ellittica a periodo 2, il suo 
determinante essendo eguale a — 1**). La costituzione del gruppo a) 
corrisponde quindi evidentemente a quella di un gruppo diedrale. 

E chiaro che in tal caso fra le sostituzioni tS" se ne troverd una 
che lasciera fermo A, ovvero seambiera A, con A,. Se tale sostitu- 
zione esiste @ ben facile determinarla dalle coordinate note di A,, A, 


e si ottiene cosi la determinazione completa del sottogruppo cercato. 


§ 24, 
Forme definite di Hermite. 


Consideriamo una forma quadratica: 


Axi, + Bry, + Boxy + Cyy 
dove i coefficienti A, C sono razionali interi; B é un intero nel corpo 
quadratico, B, il coniugato, 2, y due interi variabili in Q e ay, i 
loro coniugati. Una tale forma si dira una forma di Hermite e sara 
rappresentata per brevita col simbolo [A, B, C]. Per ogni sostitu- 
zione lineare 

eax’ + By’, y=ya' + dy’ 
eseguita sulle variabili, ove a, 6, y, & sono interi in Q (quando con- 
temporaneamente si eseguisca la sostituzione coniugata sulle varia- 
bili coniugate) la F' si trasforma in una forma 


F’ au A 2% + Ba’ y, ote By xy’ a C’y' Yo 
della stessa natura e si hanno le formole di trasformazione: 


*) Nel corrispondente § 10 (A) é incorso un errore che facilmente si correggera 
dietro le indicazioni del testo. 

**) Alla medesima conclusione si arriva direttamente osservando che in una 
tale sostituzione il 1° ed il 4° coefficiente sono eguali e di segno contrario 
(V. Dirichlet, Zahlentheorie § 57). 
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A = Aaa + Bay, + Byayy + Cyy, a 
(1) B’ = Aap, + Bad, + ByByy + Cyd, = 

By = Aa, B+ Byod + BBy, + C9, 

C’ = ABB, + BBO, + B,p,d + Cdd,. (3 


Se il determinante della sostituzione @ un’ unitéa le due forme 
F, F’ si diranno equivalenti rispetto a [(). 

La forma F @ definita o indefinita secondo che il determinante 
A = BB, — AC @ negativo o positivo. In una forma definita A, C 
hanno lo stesso segno e ci possiamo limitare, come faremo, a con- 
siderare il caso dei coefficienti estremi positivii Ad una forma de- 
finita [A, B, C] corrisponde in R un punto perfettamente determinato 
le cui coordinate sono date dalle formole 


an_m nm (ee ae. (ae 


(2) & ao — B+ By n B—B, 





2A”? ain: i iw oi 





questo punto si dira l’indice della forma (Cf. A § 11). Una forma 
definita (positiva) @ individuata dal suo determinante e dal suo indice. 
Due forme definite equivalenti hanno indici equivalenti ed inversa- 
mente. (ibid.). 

Diremo ridotta una forma definita quando il suo indice giaccia 
nel poliedro fondamentale. Ne segue subito: Ogni forma definita é 
equivalente ad una forma ridotta. 

Ora riferendoci alle considerazioni del § 22 possiamo dimostrare 
il teorema: Il numero delle forme ridotte definite di un dato deter- 
minante A é limitato. Se riprendiamo infatti a considerare in R una 
regione (V) come quella del § 1 definita dalle diseguaglianze 


L<E<m, UVcg<m, b>, 


dimostriamo dapprima facilmente che entro (V) non pud cadere che 
un numero finito di punti indict di forme a determinante A. Per una 
tale forma dovendo aversi > >e, cio A< r=, il 1° coeffi- 


ciente A non pud assumere che un numero finito di valori. Per ogni 
valore ammissibile di A, tanto la parte reale quanto il coefficiente dell’ 
immaginario in B debbono giacere fra limiti assegnati e perd risulta 
evidente l’ultima asserzione. 

Ora se il ‘poliedro P ha vertici singolari sul piano &y si escludano 
al modo del § 22 e le considerazioni stesse di questo paragrafo di- 
mostreranno il teorema enunciato. Basta per cid osservare che la 


sostituzione a 
a=(r+iyD)«’—y’, 
y= ma’ 
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a determinante m ivi considerata trasforma la F = [A, B, C] a deter- 
minante A nella FF” =[A’, B’,C’] a determinante Am?, ove 


A = A(r?+D)+ Bm(r+iyD) + Bym(r—iVD) + Cm’, 
(3) )B’=— A(r+iyD) — Bm, 

C'=A 
e mentre ad ogni forma F' ne corrisponde una sola F’, inversamente 
ad ogni forma F” corrisponde per le (3) una sola forma F. 

Ove si aggiunga in fine che due forme ridotte non sono in generale 
equivalenti salvo quando i loro due indici si trovino su due faccie 
_ coniugate di P e l'uno risulti dall’ altro per la sostituzione di [™ che 
cangia luna faccia nella coniugata, si hanno tutti gli elementi neces- 
sarli per risolvere, nel caso delle forme definite di Hermite, i problemi 
della teoria dell’ equivalenza. 


§ 25. 
Esempi numerici. 


Per mostrare in qualche esempio l’effettiva applicazione dei risul- 
tati precedenti, prendiamo dapprima il caso del corpo quadratico 
(49 
.~ 


e scriviamo le condizioni affinché una forma definita positiva [A, B, C] 
sia ridotta. Secondo il § 16 possiamo definire il poliedro fondamentale 
colle diseguaglianze 


+7V7 
P di Ca") 
Va 


—F<t<y, O<n<-, n—-&V7>0, 1 +8V7>0, 





etetedi, (¢—t)4(0-4) +021, 
(4s) 4M ares 


Ora se poniamo 
» 14447 
B= B,+B,——, 


essendo B,, B, razionali interi, il punto indice della forma avra per 
le (2) § 24 le coordinate 


p—-—2Bt+B, »_ BVi 4 V=a 
24° «CO 2A? A 


e le precedenti diseguaglianze si tradurranno per una forma ridotta 
nelle seguenti 
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\2B,+B|<A, 0<B,< A, B+B,>0, B,<0, CDA, 
20+ (2B, + B,) — 7B, + 24250, 
2c — (2B, + B,) — 7B, + 2A>0,") 


—_— = . . : Bis 
L’ordinata minima di un punto del poliedro P é =~; in con- 
seguenza deve aversi 


A<f/—ta, 


il che da per A un numero finito di valori. Indi le diseguaglianze 
superiori, unitamente alla condizione 


40— 3B? — 9B! — 3B, — 4, 


danno un numero finito di forme ridotte. Cosi se prendiamo A = — 3 


troviamo le 5 forme ridotte 
(1, 0, 3], [1, 1+ 5], [1, 1+ 5}, 2, 3, hi 


[2, i77, 5] 
delle quali le tre prime sono equivalenti mentre le ultime due non 
sono equivalenti fra loro né alla prima. Le forme di Hermité a de- 
terminante — 3 nel campo (, 14st) si ripartiscono dunque in 
tre classi rappresentate dalle forme ridotte 
(1, 0, 3], (2, —1, 2], [2, #77, 5). 
Come secondo esempio consideriamo il caso del campo quadratico 


(1, i75). Il poliedro fondamentale del corrispondente gruppo rY*) 
@ stato definito al § 14 mediante le diseguaglianze 


(§+3) +(09—}E) +>, 
(t—) +(1-7) +e 2m, 


che per una forma definita [A, B, C], ponendo 
B= B, + iB,y) 5, 


*) Che le diseguaglianze caratterizzanti una forma ridotta siano lineari 
rispetto ai coefficienti della forma non é una particolarita di questo caso ma 
una proprieta generale. 














(a 


S 


ne . 











Lineare Substitutionen mit ganzen complexen Coefficienten II. 393 


si traducono nelle altre: 


—£<B <4, 0<B,<4, C>A, C—5B,4+4>0, 
C—B,—4B,+A>0, C+B,--4B,4+A>0. 

Ora, secondo quanto abbiamo detto al § 22, descriviamo attorno 
ai due vertici singolari — : i . : = 


(a) 





come centri due sfere di 


raggio € cosi piccolo che stacchino dal poliedro P due intorni dei 
vertici singolari e ricerchiamo separatamente per ciascuna delle tre 
parti, in cui P risulta diviso, quali indici di forme dell’ assegnato 
determinante (negativo) A vi sono contenuti. Se prendiamo |’intorno 


del vertice singolare =t4e definito dalle diseguaglianze 
1 5 
t2~4, ooh, 


pt (n—B)ys¢eot, (+at(-~yt+ezE 


= 20? 
(6+ 4) + (9-4) +ee<e, 


le forme ridotte [A, B, C] i cui indici cadono in quest’ intorno 
dovranno soddisfare alle diseguaglianze: 


B,< +, B< +, C—5B,+4>0, 
C—B,—4B,+A>0, C—B,—5B,+(G-—#)4<0. 
Se ad una tale forma [A, B, C] applichiamo (§ 24) la sostituzione 
f 1+iy~5, — ') 
2 —— 
a determinante 2, ne deriviamo una forma [A’, B’, C’| a determinante 


4A e i coefficienti A, B, C della 1* forma si deducono da quelli della 
2° colle formole 


A=mC’, Boe, Be Cte 


» ’ 
2 


(b) 


? 
Cm A +80’ — 2B, + 0B, 
4 ’ 
ove si é posto B’= B, +iB,/V5. Per la forma [A’, B’, C’'] le 
diseguaglianze (b) si mutano nelle altre 





O<Bi<4, =A <By<o, s<4e0; 





ma poich? deve essere 
A’ C’ — B,? — 5B,? =4A4, 
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ponendo in questa per C’ il limite inferiore ~ e per B,’?, B,? i 


a at, de® P 
limiti superiori ~— ne deduciamo 


(4 - 6)<—16A. 
Questa ci da per A’ un numero finito di valori e a ciascuno di 


essi corrisponde un numero finito di valori per B,’, B,’. Se prendiamo 


é 


— - 
3V5 
risulta A’? < — A, siccht pr A=—J, A=—2, nessun 
indice di forme ridotte cade negli intorni dei vertici singolari. 
Nel poliedro che risulta togliendo da P gli intorni dei due vertici 


V39 


singolari la minima ordinata di un vertice @ —>-. Per una forma 
ridotta [A, B, C] a determinante — 1 dovremo dunque avere 

1 V39 

ye 2 
e quindi A<7, Tenendo presenti le diseguaglianze (a) troviamo le 
seguenti quattro forme ridotte a determinante A = — 1: 


(1,0, 1], [2, 75, 3], [5,2+2¢/5, 5], [5, —2+2i/5, 5], 
delle quali soltanto le due ultime sono equivalenti fra loro. Nel campo 


(1, 7/5) le forme a determinante — 1 si distribuiscono dunque in 
tre classi. 


§ 26. 
Forme di Hermite indefinite. 


Una forma di Hermite indefinita [A,B,C] individua nel piano 
Em il circolo reale: 
(1) Ase, + Bz+B,4,+C=0, 
che soltanto se il primo coefficiente A @ nullo si riduce ad una linea 
retta. In tal caso il determinante A = BB, é scindibile nel prodotto 
di due fattori coniugati nel corpo quadratico Q ed il gruppo ri- 
produttivo della forma, la cui determinazione forma l’oggetto princi- 
pale delle ricerche seguenti, deducesi per trasformazione da un sotto- 
gruppo modulare*). Generalmente intenderemo escluso questo caso 
che consente una trattazione pid semplice. 

La sfera descritta sul circolo (1), come cerchio massimo, si dira 


*) Cf. pel gruppo fF la mia nota nei, Rendiconti Accademia Lincei 
4 maggio 1890, 
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la sfera indicatrice della forma [A, B, C]. Ove si scinda B nella 
sua parte reale ed immaginaria, ponendo 


B= M+ iN, 
lequazione della sfera indicatrice é: 
My NY 
2) + 4)+Q-3y+e=3 


La forma [A, B, C] @ determinata, a meno di un cangiamento 
simultaneo di segno nei coefficienti, quando ne sia fissato il determi- 
nante e la sfera indicatrice. 

Diciamo la [A, B, C] ridotta quando la sua sfera indicatrice at- 
traversa il poliedro fondamentale P; sussiste allora il teorema: Ogni 
forma di Hermite indefinita ammette una forma ridotta equivalente. 

Ed ora andiamo a dimostrare l’altro teorema fondamentale: II 
numero delle forme ridotte di assegnato determinante A é finito. 

Perché una forma sia ridotta @ necessario che la sua sfera indi- 
catrice 0 contenga nel suo interno qualche vertice non singolare di 
P, ovvero contenga nel suo interno o alla superficie un vertice singo- 
lare. Sia dapprima v, = (& €)) un vertice non singolare e perd 
f, > 0; se la sfera (4) contiene nel suo interno vy dovremo avere 
(3) (AE + M)? + (An — N)? + A?6,’ < A; 
ne segue intanto che il 1° coefficiente A non pud assumere che un 
numero finito di valori e poiché inoltre la parte reale ed immaginaria 
in B, per ogni tale valore di A, debbono giacere, in forza della (3) 
stessa, fra limiti assegnati, il numero di queste sfere @ limitato. 

Se v) @ un vertice singolare le sue coordinate saranno 


i=, nes Si. f= 9, 


essendo 7, $, % razionali interi. Supponiamo che non sia D==3(mod.4), 
il caso D =3 (mod. 4) consentendo una trattazione del tutto simile; 
allora il 2° coefficiente B avra la forma 

B= B,+ iB, V D. ? 


con B,, B, interi ordinarii. Se la sfera (2) contiene mel suo interno 
% dovremo avere 


(Ar + B,n)? + D(As — Bn)? < An’, 
‘Ponendo per un momento 
(4) Ar+Bn=a, As—Bn=6 
le coppie di valori ammissibili per #, 6 sono evidentemente in numero 
limitato. Per ogni tale coppia di valori di a, B essendo 


a? + Dp? = n?(B,? + DB,*) (mod. A) 


e perd 
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a? + Dp?— 2A =n? {B,?2 + DB, — A} =0 (mod. A) 
deve essere A un divisore del numero diverso da zero a? + DB? —n?A 


e perd A e quindi B,, B, (per le (4)) non possono ricevere corrispon- 
dentemente che un numero finito di valori. 
Resta che proviamo che vi ha soltanto un numero finito di forme 
a determinante A le cui sfere indicatrici passano pel vertice singolare 
_ r+isVD 
y= se eae 


» ivi attraversando il poliedro P. Sia [A, B, C] 
una tale forma per la quale risulti adunque per la (1) 
(5) A(r?+Ds?)+ nB(r+isyD) + nB,(r—isVD) + Cn? = 0. 
Ricorrendo al processo gia usato ai §§ 22, 24; applichiamo ad 

[A, B, C] la sostituzione a determinante » 

{é = (r+ isVD) a’ —y’, 

= nx’, 
che la cangia in una forma [0, B’, C’] a determinante An? col primo 


coefficiente nullo, a causa della (5) e gli altri due dati dalle formole 


6) ‘= —A(r+ is/D) — Bun, 
C’ =A. 

La sfera indicatrice della forma trasformata si riduce dunque al piano 

(7) B's + Bin +C' =0, 

mentre l’intorno del vertice singolare v, si muta in una regione 2 

della natura di quella considerata al § 22. Per ipotesi deve il piano 


(7) traversare questa regione 2 e quindi la sua distanza p dall’ origine 
non potra manifestamente superare un certo limite. Ma troviamo 


ae a 
Be nV’ 
onde segue che C’ non pud assumere che un numero finito di valori 
e poiché lo stesso accade di B’ in forza della condizione B’ B, =n?A, 
le formole (6) dimostrano subito la proprieté enunciata. 


§ 27. 
Periodi delle forme ridotte. 


Per cid che riguarda la distribuzione delle forme ridotte in periodi, 
e la risoluzione dei due problemi della teoria della equivalenza, poco 
vi @ da aggiungere a quanto @ esposto pel gruppo [ nei lavoro pre- 
cedente (A. §§ 13, 14). Sulla sfera indicatrice di una forma ridotta 
f, la divisione poliedrica, corrispondente al nostro gruppo [®, dara 








— aoe Gee oe. 
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una rete di poligoni con lati circolari normali all’ equatore*) della 
sfera, Consideriamo il polygono z, della rete tagliato sulla sfera dal 
poliedro fondamentale P ei poligoni della rete contigui a 2,. Ciascuno 
di questi con una sostituzione di [@ perfettamente determinata pud 
essere trasportato in un poligono ridotto, giacente cioé nel poliedro 
fondamentale; la sostituzione inversa applicata alla forma /, la cangia 
in una forma ridotta equivalente ad f,, che diremo una ridotta con- 
tigua di f,. Evchiaro che in generale il passaggio dalla forma ridotta 
f; ad una contigua si opera per mezzo di una delle sostituzioni ele- 
mentari del gruppo, che cangiano cioé il poliedro P in uno degli ad- 
erenti per una faccia. Fa eccezione il caso in cui la sfera indicatrice 
di f, attraversa uno spigolo di P, ché allora la sostituzione da adoperarsi 
é quella che cangia P nel poligono della rete opposto lungo questo 
spigolo. Immaginiamo ora scritte tutte le forme ridotte contigue ad 
f, e di ciascuna prendiamo nuovamente le ridotte contigue, omettendo 
quelle che eventualmente ripetessero forme gia ottenute e cosi con- 
tinuiamo. [1 numero delle forme ridotte di un dato determinante A 
essendo limitato (§ 26), costituiremo un aggregato di forme ridotte 
differenti 


A) fi fofs+++fry 


tutte equivalenti fra loro, tale che le ridotte contigue di ogni forma 
fi in A) si trovano in A) stesso. Diremo questo aggregato A) un 
periodo di forme ridotte e, come in (A) § 14) dimostreremo il teorema: 
Due forme ridotte equivalenti appartengono al medesimo periodo. 

Con cid viene risoluto il problema di riconoscere se due forme 
indefinite dello stesso determinante sono equivalenti o no; nel caso 
affermativo si trova anche un’ effettiva sostituzione che trasforma l’una 
nell’ altra. Rimane cosi soltanto da risolvere il 2° problema della 
teoria dell’ equivalenza: 


Determinare in [ il sottogruppo riproduttivo di um’ assegnata 
forma indefinita, che é lecito supporre ridotta. 

Questa ricerca offre interesse non soltanto per la teoria dei numeri 
ma ben pid per quella delle funzioni automorfe. Tale sottogruppo @ 
infatti un gruppo automorfo e le corrispondenti funzioni hanno stretta 
analogia colle funzioni modulari, colle quali hanno a comune una 
teoria della trasformazione e il gruppo delle corrispondenti equazioni 
di trasformazione (gruppo delle equazioni modulari) **). 


EEE 


*) Intendiamo per equatore il circolo massimo nel piano &y. 
**) Cf. Fricke, Math. Annalen Bd. 39. 


Mathematische Annalen, 





XL. 
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§ 28. 
Gruppo riproduttivo di una forma di Hermite indefinita. 
Essendo 
A) fifrfs +++ fn 


il periodo delle forme ridotte individuato da am consideriamo i corri- 
spondenti poligoni ridotti 


, 


’ , , 
B) Bes Bay My s+ Mee 


Poiche due forme distinte [A, B, C], [A’, B’, C’] dello stesso 
determinante hanno a comune la sfera indicatrice solo quando i coeffi- 
cienti dell’ una siano eguali e di segno contrario ai corrispondenti dell’ 
altra, vediamo che la serie B) constera di poligoni tutti distinti, ovvero 
due a due coincidenti. Il secondo caso si presenteri quando il periodo 
A) contenga la forma contraria [— A, — B, —C] di f,=—[4A, B, C] 
e quindi anche la forma contraria di ogni forma nel periodo. 

Se procediamo dunque direttamente sui poligoni della rete che 
la sfera indicatrice di /; taglia dalla divisione poliedrica e formiamo 
il poligono TT constante degli m poligoni contigui 


By Bq so Me 

che formano un sistema completo di poligoni non equivalenti della 
. 1 on 

rete, sara m—=™m nel 1° casoe m= nel 2°, Determiniamo ora, 


nel noto modo (A) § 13), il sottogruppo ® di [, che trasforma in 
sé medesima la rete sferica di f,, sottogruppo che avra precisamente 
per poligono fondamentale TT. Il gruppo ® coincidera col sottogruppo 
riproduttivo ®, di f, nel 1° caso e lo conterra invece come sottogruppo 
eccezionale d’indice 2 nel 2° caso, ove le sostituzioni di ® che non 
appartengono a ®, trasformeranno /, nella sua contraria, Ora colle 
formole effettive di trasformazione si prova facilmente che una sosti- 
tuzione di ®, produce un semplice scorrimento (nel senso non-euclideo) 
della sfera indicatrice in st medesima, mentre una sostituzione di 
fuori di ®, produce un tale scorrimento combinato con un ribaltamento 
© inversione delle due faccie della sfera. Nel secondo caso adunque 
il gruppo ® non é altro che il gruppo 9, ampliato per riflessione. 

Per chiarire con un esempio queste osservazioni consideriamo il 
gruppo [ e la divisione poliedrica corrispondente (§ 12) e prendiamo 
la forma 

f, = try — i%oy, 

la cui sfera indicatrice si riduce al piano 70. Questo taglia dalla 
divisione poliedrica precisamente la figura corrispondente al gruppo 
modulare ampliato per riflessione. 
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§ 29. 
Esempio numerico pel gruppo fF. 


Alla discussione di alcuni esempi numerici facciamo precedere 
Yosservazione seguente. La distribuzione delle forme ridotte in periodi 
operandosi per forme contigue, per ottenere da una forma ridotta 
tutte le ridotte contigue bastera in generale applicare a ciascuna forma 
ridotta f; le sostituzioni elementari del gruppo [™. Solo quando la 
sfera indicatrice di f; attraversi uno spigolo di P converra usare inoltre 
la sostituzione che trasforma P nel poligono opposto lungo questo 
spigolo (§ 27). Cid del resto avverra soltanto per valori speciali di 
A e per particolari forme ridotte. Bastera dunque, scritto il sistema 
completo delle forme ridotte, osservare l’effetto permutativo prodotto 
sopra di esse dalle sostituzioni elementari del gruppo (alle quali even- 
tualmente saranno da aggiungersi le sostituzioni sopra indicate) per 
conoscere la distribuzione in classi delle forme a determinante A. Dopo 
di cid si calcoleranno facilmente le sostituzioni generatrici del sotto- 
gruppo riproduttivo di ogni forma ridotta. 

Come primo esempio prendiamo il gruppo [ col poliedro fonda- 
mentale del § 12 avente, oltre il vertice all’ infinito, i quattro vertici 


1 3 1 3 
V,=(, 0, 1), Vy, = (0, 2 y+), "y= G, 0, V2), 
ew a 1 1 
y= 6 ae 7") 
Una forma indefinita [A, B, C] a determinante A é ridotta se 
la sua sfera indicatrice 


e (6+ 4) + 0-2) +0 = ¥ 


(ove si @ posto, scindendo B nella sua parte réale ed immaginaria, 
B= M+ iN, contiene nel suo interno almeno uno dei quattro vertici 


V;, Vi, Vs, V;. 
Scriviamo le rispettive condizioni di riduzione che sono 
pel vertice V,--- M*?’+N°?+ A7<A, 
(Qy)» » V,---4M*?+ (2N — A)?+ 3A? < 4A, 
a Vz +++ (2M+ A)?+4N?+ 34? < 44, 
—— V,-++(2M+ A)?+ (2N — AP? +24? < 4A. 
Osserviamo poi se la sfera (1) pud contenere uno spigolo del 
poliedro. Se essa contenesse lo spigolo V,V, che @ J’intersezione 


della sfera 
e+ e+e 
col piano § = 0, la sua equazione dovrebbe avere la forma 
26* 
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Etter t+ em—1+H, 
essendo 4 una costante. Dal confronto colla (1) risulta 
t4—7, N=0, A=44M, 
e perd A sarebbe scindibile nella somma di due quadrati, caso che 
escludiamo (§ 26). Le stesso accadrebbe se la sfera indicatrice passasse 
per lo spigolo V, V3. 

Un calcolo del tutto simile prova che se la sfera (1) passa per lo 
spigolo V,V, o per laltro V,V, deve presentarsi uno dei due casi 
seguenti 
(3) f=[(A,iN, N—A] con A= A*?+ N? — AN, 

(4) f=[A, M, —(A+M)] con A= A? + M?+ AM. 

Come si vede, cid pud accadere soltanto per un valore di A scindi- 
bile in fattori coniugati nel campo quadratico (1, LD > JT). 

Le sostituzioni elementari di [ sono le tre seguenti 


8, = (67 1), = (7 1)» = (3 0'); 


alle quali sono da associarsi per le forme delle rispettive specie (3), 
(4) le sostituzioni 


1, 0 i, 0 
5=(44,9), &=(59) 
Ora, essendo [A, B, C] una forma qualunque di Hermite, no- 


tiamo gli effetti prodotti dalle sostituzioni S,,.S,, S, dati dalle formole 
seguenti 





S,\[A, B, C] = [A, iB, C], 
(5) S,[A, B, C] = [A, i(A+B), C'), 
S,[A, B, C] = [C, —iB,, Al. 
Se prendiamo come esempio A = 3, usando delle (2), troviamo 
che si danno qui 16 forme ridotte cioé le 8: 
f=, 9, — 3}, fp={1, 1, — 2], 
fy=(l, —1, — 2], f,=(1, i, —2], 
f,=(l, —t, — 2], fe=(!, 14%, —1], 
fj=(1, —1+%, — 1], f=, —i—¢, —4], 
e le 8 contrarie che indicheremo rispettivamente con /;'f, fy’ fy f; fs fy fy 


Calcolando secondo le (5) l’effetto prodotto sulle forme ridotte da 
S,, S,, 8S, troviamo*). 


*) Qui si rende necessaria una spiegazione delle notazioni usate. Nel primo 
modo di scrittura sopra ciascuna forma ridotta della linea inferiore collochiamo 
Ia forma trasformata surrogandola conuna lineetta quando questa non é ridotta. 
Il secondo modo di scrittura mostra la permutazione prodotta decomposta in cicli. 
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fhiittht fe 25 
=A f= hhhA hh: 


,_hh-hht— fs fr) __ 
Ss, = * hy hy h; A fe f; f, 6) = (hhitrt fs) (fs fs—) (fs fe —), 


| «le ae al 
s,=(, fr fa fi fs fe tr = (fe fe’) (fs fs) 


La semplice ispezione di queste formole dimostra che le sostituzioni 
S,, S,, S,; bastano gia a congiungere fra loro transitivamente tutte le 
16 forme ridotte, le quali formano adunque un unico periodo. 

Vogliamo ora calcolare le sostituzioni fondamentali del sottogruppo 
® che trasforma in sé medesima la sfera indicatrice dif,, che nel caso 
attuale sara il gruppo ampliato per riflessione del sottogruppo riprodut- 
tivo di f,. Alla sua determinazione, avendosi qui le due forme ridotte 


f=, —t,—-2), A=, 1, — 2) 
delle specie (3), (4), occorre inoltre segnare gli effetti delie rispettive 
sostituzioni S, 8,, cioe 
; Sth=h Sh=f- 
Dopo di cid costruendo un semplice schema per figurare la succes- 


sione delle forme ridotte contigue, troviamo come sostituzioni generatrici 
di ® le tre seguenti 


i, :) 2, a ‘'ht ee 
& 1/’ \—i, 2i/7’ 1, —1-—i/’ 


delle quali le prime due trasformano la f, in sé medesima mentre la 
terza la trasforma nella contraria. 





<r aes 


§ 30. 
Esempio numerico pel gruppo F V5), 


Il gruppo F“V5) ha il poliedro fondamentale descritto al § 14 con 
nove vertici di cui uno all’ infinito e gli altri 8 nei punti: 


y,=(1 , a, 0), V7,=(}. =. PP), 
y, me ty ¥,= =» 0, iP), 






(5, 
‘=(-3 
=(-7 
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fra i quali sono da notarsi i due vertici singolari sul piano & y 


V, os 12S Yo —2 3 


? 


Perch® una forma indefinita [A, B, C] sia ridotta @ necessario e 
sufficiente che la sua sfera indicatrice contenga nel suo interno almeno 
uno degli otto vertici, giacché nel caso attuale non pud darsi che 
essa passi per uno dei vertici singolari. E infatti se cid accadesse p. e. 
pel vertice SoSe dovremmo avere(ponendo al solito B=B,+iB, /5): 
(2B, + A)? + 5(2B, — A)? = 44, 

il numero A dovrebbe essere manifestamente pari e dalla precedente 
equazione, divisa per 4, risulterebbe A decomponibile in due fattori 
coniugati in Q2, caso che escludiamo (§ 26). 


Scrivendo ora che la sfera indicatrice della forma [A, B, C], la 
cui equazione é: 


(e+ 3) + (9— BE) +e = 4, 
contiene nel suo interno uno degli otto vertici troviamo le disegua- 
glianze : 
| (2B, AP+5(2B,—4)'<4A, (2B,—A)+5(2B,—A)?< 4A, 
16(2B, + A)? + 5(8B, — 3A)? + 3A? < 644A, 
16(2B, — A)? + 5(8B, — 3A)? + 3A? < 644A, 
) (©B, +24 + 56B, — 2A) 4- A? < 254, 
(5B, — 2A)? + 5(5B, — 2A)? + A? < 25A, 
(2B,+A)+5B,+34°<4A, (2B,—A)l?+5B+3A4°2< 4A, 
delle quali una almeno deve essere soddisfatta se la forma @ ridotta. 
Prendiamo p.e. A= 2: troviamo 16 forme ridotte, cioé le otto forme 
f,=(1, 0, — 2), fo = LL, iS, 3], 
f=(i,—1, —1], fy= (1,1, — 1), 
fs= 1, —1+ i¥5, 4], f=, 1+ iy75, 4], 
f; = (2, —1+ iy5, 2], fs = [2, 1+ i/5, 2] 
insieme colle otto contrarie. Pel gruppo [¢V5) abbiamo le sei sosti- 
tuzioni generatrici (§ 14) 


. 1, 0 1, 1 : —1, iy5 ‘ 0, 1 
S=(9' _,); Sy—(' -)s 8— (5, ) = (_}, 0) 


P iy5, 2 P —4+iy5, 2i//5 
. . | ~aey" SN 2iy5, = 4 + 5)’ 
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il cui’ effetto permutativo sulle forme ridotte sopra scritte é dato dalle 
formole seguenti: 


S=A(Afh), w=(hht—)bhfs —) (its —), 
S=Ah) (bh Ah)Gh), SBE GA AAIGHA), 
Ss = (fs fa) fs fo) (fr 7’) (fs fe’), 
mentre la S, trasforma ciascuna delle forme ridotte in una forma non 
ridotta. 


Abbiamo qui adunque due periodi di forme ridotte, l’uno formato 
dalle 12 forme 


" p pp en 


e l’altro dalle 4 forme 

fils tr fei 
il numero delle classi delle forme indefinite a determinante A — 2 nel 
campo (1, 1/5) & quindi eguale a 2. 


Parte terza. 


Involuzione ed ortogonalita delle forme di Dirichlet e di 
Hermite. 


§ 81. 


Forme di Dirichlet in involuzione colla forma fondamentale F' od 
ortogonali a questa. 


Consideriamo un determinato campo quadratico (1, i/D), o 
(1, 1+ ) ed in esso una forma di Hermite indefinita: 
F=[(A,B,C), A=BB,—AC>0 


che intenderemo fissata una volta per tutte e chiameremo la forma 
fondamentale. Le ricerche seguenti si riferiranno a quel sottogruppo ® 
di [ che trasforma in sé medesima la sfera indicatrice di F’, sotto- 
gruppo che coincide col sottogruppo riproduttivo della forma F’, ovvero 
lo contiene come sottogruppo eccezionale d’indice 2 (§ 28). Esse 
avranno per iscopo di costruire rispetto ad una certa classe di forme 
quadratiche, sulle quali si opereranno le sostituzioni di ®, una teoria 
intieramente analoga a quella delle forme binarie quadratiche ordinarie 
rispetto al gruppo modulare. Se il circolo indicatore di una forma di 
Dirichlet p giace sulla sfera indicatrice 2 di F, diremo che  é in 
involuzione con F, Quando accada invece che il circolo di @ sia orto- 
gouale alla detta sfera, diremo che @ é ortogonale a F. 
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E chiaro che operando sopra una forma @ in involuzione ton F 
od ortogonale a F’ una sostituzione qualunque di ®, otterremo una 
forma trasformata gy’ egualmente in involuzione con F' od ortogonale 
a F. Considerando adunque la totalita delle forme m di un dato deter- 
minante in involuzione con F’ od ortogonali a F, diremo equivalenti 
rispetto a ® due tali forme m, gm’ quando esista in ® una sostituzione 
che trasformi m in g’. Potremo quindi distribuire le forme » di egual 
determinante in classi e facilmente dimostreremo che: Jl nwmero delle 
classi delle forme p di egual determinante in inwoluzione colla forma 
fondamentale F’, 0 a questa ortogonali, é sempre finito. 

Immaginiamo per cid costruito sulla sfera 2 indicatrice di F il 
poligono fondamentale TT del gruppo ® (§ 28). Se si tratta di una 
forma g in involuzione con F’ diremo che  @ ridotta quando il suo 
cireolo indicatore, che giace sopra 2, attraversi TT; una forma 
ortogonale a F’ sara invece ridotta se il punto ove il circolo indicatore 
di @ incontra (ortogonalmente) 2 giace nel poligono TT. Essendo TT 
sulla sfera 2 il poligono fondamentale del gruppo ®, ogni punto di 
questa sfera fuori dell’ equatore pud trasportarsi con una sostituzione 
di ® entro TT, onde segue subito il teorema: Ogni forma o é equi- 
valente ad una forma ridotta. In secondo luogo sussiste il teorema: 
Il numero delle forme ridotte m di egual determinante é finito. Per 
dimostrarlo osserviamo che il poligono TT attraversa un certo numero 
di poliedri 

P, P,... Pe 

della rete corrispondente algruppo [™; questi poliedri nascono dal 
fondamentale P, per mezzo di determinate sostituzioni di [™ che 
indicheremo rispettivamente con S, = 1, S,, S,...Sn. Se ge 
una forma ridotta, sia essa in involuzione con F od ortogonale a F, 
il suo circolo indicatore attraversa uno dei poliedri P,, P, ... Px 
sia P;; allora la sostituzione S; cangiera la forma gm in una forma 
assolutamente ridotta, il cui circolo indicatore cioe attraversa il poliedro 
fondamentale. Per ottenere adunque le forme ridotte richieste bastera 
costruire tutte le forme assolutamente ridotte dell’ assegnato determi- 
nante (§ 22) e a ciascuna di essa applicare le sostituzioni =. <i. 
Quelle fra le forme ottenute che hanno circoli indicatori giacenti sopra 
= od ortogonali a 2 sono le forme ridotte richieste. 

Dimostrati cosi i due teoremi fondamentali, & chiaro che per le 
nostre forme g, considerate rispetto al gruppo ®, siamo ora in grado 
di risolvere, coi noti metodi, i corrispondenti problemi della teoria dell’ 
equivalenza e in particolare di determinare entro ® il sottogruppo 
riproduttivo di una forma g. 


Come esempio consideriamo il gruppo [ e prendiamo per forma 
fondamentale 
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F = ixy, — ixyy 
la cui sfera indicatrice si riduce al piano 1 =O (Cf. § 28). Se ci 
limitiamo a considerare le sostituzioni del gruppo riproduttivo di F 


troviamo tutte e sole le sostituzioni oy 5) a coefficienti reali e a 


determinante + 1. Una forma in involuzione con F deve avere le 
sue radici reali e perd, sopprimendo dai coefficienti un eventuale fattore 
comune, essa restera a coefficienti reali con determinante positivo. Per 
una forma g.ortogonale alla F le due radici debbono essere coniugate 
immaginarie onde nuovamente ® si pud ridurre a coefficienti reali con 
determinante negativo. Qui adunque otteniamo, come caso particolare, 
la teoria delle ordinarie forme quadratiche considerate rispetto al gruppo 


modulare S 5) : 


§ 32. 
Condizioni d’involuzione. 


Ricerchiamo ora le effettive relazioni cui debbono soddisfare i 
coefficienti di una forma di Dirichlet 


= (a, b,c) 
perché essa stia in involuzione colla forma fondamentale 
F =[A, B, C}. 


Per brevita ci limiteremo al caso del campo quadratico (1, i//D) 
e porremo quindi 


(1) a=a,+ia/D, b=—b, +ib,YD, B= B,+iB,y/D 


ove a,, a, b,, b,, B,, B, sono interi razionali. Indicando con d ii 
determinante b? — ac di @, poniamo altresi 


(2) d=d,+id,VYD 

e inoltre 

(3) d = gev 

ove ‘ 
(3*) o=Vd?+Dd,2, coop= a » sen y= STD ‘ 


Per le radici 
4=E +im, %=8& +in, 
della forma g troviamo 
(Ve cos 2 = b,) a,+ (Ve sen 3 _ b,VD) a,VD 
wi ’ 
(4) ae le - 
ss (Ve sen 2 — bh VD) a, — (Ve == — b,) a,VD 
ts a2 + Da,* ts 





ny 
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i valori di &, 4, deducendosi da questi col cangiare + /9 in -—//9. Percha 
la forma » sia in involuzione con F'é necessario e sufficiente che i due 
punti (&),) (§%.) siano situati sull’ equatore della sfera indicatrice di 
F, cio® sul circolo 

(5) A(&? + 92) + 2B,§—2B,/Dyn4+C=0. 


Sostituendo in questa i valori di &,7,, indi quelli di &,y,, troviamo 
le due equazioni 


A(b,? + Db,? + 9) — 2B, (a,b, + Dayb,) + 2D B, (a,b, — a,b,) 
6 + O(a? + Da; =0, 


(a, B,+-Da, B,—Ab,) cos 2+ /D (a, B,—a, B,—Ab,) sen =0, 


la prima delle quali dimostra che g deve essere un numero razionale 
e perd, come radice quadrata dell’ intero d,?-+-Dd,?, un numero intero. 
Come primo risultato abbiamo dunque: Le forme di Dirichlet in 
involuzione con una forma indefinita di Hermite hanno un determinante 
la cut norma é un quadrato perfetto. 


Ora se il determinante d non ha un valore reale negativo non 


pud essere cos = e alla 2* delle (6) possiamo sostituire quella 


che se ne ottiene moltiplicandola per 2cos a J » il che da per le richieste 

condizioni d’involuzione: 

A(b,? + Db,+-0) — 2B,(a,b, + Da,b,) + 2 DB, (a,b, + a,b,) 
+ C(a,*+ Da,’)=0, 

(a, B, + Da, B, — Ab,) (e+4,) + (a, B, — a, B, — Ab,) Da, = 0. 

Nel caso escluso d= d, <0 lé condizioni d’involuzione si scri- 

vono evidentemente 

A(b,?>+ Db,?— d,) —2B, (a,b, + Da,b,) + 2 DB, (a,b,— a,b,) 
+ C(a,?+ Da,”) =0, 

a,B, — a, B, — Ab, = 0. 


(7) 





(7*) 





Si osservera che queste equazioni sono lineari rispetto ai coeffi- 
cienti della forma fondamentale, onde segue subito che ogni forma di 
Dirichlet, il cui determinante abbia per norma un quadrato perfetto, 
@ in involuzione con infinite forme di Hermite. Le forme di Dirichlet, 
che soddisfano a questa condizione, possono anche caratterizzarsi di- 
cendo che: Il loro gruppo riproduttivo contiene un sottogruppo di sosti- 
tuziont iperboliche. 

E infatti se la forma g @ in involuzione colla F, nel gruppo 
® riproduttivo di F vi ha un sottogruppo ciclico di sostituzioni iper- 
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boliche, che riproduce altresi la forma g. Reciprocamente se la forma 
di Dirichlet p ammette nel suo sottogruppo riproduttivo una sostituzione 


iperbolica (° 5) che si pud supporre a determinante + 1, nella 


quale quindi @ + 0 sara reale, potremo sempre determinare una forma 


di Hermite indefinita F invariabile per la sostituzione (° 5): La F 
’ 

sara in involuzione con  e il determinante di quest’ ultima avra 

conseguentemente per norma un quadrato perfetto. 


Rileviamo particolarmente il caso in cui la forma fondamentale 
sia la forma principale 
F=[1i, 0, — A) 
a determinante positivo Ae il determinante d della » sia reale. 


Distinguendo i due casi di d positivo o negativo le (7), (7*) danno 
per le condizioni d’involuzione 


bby + d, = Aaa, es —d, = Aaa, 
ke 0” ES ine 
Dunqne: Le forme pm di Dirichlet a determinante reale in invo- 


luzione colla forma principale [1, 0, — A] hanno l’una o laltra delle 
espressiont seguenti, secondo che il loro determinante é positivo o negativo: 


(A) p =(a,+iaVD, ib,VD, — A(a,—ia,YD)), 
(BR) g=(a+ia/D, b,  A(a,—iayD)). 


Vediamo di qui che la ricerca di tutte le forme di asseguato 
determinante reale +- m (m positivo) in involuzione con [1, 0, — A] 
equivale alla ricerca di tutte le possibili rappresentazioni del numero 
m per la forma reale ternaria 


A(X?+ DY?*)— DZ 

A(X? + DY?) — 2?, 
problema che sappiamo dunque completamente risolvere. Facilmente 
si potrebbe dimostrare che alla teoria sopra esposta si riconduce altresi 
Yaltro problema del campo ternario: Determinare il gruppo delle sosti- 
tuzioni lineari a coefficienti interi riproduttivo della forme ternarie 


A(X?+ DY*?)—DZ*, A(X*?+ DY?) — 2’, 
ove D, A sono interi positivi arbitrarii. Ma di questa come di altre 


questioni che si collegano alle attuali ricerche non tratteremo in 
questo luogo. 


i=a>0{ 


ovvero per l’altra 
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§ 33. 
Condizioni d’ortogonalita. 


Affinché la forma o = (a, b,c) sia ortogonale alla forma fonda- 
mentale F —[A, B,C] @ necessario e sufficiente che i due punti 
(&,,), (22) indici delle radici di g si trovino in linea retta col centro 
del circolo (5) (§ 32) e siano coniugati armonici rispetto al circolo 
stesso. Ora dalle formole del § precedente, per l’equazione della retta 
che unisce questi due punti troviamo 


(a, sen 2 —a,YD cos +) §— (a, cos *. +a,VD sen +) ” 
+ b, sen a — b, VD cos 2 = 0) 


ed il centro del circolo avendo le coordinate — 4, ae. la prima 





condizione ci da 
(a) YD (a, B, —a,B,—Ab,) cos-¥ —(a,B,+Da,B,—Ab,) sen = 0. 


Laltra che i punti (&,,), (&,) siano coniugati rispetto al circolo 
(5) si traduce nell’ equazione 


A(E,&, + 1 %2) + By(E, + &) — BY D(m, + m) + C = 9, 
la quale, sostituendovi i valori effettivi di &,,, &,, diventa 
(b) A(b,? + Db,? — e) — 2B, (a,b, + Da, b,) + 2DB, (a, b, — a,b;) 
+ C(a,?-+ Da,?) =0. 
Questa ci dimostra che anche per le forme p ortogonali ad una 


forma indefinita di Hermite la norma del determinante deve essere un 
quadrato perfetto. 


Procedendo colla equazione (a) come nel § precedente diamo alle 
condizioni d’ortogonalita la forma: 
A(b,? + Db,? — eo) — 2B,(a,b, + Da,b,) + 2 DB,(a,b, — a,b,) 

+ C(a? + Da,) =0, 
(a, B, — a, B,+ Ab,) (9 + 4,) + (a, B,+ Da, B,— Ab,) d, = 0 
che valgono nel caso generale, mentre se il determinante d della forma 
gy ® reale negativo dobbiamo sostituirvi le altre 
A(b,? + Db,’ + d,) — 2B, (a,b, + Da,b.) + 2DB, (a,b, — a,b;) 
+ C(a,? + Da,?) =0, 








a, B, + Da, B, — Ab, = 0. 


Rileveremo anche qui il caso particolare che la forma fondamen- 
tale F’ sia la principale F = [1, 0, —A) e il determinante d assegnato 
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delle forme » sia reale. Troviamo subito per queste forme le espres- 
sioni stesse (A), (B) del § precedente colla differenza che nel caso 
attuale le forme del tipo (A) hanno determinante negativo e quelle 
del tipo (B) determinante positivo. 


§ 34. 
Riduzione a forma reale. 


Il gruppo ® rispetto alle cui sostituzioni abbiamo sopra costruita 
la teoria dell’ equivalenza delle forme m @ un gruppo automorfo che 
lascia invariata la sfera indicatrice della forma fondamentale J’ ed il 
suo equatore; esso @ quindi riducibile a forma reale. Ora, limitandoci 
per brevité al caso di F —[1,0,—A], vogliamo appunto effettuare 
la riduzione del gruppo ® e contemporaneamente delle forme @ a 
forma reale; in tal modo si rendera manifesta la relazione delle presenti 
ricerche con quelle sviluppate da Fricke nell’ ultimo lavoro citato 


(Annalen Bd. 39). Nelle sostituzioni (s* 4 scindiamo ciascun co- 


efficiente nella sua parte reale ed immaginaria, ponendo: 
a =a, + ia,VD, B = 8, + ip,YD, y=7,+irVD, 
d=0,+i0,VD. 


Troviamo cosi nel gruppo ® quattro specie di sostituzioni cioé le 
due specie 


1 aor Tae 
MWitiy.VD, a, —ta,V¥D 

" abe yD, —A(y,— ir, is 
ntiyWD, —(a—ia,VD) 


che costituiscono il gruppo riproduttivo di F —[1,0,—A] ed altre 
due specie della medesima forma, ove perd si ha 


a,? + Da,’ — A(y? + Dy’) = —1, 
le quali trasformano F' nella sua contraria. 


Le forme @ sulle quali eseguiamo le sostituzioni di @ sono delle 
due specie ($§ 32, 33) 


(A) p= (a,4ia,VD)2*+ 2ib,YD zy — A(a,—ia,VD) y’, 
(B) p= (a,+ia,VD) 2? +2b,c2y+A(a,—ia,VD) y. 


Ora se eseguiamo sulle variabili x, y la sostituzione 


a?+Da,?—Aly,?+Dy,*) =1 
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a=VYAX—iyay, 

yo—X—iY 
e chiamiamo g’ le forme trasformate, divise per — 2ij//A nel caso (A) 
e per — 2)/A nel caso (B), troviamo rispettivamente: 
(A*) g =D (b, — a,VA) X? + 2a,VAXY+/D(b,+ a,VA) Y*, 
(B*) g’ = (b, — a,VQ) X*? — 2a,VD VA XY + (b, + a,/Q) ¥?, 


dove attualmente il segno del determinante positivo o negativo distingue 
le forme g’ derivate dalle forme g in involuzione con F' da quelle 
derivate da forme ortogonali a F. Si osservera che i coefficienti delle 


g’ sono reali e contengono le sole irrazionalita “YD, YA. Corrispon- 
dentemente il gruppo ® si trasforma nel gruppo ® composto dalle 
sostituzioni reali della forma seguente a determinante + 1: 


( a —%V4, Bogie: 

— VD (a, +7,V4), a, +y,V 

any (Benny —l~n 9) 
e+7VA, VD (a, + y,V4) 


e dalle sostituzioni della medesima forma il cui determinante perd é 
eguale a — 1. 


(I*) 


§ 35. 


Forme di Hermite in involuzione colla forma fondamentale od ortogonali 
a questa. 


Diciamo che una forma definita di Hermite F’ =[A’, B’,C’) é 
in involuzione colla forma fondamentale indefinita F —[A, B, C] se 
il punto indice di F” (§ 24) giace sulla sfera indicatrice di F. La 
condizione d’involuzione si trova subito espressa dall’ equazione 
(1) AC’+ AC— BB, — B,B' =0, 
ove il 1° membro, come facilmente si dimostra @ un imvariante simul- 
taneo delle due forme. 

Diciamo poi che una forma indefinita F’ —[A’, B’, C’] & orto- 
gonale a F —([A, B,C] se le due sfere indicatrici di F', F’ sono 
ortogonali. Tale condizione d’ortogonalité si trova ancora espressa 
dalla (1). Ora se a queste forme F” applichiamo le sostituzioni del 
solito gruppo , esse si trasformano evidentemente in forme della 
medesima specie. Dopo di cid @ chiaro il significato da darsi all’ 
equivalenza rispetto al gruppo ® di due tali forme F” e considerazioni 
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affato analoghe a quelle del § 31 serviranno a definire le forme ridotte 
delle due specie e a dimostrare i teoremi fondamentali della teoria 
dell’ equivalenza. 


Ma possiamo riportare immediatamente questa teoria a quella dei 


§§ precedenti relativa a forme m con determinante reale mediante le 
osservazioni seguenti: 


1°, Se le sfere indicatrici di due forme indefinite di Hermite si 
tagliano, il loro circolo d’intersezione é il circolo indicatore di una forma 
gy di Dirichlet a determinante reale, in involuzione con ambedue. 
Per le equazioni dei due circoli massimi di queste sfere sul piano 
Ey abbiamo infatti, se [A, B, C], [A’, B’, C’] sono le due forme: 
Ate, + B2+ Bie, +C' =0 
e i valori di ¢ ai due punti d’intersezione sono quindi le radici dell’ 
equazione di 2° grado 
|Ae +B, BetC 
Aze+ B,, Be+C’ 
ossia le radici della forma di Dirichlet 
|\Ax+ By, Ba-+ Cy | 
P™ |Ae+ By, Baty 


che si pud scrivere sotto la forma 


=" 








(oF aF 
= OX, OY 
| ar’ ar" 
OX) AY 


La forma g @ un covariante simultaneo delle forme F, F’ e il 
suo determinante @ reale poiché si ha identicamente 


(AC’—A'C + B, B’— BB,)? — 4(AB’—A’B) (B,C’— B,C) = 
=—(AC’—A'C + BB, —B,B’Y — 4(AB,—A’ B,) (BC’— B’C). 


Il circolo indicatore di g @ appunto il circolo d’intersezione delle 
due sfere indicatrici di F, F’. 

Supponiamo ora che F” sia una forma definita in involuzione con 
F e dimostriamo: 


2°. La forma p covariante simultaneo di F, F’ ha un circolo in- 
dicatore che taglia la sfera indicatrice di F' ortogonalmente nel punto 
indice di F’. 

La proprieta da dimostrarsi essendo invariantiva, la verifichiamo 


v 


nel modo pid semplice sottoponendo F, F’, m aduna trasformazione 
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= 5) a coefficienti complessi e a determinante + 1 che cangi la 
? 


sfera indicatrice di F nel piano 7 —0*). Per le forme trasformate 
avremo dunque A=C—0, B= — B,, cioe B sara puramente im- 
maginario e la condizione d’involuzione (1) dara B’ = B,, cioe il 
coefficiente medio di F” diventa reale. Dopo cid troviamo per la 
forma 
p= — BA x? + 2B'ay + Cy’) 
e perd, essendo A’, B’, C’ reali e B’? — A’C’ essendo negativo come 
determinante della F’, le due radici di g sono coniugate immaginarie, 
quindi il circolo indicatore di g @ ortogonale al piano y = 0. Inoltre 
per le coordinate del punto d’incontro del circolo con questo piano 
troviamo 
fan =. y= 0, [= 3 Sa? ’ 

formole che definiscono appunto l’indice di F”. 

Notiamo anche qui il caso in cui si assuma la forma principale 
F =[1,0, —AjJ a forma fondamentale, ove la condizione (1) d’invo- 
luzione o di ortogonalita prende semplicemente la forma 


C= AA, 
e indicando con A’ il determinante di F” si ha 
B'B, —AAPtHAX. 
Nel caso del campo quadratico (1, i//D) ponendo adunque 
B’=X+iYyD, A=Z 
vediamo che la ricerca delle forme F’ di assegnato determinante A’ 


equivale a quella della rappresentazione del numero A’ per mezzo della 
forma ternaria 
X?+ DY? — AZ’. 


Alla presente teoria si pud altresi ricondurre il problema di costruire 
il gruppo riproduttivo di questa forma ternaria. 


E appena necessario avvertire che i coefficienti della sostituzione, come i 
coefficienti delle forme trasformate, non saranno pit interi. 








— i. ma ae 











Le rappresentazioni reali delle forme complesse e gli enti 
iperalgebrici. 


Nota di 


Corrapo SEGRE a Torino. 


Indem die Mathematik darnach strebt, Ausnahmen von Regeln zu 
beseitigen und verschiedene Sdtze aus einem Gesichtspunkte aufzufassen, 
wird sie haufig gendthigt, Begriffe zu erweitern oder neue Begriffe auf- 
ezustellen, was beinahe immer einen Fortschritt in der Wissenschaft be- 
zeichnet.*) 

Con queste parole si apre l’opera profonda in cui lo Staudt ha 
dato alla scienza la teoria sintetica degli elementi imaginari. Esse 
caratterizzano un importante indirizzo della Matematica: quell’ indirizzo 
appunto da cui son derivate in particolare le estensioni dei numeri e 
degli elementi geometrici reali in numeri ed elementi complessi. 

Lo stesso indirizzo, lo scopo di generalizzare sempre pit, e di 
toglier via le eccezioni, distinzioni di casi, ecc., conduce a nuove 
estensioni. Anzitutto, — introdotti gli elementi complessi, — gli 
enti**) definiti da legami analitict, funzionali fra le coordinate degli 


*) Staudt, Beitriége zur Geometrie der Lage, Vorwort. 

**) Gli enti di cui parliamo e parleremo possono esser composti in diversi 
modi: cioé varieta di elementi — punti, rette, piani, ecc., — (0 dei muwmeri che 
rappresentano analiticamente questi elementi); ed anche ad esempio varieta di 
copptie di elementi, cioe corrispondenze: usando questo vocabolo (come c’accadra 
pure in seguito) nel senso pid largo, abbracciante i connessi, ecc., sicché ad un 
elemento ne possano anche corrispondere infiniti. 

Quando di un elemento od ente qualsiasi non si dica altro, s’intendera 
sempre che 8 complesso, cioe reale od imaginario. L’ente coniugato di un dato 
é quello che ha per elementi i conjugati degli elementi di questo: cosi la corri- 
spondenza coniugata di una data é quella in cui si corrispondono due elementi 
quando sono i coniugati di due elementi omologhi della data, ecc, L’ente si 
dira reale oppure imaginario secondo che coincide o no col coniugato. Non 
esigiamo dunque per chiamar reale un ente che esso si componga solo di elementi 
reali, e nemmeno che ne contenga; ma invece che per ogni suo elemento esso 
contenga anche il coniugato. 
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elementi (come le curve e superficie, i complessi e sistemi di rette, ecc.) 
si posson generalizzare in quelli definiti da analoghi legami fra le 
componenti reali (parti reali e coefficienti di 7) di quelle coordinate —o, 
cid che @ lo stesso, fra le coordinate stesse e le loro coniugate. In 
particolare quando i detti legami siano algebrici si vengono a generalizzare 
gli enti algebrici in quelli che io chiamo enti iperalgebrici. D’altra 
parte, come per lo studio degli enti algebrici fu necessaria |’introduzione 
degli elementi complessi, cosi per quello pid vasto degli enti iper- 
algebrici si rivela necessaria, od almeno utilissima, una. nuova esten- 
sione di questi elementi in quelli che dico elementi bicomplessi. 

Lo studio degli enti iperalgebrici si pud fare direttamente con 
procedimenti analoghi a quelli usati per gli enti algebrici. Cosi, a 
quel modo che le pid semplici corrispondenze algebriche, le projettivita, 
servono per la generazione e lo studio successivo delle varieta algebriche 
di 2°, 3°,... ordine, ecc., cosi le pid semplici corrispondenze iper- 
algebriche, le antiprojettivita, servono a generare ed a studiare successiva- 
mente i pit semplici enti iperalgebrici. Di questo procedimento, per 
cosi dire elementare, ho dato un Saggio in un lavoro che, sotto il titolo 
«Un nuovo campo di ricerche geometriche», ho publicato (e non ancora 
completamente) negli ultimi voli (XXV e XXVI) degli Atti dell’ Acca- 
demia di Torino. *) 

Un’ altra via per lo studio degli enti iperalgebrici parte dalle 
rappresentazioni di questi con enti algebrici reali, le quali si hanno 
mediante rappresentazioni reali degli elementi complessi delle forme 
fondamentali di 1°, 2*,... specie. E questa la via che sara seguita 
nel presente lavoro: essa ci fara ritrovare alcuni dei risultati di quel 
Saggio**), ma ci condurraé pure in modo semplice ad alcune pro- 
posizioni molto pid generali che quelle ivi contenute. Scegliendo fra 
le rappresentazioni reali delle forme fondamentali quelle che meglio 
soddisfano ai requisiti desiderabili in tali rappresentazioni (ad esempio 
quelle, perfettamente univoche, delle forme semplici sulla sfera reale, 
delle forme fondamentali doppie su una certa varieté reale a 4 dimen- 
sioni e del 6° ordine di S, luogo di due schiere di piani imaginari, ecc.), 
si hanno dalla natura delle varieta imagini degli utili suggerimenti di 

*) Le mie ricerche ivi esposte e quelle (gid ivi annunziate) che si troveranno 
in questa Nota hanno alcuni punti di contatto colla Dissertazione del sig. Jue}: 
Bidrag til den imaginere Linies og den imaginere Plans Geometri (Kjébenhavn 
1885), sebbene fossero fatte indipendentemente da essa. Rammaricando di non 
esser in grado di farne citazioni pid precise, rimando senz’ altro il lettore a quella 
Dissertazione. 

**) I concetti di quel lavoro (che citerd sempre col nome di Saggio) che sono 
pid essenziali per lo scopo di questo, saranno qui riportati, sicché non sard 
necessario di conoscere quello per intendere questo. Pero nel Saggio si trovano 
anche molti sviluppi e dimostrazioni che qui non stard a ripetere. 
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proprieta e di generalizzazioni. E cosi che ci si presenteranno spontanei 
i suddetti elementi bicomplessi (i quali saranno poi illuminati analiti- 
camente da considerazioni sui numeri bicomplessi che rientrano nelle 
recenti ricerche dei sigi Weierstrass, Dedekind, ecc. sui numeri 
a pid unita); e che poi saremo condotti ad estendere indefinitamente 
tanto questa nozione quanto quella degli enti iperalgebrici. 

Non @ forse inopportuno di rilevare che gli argomenti accennati 
in questa Nota non offrono solo interessi, si geometrici che analitici 
e specialmente algebrici, per se stessi, ma possono fornire molteplici 
aiuti a parecchie teorie matematiche. Dovunque compajono variabili 
complesse accanto a cui si debbano considerare le coniugate, — o, 
cid che fa lo stesso, dovunque accade di dover considerare, nelle 
variabili complesse o nelle loro funzioni, staccatamente le due compo- 
nenti reali: quindi in generale nella teoria delle funzioni di una o pid 
variabili complesse (ad esempio di quelle automorfe); nelle questioni, 
strettamente connesse a quella teoria, delle rappresentazioni conformi, 
delle superficie minime, ecc.*); in certe moderne ricerche sulla teoria 
dei numeri (interi complessi) e di particolari gruppi di sostituzioni*™); 
ece. ecc.; sempre gli enti generali introdotti in questo scritto possono 


giovare a generalizzare e semplificare i risultati e ad ottenerne dei 
nuovi. 


Torino, Settembre 1891. 
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*) Riemann, Weierstrass, Schwarz, ecc. 

**) Come le ricerche sulle forme a variabili coniugate iniziate dal sig. 
Hermite e proseguite in questi ultimi tempi dai sigi' Picard, Bianchi, 
Fricke, ece. 
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Le rappresentazioni reali delle forme semplici.*) 


1. Un concetto generale, che pud servire ad ottenere rappresen- 
tazioni reali degli elementi imaginari di una forma qualunque, consiste 
nel ricorrere agli elementi reali che sono incidenti ad essi (0 nel 
considerare le coppie reali costituite da quegli elementi imaginari presi 
coi loro coniugati). — Questo concetto conduce anzitutto alle tre 
principali fra le rappresentazioni reali note delle forme semplici. 

Invero a rappresentante di queste forme si assuma in primo luogo 
un fascio di rette, il quale giaccia in un piano 6 reale, ma abbia il 
centro C imaginario (ad esempio in un punto ciclico di 6); :e come 
imagine di ogni elemento del fascio si prenda il suo punto reale 
(intersezione con l’elemento coniugato del fascio C’, coniugato al 
fascio C). La rappresentazione che cosi si avra mediante i punti 
reali di 6 coincide in sostanza**) con quella di Argand e di Gauss 
della variabile complessa x + iy, — l’equivalente analitico dell’ ele- 
mento complesso di una forma geometrica semplice — mediante i punti 
reali (w, y) del piano o. Il numero x + ‘ty si pud in fatti riguardare 
come il parametro, o coordinata, della retta che passa pel punto (a, y) 
entro al fascio avente per centro uno determinato, C, dei due punti 
ciclici di 6: cioé della retta, che in coordinate variabili X, Y di punti 
ha per equazione X+iY—2-+ iy. — Questa rappresentazione 
presenta, com’ @ noto, l’inconveniente di dar luogo ad un elemento 
eccezionale: il valore oo della variabile complessa, ossia la retta reale 
del fascio C (la retta CC’, — la retta all’ infinito di ¢), la quale ha 
per imagini gl’ infiniti suoi punti reali. 

Seguendo la legge di dualité piana, a questa rappresentazione 
corrisponderebbe quella in cui i punti di una retta imaginaria di 
1* specie si rappresentano con le rette reali che li contengono, rette 
che riempiono il piano reale in cui sta quella retta imagimaria: il 
punto reale di questa apparirebbe qui come elemento eccezionale. Si 
fa sparire quest’ elemento e si ottiene una seconda rappresentazione, 
perfettamente univoca, quella di Staudt, se a sostegno della forma 
semplice si prende invece una retta s imaginaria di 2° specie; i punti 
(od i piani) di questa hanno allora par imagini le rette reali di una 
congruenza lineare reale, ellittica, cioe dotata di direttrici imaginarie: 
la retta s e la coniugata s’. 

Basandosi sul concetto generale accennato non si ottengono altre 
rappresentazioni, sostanzialmente diverse da queste, se la forma semplice 


*) Queste rappresentazioni sono note: perd @ opportuno pel seguito del 
lavoro che cominciamo col ricordarle brevemente. 
**) Cfr. per es® Staudt, Beitrdge, n, 410, 
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che si considera @ fondamentale. Invece assumendo per questa forma 
una schiera (Regelschaar) di rette imaginarie di 1* specie, cioé una 
schiera di generatrici di una quadrica reale a punti reali ellittici (una 
sfera), e rappresentando ancora ogni retta col suo punto reale (inter- 
sezione con la retta coniugata dell’ altra schiera), si ottiene una terza 
rappresentazione delle forme semplici, sui punti reali di quella quadrica: 
la rappresentazione di Riemann e Neumann (della variabile com- 
plessa x + iy, distesa su quella schiera di rette). 


2. Queste tre rappresentazioni sono strettamente legate fra loro. 
La 1* si deduce dalla 2* segando con un piano reale le rette della 
congruenza lineare ellittica; e dalla 3*, com’ @ noto, mediante projezione 
(stereografica) della quadrica sul piano, od anche mediante degenerazione 
della quadrica. Infine se la congruenza si considera dal punto di 
vista della geometria della retta, nella quale le rette sono punti di una 
varieta quadratica a quattro dimensioni di S,, le rette della congruenza 
lineare reale ellittica vengono a costituire, come ben si sa, i punti di 
una quadrica reale ellittica: la rappresentazione di Staudt s’identifica 
con quella di Riemann. 

E opportuno vedere in formole analitiche lidentité fra le ultime 
due rappresentazioni: ne trarremo poi una guida nella ricerca analoga 
relativa alle rappresentazioni reali delle forme fondamentali di specie 
superiore. Prendiamo le due direttrici s, s' di una congruenza lineare 
come rette fondamentali in un sistema di riferimento dello spazio: le 
coordinate di due loro punti qualunque x, y siano 


u(%,, %, 9, 0), 

Y(9, O, Ws Y)5 
allora la retta wy della congruenza avra evidentemente 2 delle 6 
coordinate spaziali nulle, e le rimanenti 4 espresse rispettivamente da 


(1) Xi = 2M, Xyy = 2%Yo, Xp = XY, Xy. = 1, Y2, 
donde appare che 
(2) Xi, Xoo _— Xi. Xz, = 0, 


relazione a cui si riduce in questo caso la relazione quadratica che 
lega in generale le 6 coordinate di una retta. Ora se le X;,, si con- 
siderano come le 4 coordinate di un punto dello spazio, la (2) é@ 
!’ equazione di una quadrica, di cui le (1) danno la rappresentazione 
parametrica (mediante i due parametri 7,: 2%, y,:¥.); @ la congruenza 
lineare di rette viene ad equivalere, oppure ad esser riferita linear- 
mente, a questa quadrica di punti. Alle due serie di fasci di rette 
contenuti nella congruenza, aventi i centri risp. su s, s ed i piani 
per s’, s, (fasci che si ottengono tenendo fisso x, oppure y), corrispondono 
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le due schiere di generatrici della quadrica (generatrici determinate risp. 
dai parametri 2,: 2, € ¥,:¥.); quindi (assunta reale la corrispondenza) 
se la congruenza lineare é@ ellittica, sara pure ellittica la quadrica, e 
viceversa. — Aggiungiamo che nelle rette della congruenza lineare o 
nei punti della quadrica si ha, mediante le formole (1), una rappresen- 
tazione assai naturale delle coppie di elementi x, y di due forme 
semplici (distinte, o considerate come tali); rappresentazione che geo- 
metricamente si effettua assumendo risp. le due serie di fasci di rette 
della congruenza, ovvero le due schiere di generatrici della quadrica, 
come le due forme semplici in questione, e riguardando le rette della 
congruenza, od i punti della quadrica, come imagini delle coppie di 
fasci o di generatrici a cui sono comuni (nel che restano incluse in 
particolare le rappresentazioni reali degli elementi complessi di una 
forma semplice — accoppiandoli ai coniugati —, quando si supponga 
che quelle due serie di fasci, o schiere di rette, siano mutuamente 


coniugate). Cosi le projettivita fra le due forme semplici essendo date 
da equazioni del tipo 


(3) > an LYn = 0 
saranno rappresentate, in forza delle (1), da 
(4) > tinXin = 0, 


cioé da schiere rigate nella congruenza lJineare, e dalle sezioni piane 
nella quadrica: cose evidenti anche geometricamente. Si ricade cosi 
in una rappresentazione lineare ben nota*) della varieta costituita dalle 
projettivita fra due forme semplici su quella composta dei piani dello 
spazio; la quadrica (2), come inviluppo di piani, viene a rappresentare 
Yinsieme delle projettivita degéneri, ecc. 


Le rappresentazioni reali del piano complesso, ecc. 


3. Per rappresentare gli elementi complessi di una forma fonda- 
mentale di 2* specie, o doppia, — ad esempio i punti complessi di 
un piano z, — mediante i punti reali di uno spazio reale a quattro 
dimensioni S,, @ naturale (per analogia colla 1° rappresentazione reale 
delle forme semplici) di scegliere come forma fondamentale doppia, — 
a cui si pud riferire collinearmente il piano x, — la rete costituita 
dai piani di S, i quali passano per una retta fissa r imaginaria di 2* 
specie, cioé sghemba con la coniugata x’. Allora come imagine di 
ogni punto di z, cioé di ogni piano della rete, si assumera il punto 
reale del piano stesso. Questo punto @ unico im generale, cioé se il 


*) V. ad es® Stéphanos, Math. Ann. XXII; e Aschieri, Rendi Ist, Lom- 
bardo, ser, 2%, t, XXII (1889). 
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piano @ imaginario di 2* speeie*). Quando invece & imaginario di 1* 
specie, e quindi sta- nell’ unico spazio**) reale della rete r, cioe lo 
spazio I che congiunge 1, 7’, il piano contiene infiniti punti reali 
costituenti una retta appoggiata ad r, 7. Allo spazio I della rete 
corrispondera su a una retta 7, la quale sara dunque il luogo dei 
punti eccezionali della corrispondenza fra x ed S,: i punti di ¢ avranno 
cioe per imagini le retie reali della congruenza lineare ellittica che ha 
per direttrici le rette r, 7’. 

Se poi consideriamo un’ altra retta qualunque di 2, ai suoi 
punti, — cioé ai piani di un fascio della rete r, giacente in uno spazio 
diverso da J, corrisponderanno i punti reali di questo spazio, punti 
che costituiscono un piano reale (d’ intersezione del detto spazio col 
coniugato) appoggiato ad r, 7’. Dunque le rette di 2, fatta eccezione 
per la i, hanno per imagini in S, quei piani reali che s’appoggiano 
ad r, vr’. E precisamente le rappresentazioni di quelle rette su questi 
piani reali sono rappresentazioni di Gauss, mentre la rappresentazione 
di ¢ sulla congruenza lineare avente per direttrici r, r’ @ una rappresen- 
tazione di Staudt (efr. n. 1). — 

Appunto questa rappresentazione di w su S, si ottiene, quando — 
come gia @ accaduto di fare, specialmente agli analisti nello studio 
delie funzioni di 2 variabili complesse — si adotta per imagine del 
punto di w avente le coordinate x + iy, u -+ iv, — ossia per imagine 
di questo gruppo di valori di due variabili complesse — il punto di 
S, avente le 4 coordinate reali z, y, u, v.***) In fatti entro la rete 
di piani il cui sostegno @ la retta r (all’ infinito) comune agli spazi 
X.+iY =cost., U-+iV = cost., quel piano (X+iY=ax-+ iy, 
U+iV—u-+ iv) che passa pel punto reale (x, y, u, v) si pud 
appunto riguardare come avente per coordinate i valori x +- iy, u + iv. 
Lo spazio reale J passante per yr @ allora lo spazio all’ infinito di S,; 
come la retta ¢ che gli corrisponde é la retta all’ infinito di z. Eee. 


4. Se per forma fondamentale doppia si prende un piano z 
imaginario, allora i punti complessi di questo si potranno rappresentare 
mediante le rette reali che li contengono; e la corrispondenza sara in 
generale univoca e tale che i punti di una retta di a avranno per 
imagini reali le rette reali di una congruenza lineare ellittica. 





*) Un piano si dice imaginario di 1*, 2%, 3° specie secondo che il minimo 
spazio reale in cui é contenuto, cioe lo spazio che lo congiunge al piano coniugato, 
é di dimensione 3, 4, 5; vale a dire secondo che i punti reali del piano (inter- 
sezioni col piano coniugato) formano una retta reale, o si riducono ad un solo, 
o mancano affatto. 

**) Entro S, parlando di spazi intendiamo spaszi ordinari (S,). 
**®) V. anche Palatini: Sopra wna trasformazione delle figure del piano 
in figure dello spazio a 4 dimensioni, ecc. (Palmi, 1891). 
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Cosi se 2 @ imaginario di 1* specie, cioé sta (col coniugato 2’) 
in uno spazio ordinario reale, esso dara per imagini dei suoi punti le 
co! rette reali di questo spazio, le quali hanno precisamente quei punti 
come tracce su z. Si ottiene cosi una rappresentazione delle forme 
doppie mediante le rette reali dello spazio ordinario. Faranno eccezione 
all’ univocité della corrispondenza: 1° ogni punto della retta reale di 
a (la retta mm’), perché avra per imagini una stella di rette reali; 
2° quella stessa retta, considerata nello spazio rigato, perché sara 
imagine di tutti i suoi punti. — Questa rappresentazione, che presenta 
il vantaggio di non uscire dallo spazio ordinario, si collega a quella 
del n. prec. coi punti reali di S,, ricorrendo ad una nota corrispondenza 
fra le rette dello spazio ordinario ed i punti di S,, la quale proviene 
dal riferire collinearmente i due piani 2, 2’ del primo alle due reti 
r,r del secondo e far corrispondere la retta che congiunge due punti 
qualunque di z, x’ al punto d’intersezione dei due piani omologhi di r,7’*). 

Se a @ imaginario di 2° specie, si avr& una rappresentazione 
dotata di un solo elemento eccezionale: l’unico punto reale di =. 

Finalmente se z si suppone imaginario di 3* specie, cioé non in- 
contrante il suo coniugato 2’, sicche il minimo spazio reale in cui 
esso @ contenuto (con 2’) sia un S,, allora nella corrispondenza fra i 
punti di we le loro rette reali, cioé le co‘ rette reali di S, appoggiate 
a ae x’, non vi saranno elementi eccesionali. — Anche in questo caso 
la rappresentazione che otteniamo sara strettamente legata con quella 
del n. 3. Basta segare quelle cot rette reali di S, con un S, reale: 
i piani 2, x’ daranno per tracce le due rette r, 7’; ecc. — 


5. Il fatto di non aver elementi eccezionali da una speciale im- 
portanza all’ ultima rappresentazione. La varieté, a cui essa ricorre, 
delle rette reali appoggiate ad un piano imaginario di 3* specie, e quindi 
anche al coniugato, si rappresenta analiticamente in modo molto 
semplice, analogo a quello che abbiam tenuto per le rette di una 
congruenza lineare. 

Prendiamo i due piani direttori 7, x’ come piani fondamentali 
opposti nella piramide a cui riferiamo i punti di S,. Allora se le sei 
coordinate omogenee di due loro punti qualunque x, y sono 


2(%,, %, 2, 9, O, O), 


y(9, 0, 0, Ys Yoo Ys)» 
fra le 15 coordinate omogenee della retta di S, che li congiunge 6 
s’ annulleranno, e le rimanenti 8 avranno i valori 2, ¥,;, %;Y2,--+) £3 Ys» 
che possiam rappresentare brevemente con 


*) Cfr. Chizzoni, Atti Acc. Gioenia (Catania), ser, 8, t. 20 (1888); Loria, 


e specialmente Pieri, Giornale di mat., t' 27 (1889) e 28 (1890); Schumacher, 
Math. Ann. t. 37, p. 100. 
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(1) Xim = LiYm- (1, m1, 2, 3) 

Si pud dunque dire che le rette appoggiate a x e x’, od anche le 
coppie di punti xy di questi due piani, stanno in una varieta lineare 
ad 8 dimensioni — corrispondentemente alle 9 coordinate omogenee 
Xim — @ vi formano una varieté a 4 dimensioni, che @ rappresentata 
parametricamente dalle (1), il che equivale al sistema delle equazioni 
quadratiche provenienti dall’ annullare i determinanti di 2° ordine tolti 
dalla matrice quadrata di 3° ordine |X;,,|. Od in altri termini, le 
rette appoggiate a a, 2’, ossia le coppie di punti di questi piani, 
si rappresentano linearmente coi punti di una varieta 2 a 4 dimen- 
sioni di un S, qualunque, la quale, indicando con X;,, le 9 coordinate 
omogenee di punti in S,, @ rappresentata parametricamente dalle (1), 
ossia @ definita dalle equazioni quadratiche anzidette, 

Di questa varieta 2 ho fatto un breve studio in una Nota Sulle 
varieta che rappresentano le coppie di punti di due piani o spazi*), 
alla quale rimanderd per le dimostrazioni e gli sviluppi delle proprieta 
di 2 che ci serviranno in seguito. Del resto le principali proprieta 
di questa varieta appajono subito, sia dalla rappresentazione analitica 
(1), sia da quella geometrica mediante le coppie di punti zy di 2, 2’. 
Cosi si vede subito che essa é del 6° ordine; e che contiene due schiere 
di co* piani, corrispondenti la 1* alle coppie xy in cui @ é fisso, la 
2° a quelle in cui y @ fisso, sicche per ogni punto di 2 passano due 
piani risp. delle due schiere (congiunti medianti |’ S, tangente a 2 in 
quel punto). I piani dell’ una schiera (1* o 2*) son punteggiati col- 
linearmente (a x’ o 2) da quelli dell’ altra, sicch@ si pud considerare 
ognuna delle due schiere, 1* o 2%, come una forma geometrica di 2* 
specie, riferibile projettivamente (mediante sezione con un piano 
qualunque dell’ altra) ad un piano, 2 o 2’. Allora ai punti di una 
retta di x o di a’ corrispondono gli oo' piani della 1* o della 2° 
schiera formanti una variet&a cubica M,° appartenente ad un §;,: e si 
hanno cosi su 2 due schiere co® di varietd cubiche siffatte, le quali 
stanno risp. su due schiere di spaszi S,. Queste ultime godono di pro- 
prieta duali a quelle delle due schiere di piani. Due S, di schiere 
diverse stanno in un iperpiano di S,**), cio® si tagliano in un §,, 
che contiene una quadrica di 2, quadrica d’ intersezione delle due 
varieta cubiche di quegli S,. Viceversa ogni quadrica giacente in 2 
ha i suoi due sistemi di generatrici rispettivamente su due oo! di piani 
delle due schiere di 2, costituenti due variet& cubiche delle due schiere; 
pel suo spazio S, passano dunque due spazi S, risp. delle due 
schiere. La oo! degl’ iperpiani = passanti per gli S, (ogni iperpiano 


*) Rendic' Circolo mat. Palermo, t. V (1891). 
**) In un iperspazio S, chiamo iperpiani gli S,_,. 
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per due S, di schiere opposte) @ rappresentata parametricamente dalle 
equazioni, duali alle (1): 
(1’) Sim = Em. (1, m = 1, 2, 3) 
Eee. ecc. — 

La varieta serve poi anche utilmente a rappresentare le corri- 
spondenze projettive fra 2 e 2’. Cosi se una reciprocita qualunque 
fra questi due piani ha per equazione 


(2) Daim 21Yn _ 0, 


ove xy indica una qualunque delle coppie di punti reciproci, i punti 
che su 2 saranno imagini di tali coppie formeranno, in forza delle 
(1), la sezione determinata su 2 dell’ iperpiano 


(2) > tin Xim = 0. 


6. Consideriamo ora in particolare il caso, importante pei nostri 
scopi, che xe 2’ siano imaginari coniugati, Il sistema di riferimento 
delle coordinate X in S, dovrd assumersi tale che, qualunque siano 
Led m, Xim =O e X,;—=0 sian sempre due iperpiani fondamentali 
coniugati; e pit precisamente, che per punti reali si possan sempre 
ritenere le coordinate X;,, e Xm; conjugate: ed allora la varieta 2 
definita dalle (1) conterra oo‘ punti reali, corrispondenti all’ assumere 
coniugati i punti ~, y di z, x’. Tutti i piani (e quindi le rette) di 
2 saranno imaginari, e precisamente quelli dell’ una schiera saran 
coniugati a quelli dell’ altra; sicch® ogni piano avra wn punto reale 
(sara cioe imaginario di 2* specie). La rappresentazione degli elementi 
complessi di z, od in generale di qualunque forma fondamentale doppia, 
coi punti reali di 2 si potra considerare ¢éome ottenuta sostituendo a 
quella forma (ossia riferendole projettivamente) una delle due schiere 
di piani di 2, e poi rappresentando i piani di questa schiera coi loro 
rispettivi punti reali, 

Anche le due schiere di variet&é cubiche, e quindi di S,, saranno 
imaginarie e coniugate |’ una all’ altra. Invece le quadriche di 2 
nelle quali si tagliano due varieté cubiche coniugate saranno a punti 
reali ellitici: esse, come luoghi di questi punti reali, saranno le imagini 
su 2 delle rette di x (rappresentazioni di Riemann). 

Dallo spazio S, di una di queste quadriche si pud projettare la 
varieta 2 su un S, reale (di S,) in guisa da avere una corrispondenza, 
in generale univoca, fra i punti reali di © e quelli reali di S,. Gli 
S, delle due varieta cubiche imaginarie coniugate della 2° e della 1* 
schiera che si tagliano in quella quadrica danno per tracce su S, due 
rette imaginarie coniugate r, r’; ed i piani della 1* schiera di 2 si 
projetteranno nei piani di S, passauti per 7, e quelli della 2* nei piani 
per r’. Quindi la rappresentazione data al n. 3 degli elementi complessi 
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di una forma fondamentale doppia coi punti reali di S,, la quale con- 
sisteva nel ricorrere alla rete r di piani imaginari di S,, rappresentandoli 
coi loro punti reali, non @ altro che una projezione della rappresen- 
tazione su 2. Le eccezioni all’ univocita della rappresentazione, che 
cola si avevano nei punti di una retta ¢ di z, ai quali venivano a 
corrispondere le rette reali di S, appoggiate ad +, 7’, risultano ora da 
cid, che eccezione all’ univocité della nostra projezione di 2 per 
quanto riguarda i punti reali fanno appunto quelli della quadrica con- 
siderata (cui -corrispondera la retta ¢ di w), e che ognuno di questi 
si projetta precisamente secondo una retta di quella congruenza lineare. 


7. Dopo i particolari in cui cosi siamo entrati sulle rappresentazioni 
reali degli elementi complessi di una forma fondamentale semplice o 
doppia, non @ pid necessario che ci dilunghiamo intorno alle analoghe 
rappresentazioni reali degli elementi complessi di una forma fondamen- 
tale di specie qualunque », cioé dei punti complessi di uno spazio 
S, qualunque. Il lettore vedra subito come si ottengano rappresen- 
tazioni: 1° sui punti reali di un S:, (aventi per coordinate le 2n 
componenti reali delle » coordinate dei punti dell’ S,), considerando 
in questo la forma fondamentale (riferita collinearmente all’ S,) com- 
posta degli S, passanti per un S,_; fisso completamente imaginario. 
2° sulla oo®" delle rette reali che contengono i punti complessi dell’ 
S,, se questo si assume imaginario; ed allora non vi saranno elementi 
eccezionali per la rappresentazione se esso sara completamente imaginario. 
3° sugli co?" punti reali di una varieta di dimensione 2 (analoga 
alla sfera, ed alla = dei n' 5 e 6, varieta atta~a rappresentare le 
coppie di punti di due spazi S,) appartenente ad S,(n42) e con le 
coordinate rappresentate parametricamente da 


Xim = LiYm' (, m==1,...,%-+- 1) 


aren : 2n ‘ , 
varieta d’ ordine (r) contenente due schiere co", fra loro coniugate 


di S, imaginari, tali che per ogni punto della varieta passa un solo 
spazio di ciascuna schiera, e che gli spazi dell’ una schiera son 
punteggiati collinearmente da quelli dell’ altra, ecc. ecc. — Anche i 
legami fra queste rappresentazioni, — cioe |’ equivalenza matematica 
(analitica) della 3* con la 2* (nel caso accennato in cui la 2* non ha 
elementi eccezionali), la sezione e la projezione con cui risp. dalla 2* 
e dalla 3* si passa alla 1*, — appajono senz’ altro per analogia cou 
quanto si disse nei casi di nm = 1, 2. 

Del resto (@ bene tenerlo sempre presente) in tutte queste rap- 
presentazioni il concetto in sostanza @ sempre uno stesso (cfr. n. 1). 
Si hanno cioé sulla varieté reale rappresentativa @ due schiere cou- 
iugate di varieta particolari, tali che si pud sostituire (riferire pro- 








424 C. Sears. 





jettivamente) alla forma fondamentale oggettiva F una di -queste 
schiere*): allora ogni elemento di quella schiera insieme col conjugato 
dell’ altra da una coppia reale, un ente (punto o retta) reale, che serve 
a rappresentare quell’ elemento della 1* schiera, e quindi |’ elemento 
complesso di F. — 

Le rappresentazioni reali dei punti di un S,, quando si sostiuiscano 
questi punti coi gruppi di valori di ~ numeri complessi — le loro 
coordinate —, diventano rappresentazioni che possono servire utilmente 
nello studio delle funzioni di » variabili complesse. D’altra parte per 
tale studio si presenta anche naturale di rappresentare le singole 
variabili complesse su altrettanti piani di Gauss, o sfere di Rie- 
mann, ecce.**); e cid porterebbe a nuove rappresentazioni reali non 
solo per le funzioni di » variabili complesse, ma anche per i punti 
complessi di un S,, cioe a rappresentazioni sui gruppi di » punti reali 
presi risp. su » piani o sfere ecc., e quindi sulla variet& degli spazi 
(od altri enti) reali che congiungono quei gruppi di » punti, ecc. ece. 
E cosi che ad esempio il Weierstrass cominciava le sue Lesioni 
sulle funzioni Abeliane rappresentando il campo di 2 variabili complesse 
indipendenti mediante le rette congiungenti i punti reali imagini di 
quelle variabili su 2 piani (paralleli) di Gauss (e quindi |’ ente 
algebrico dato da un’ equazione algebrica fra due variabili, mediante 
un particolare sistema algebrico di rette reali). — Noi perd non ricor- 
reremo a queste nuove rappresentazioni. 


I gruppi fondamentali. Projettivita ed antiprojettivita. 

8. Per ben caratterizzare dal punto di vista della geometria pro- 
jettiva le rappresentazioni di cui abbiam parlato sinora, conviene 
anche vedere quale gruppo di trasformazioni esse faccian corrispondere 
al gruppo delle projettivita della forma complessa oggettiva nella sua 
imagine reale. 

La cosa riesce molto ovvia quando per questa imagine si assume 
rispettivamente la sfera, la varieta 2 a 4 dimensioni, ece. (cioé in 
quelle rappresentazioni che abbiamo considerate come 3*). — Premettiamo 
che una trasformazione collineare della sfera, o di 2, ecc., in se stessa 





*) Nel seguito di questo lavoro ci accadra ancora di usare i simboli Fe 9, 
ed il vocabolo «schiera» (di ) in questi significati generali. 

**) Cid sara da preferirsi quando di una funzione importi considerare le » 
variabili staccatamente. Ma in caso contrario possono essere pitt opportune le 
rappresentazioni precedenti. Cosi per le funzioni che non mutano per gruppi di 
trasformazioni lineari delle n variabili prese complessivamente (funzioni linearmente 
automorfe), — come le funzioni iperfuchsiane di due variabili, introdotte dal sig. 
Picard —, sembrano piu utili le rappresentazioni prima esposte, perché con esse 
le trasformazioni lineari delle » variabili (collineazioni di S,,) trovano un’ imagine 
pit semplice. 
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genera una trasformazione projettiva di ogni schiera (di rette, o 
piani, ecc.) o in se stessa (collineazioni di 1* specie), oppure nell’ 
altra schiera (collineazioni di 2° specie); e che queste due trasformazioni 
projettive subordinate, o di ogni schiera in se, ovvero della 1* schiera 
nella 2* e della 2° nella 1°, si possono assumere ad arbitrio, e sempre 
definiscono una trasformazione collineare della sfera, o di 2X, ece. 
(come subito si vede, sia geometricamente, sia mediante la rappresen- 
tazione analitica X:m—=2;Ym). Perd, se si vuole che questa collinea- 
zione sia reale, cioé muti i punti reali in punti reali, e quindi gli 
elementi imaginari coniugati in elementi imaginari coniugati, si potra 
assumere ad arbitrio una sola delle due projettivita, ad esempio quella 
che trasforma la 1* schiera (in se, o nella 2*), ché allora |’ altra sara 
la projettivita coniugata (che trasformera la 2* schiera in se, 0 nella 1°). 

Segue che una projettivita fra gli elementi della forma fondamentale 
semplice, doppia, ecc. (collineagione), rispecchiandosi in una trasforma- 
zione projettiva entro la 1* schiera di rette della sfera; o piani di 2, 
ecc., avrd per imagine reale una collineazione reale di 1° specie della 
sfera, 0 di 2, ecc, — 

Similmente si hanno due specie di trasformazioni lineari di una 
congruenza lineare in se stessa (ognuna delle quali si pud considerare 
come prodotta tanto da collineazioni dello spazio quanto da reciprocita), 
e cioe quelle che mutano in se ciascuna delle due direttrici (ossia 
ciascuna delle due schiere di fasci di rette della congruenza), e quelle 
che le seambiano fra loro. Le projettivita della forma semplice corri- 
spondono nella rappresentazione di Staudt alle trasformazioni lineari 
reali di 1* specie della congruenza ellittica. — Analogamente per le 
analoghe rappresentazioni delle forme fondamentali doppie, ecc. 


9. Nella rappresentazione di Gauss della forma semplice sul 
piano 6, come corrispondenti (projezioni stereografiche) alle due specie 
di collineazioni reali della sfera, od alle due specie di trasformazioni 
lineari reali della congruenza ellittica, si hanno due specie di trasfor- 
mazioni reali puntuali di 6 tali da mutare i cerchi in cerchi (¢rasformasioni 
circolari, o gruppo delle inversioni). Una 1° specie rappresenta le 
projettivita della forma semplice oggettiva e si compone di quelle 
trasformazioni che mutano in se ognuno dei due fasci di rette aventi 
i centri nei punti ciclici C, C’, cioe delle trasformazioni quadratiche 
reali dei punti di 6 che si determinano fissando una projettivita arbi- 
traria nel fascio C, e quindi la sua coniugata nel fascio C’; la 2* specie 
invece muta C in C’ e quindi C’ in C.*) — 

*) A cid, ed al fatto corrispondente sulla sfera, si collega, com’ é noto, la 


proprieta di conservare inalterati gli angoli o di mutarne soltanto il verso, che 
distingue le due specie di trasformazioni circolari del piano e della sfera, 
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Analogamente nello spazio reale S, possiamo avere due sorta di 
trasformazioni reali fissando: o una collineazione qualunque entro la 
rete r, e quindi la coniugata nella rete coniugata r’, — oppure una 
collineazione qualunque fra la rete re lav’, e quindi la coniugata fra 
r ed r; e considerando in ambi i casi come omologhi due punti quando 
stanno in piani omologhi di quelle due collineazioni fra le reti, sicché 
in particolare al punto reale di un piano di r corrispondera il punto 
reale del piano omologo (risp. di r o di r’). Le trasformazioni che si 
ottengono nel 1° caso saranno le imagini reali delle collineazioni di 
una forma fondamentale doppia; perd molte proprietaé son comuni ad 
entrambe le specie. 

Cosi @ chiaro anzitutto che in una tale trasformazione di S,, sia 
di 1* o di 2* specie, ad un piano reale appoggiato ad r, 7 (cioé inter- 
sezione di due spazi delle due reti) corrispondera un altro piano siffatto; 
e la corrispondenza tra i due piani sara della natura stessa delle trasfor- 
zioni circolari dianzi accennate, cioé mutera le coniche appoggiate ad 1, +’ 
in coniche appoggiate ad r, r’. In particolare segue che ad ogni retta di 
S, (la quale giace sempre in un piano, generalmente unico, appoggiato 
ad r, r’) corrisponde in generale una conica appoggiata ad r, 7’. Dun- 
que anche queste trasformazioni di S, sono trasformazioni quadratiche. 

Abbiasi poi in S, un piano qualunque. Esso sara in generale 
projettato dalle rette r, r° mediante due reti collineari (prospettive) le 
quali dalle due collineazioni coniugate che son date entro o fra le reti 
y,’, saran mutate in reti collineari (aventi ancora le rette r,r per 
sostegni); e queste come intersezioni dei piani omologhi daranno in 
generale, com’ @ noto, i punti di una rigata cubica razionale normale 
di S, avente r, rv’ per generatrici. Dunque i piani di S, si mutano 
in rigate cubiche cosi fatte. 

Similmente per vedere come si trasformi in generale uno spazio 
ordinario contenuto in S,, osserviamo che esso si pud considerare come 
costituito da un fascio di piani avente per asse la congiungente dei 
suoi due punti d’ incontro con r, 7’, e quindi come generato da due 
fasci projettivi (prospettivi) di spazi delle reti r, 7’. Ora, mediante 
le due collineazioni fisse entro o fra queste reti, quei fasci si mutano 
in due fasci projettivi di spazi (ancora della reti r, 7’), i quali genere- 
ranno una varieta quadratica M,?: e precisamente un cono avente il 
centro nel punto comune ai piani base dei due fasci, e contenente quel 
piano @ nel quale si tagliano i due spazi che nelle due collineazioni 
fisse delle reti r, x’ corrispondono allo spazio J comune a queste*). 


*) Ogni punto del piano  é@ I’ omologo di tutti i punti di una retta appog- 
giata ad r, r’. Analogamente ad si ha poi un altro piano , che dalla data 
trasformazione di S, 6 mutato nello spazio J. La conica che corrisponde ad una 
retta passante per un punto di @, si spezza nella retta, appoggiata ad r,7’, in 
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Segue che la nostra trasformazione quadratica di S, muta gli spazi 
nei coni quadrici (a 3 dimensioni) passanti per 7, r’ e pel piano fisso 
@ (appoggiato ad r, r’).*) 

Se poi si considera una gualunque varieta quadratica M,” passanie 
per 7,7 come generata da due reti reciproche aventi r, r’ per sostegni, 
si vede subito con ragionamenti identici ai precedenti che essa si muta 
in una variet&é quadratica passante similmente per r,7’. Tali varietad 
sono le projezioni delle sezioni della. 2 di S, cogl’ iperpiani di questo 
spazio; poiché appunto queste sezioni iperplanari son generate su 
dalle reciprocitaé fra le due schiere di piani che si projettano nelle reti 
r, x (n. 5). E come le collineazioni di 2 son caratterizzate dal mutare 
le sezioni iperplanari in sezioni iperplanari e dall’ essere algebriche, 
od almeno analitiche, cosi avremo che le nostre trasformazioni quadra- 
tiche di S, sono tuéte quelle trasformazioni analitiche che mutano in se 
l insieme delle varieta quadratiche passanti per le rette fisse r, 7°. Ecc, — 

Analogamente “alle trasformazioni circolari del piano e a quelle 
trasformazioni quadratiche di S,, si hanno pid in generale due specie 
di trasformazioni quadratiche nell’ S,, reale rappresentativo delle forme 
fondamentali »-ple, trasformazioni che si determinano dando due 
collineazioni entro o fra le forme aventi per sostegni due S,_, non 
incidenti di quello spazio, ecc. ecc.; le trasformazioni reali di 1* specie 
(per cui quegli S,_, sono imaginari coniugati) rappresentano le colli- 
neazioni delle forme fondamentali n-ple. — 

Infine, se in luogo di fissare due collineazioni, come in questo n° 
ed in quello preced® s’ @ fatto, si fissano due reciprocitd entro o fra 
le due sehiere di piani ecc. di  o di S, ecc., si avranno similmente 
due specie di trasformazioni, analoghe alle precedenti (ma non pid 
puntuali); e le trasformazioni reali della 1° specie (provenienti cioé da 
reciprocita coniugate entro le due schiere rispettivamente) saranno le 
imagini reali delle reciprocita della forma oggettiva. 


10. Abbiamo cosi nei ni 8 e 9 incontrato in ogni caso, accanto 
alle trasformaszioni reali di 1° specie — che nella imagine reale della 
forma fondamentale rappresentavano le trasformazioni projettive (col- 
lineazioni o reciprocita) di questa —, quelle che abbiamo chiamate 
trasformazioni reali di 2* specie; ed abbiamo visto molti punti di con- 
tatto di queste con quelle, si che siamo naturalmente indotti a con- 
siderare nella forma oggettiva anche quelle trasformazioni — analoghe 


cui si trasforma quel punto, ed una retta incidente ad @: si corrispondono dun- 
que nella nostra trasformazione le rette che si appoggiano risp. ai due piani 
@ @ a, : 

*) Da cid si deducono di nuovo le rigate cubiche corrispondenti ai piani di 


S, e si vede inoltre che esse sono soggette a tagliare secondo coniche il piano 
fisso . 
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alle projettive ma essenzialmente distinte da esse — che sulla imagine 
son rappresentate da corrispondenze reali di 2* specie, Sono queste le 
antiprojettivita (risp. anticollineazioni ed antireciprocita*)), che diretta- 
mente e con maggiori ragguagli si trovano studiate nel Saggio**). Qui 
ci limitiamo ad accennarne le prime proprieté che si leggono subito su 
quelle rappresentazioni reali. 

Anzitutto abbiamo che in una forma semplice vi sono due specie di 
corrispondenze continue***) che mutano i gruppi armonici in gruppi 
armonici: le projettivita e le antiprojettivitad. E che fra i punti di un 
piano vi sono due specie di corrispondenze continue che mutano le 
rette in rette, cioé oltre alle note collineazioni altre corrispondenze che 
chiamiamo anticollineazioni; e similmente, oltre alle reciprocita, vi 
sono in un piano altre corrispondenze continue che mutano i punti 
in rette e i punti di una retta nelle rette passanti per un punto: le 
antireciprocita. Analogamente per lo spazio ordinario e per quelli 
superiori. — E si fa poi subito il passaggio a corrispondenze tra forme 
distinte. 

In un’ antiprojettivita qualunque (anticollineazione od antireciprocita) 
due forme fondamentali omologhe sono pure riferite antiprojettivamente. 
Mentre in due forme projettive le tetradi (Wiirfe) omologhe hanno 
birapporti uguali, e quindi sono della stessa specie rispetto al verso 
(secondo Staudt), in forme antiprojettive le tetradi omologhe hanno 
birapporti coniugati, e sono quindi di specie opposta. Due corrispon- 
denze antiprojettive danno per prodotto una projettivita; il prodotto 
di un’ antiprojettivita e di una projettivita (o viceversa) @ ancora un’ 
antiprojettivita. f) 

Un esempio ovvio di antiprojettivita si ha nel conjugio, cioé nella 
corrispondenza tra gli elementi di una forma ed i loro conjugati (della 
forma conjugata). Le corrispondenze antiprojettive si possono anche 
definire come prodotti del coniugio e di projettivitd (0 viceversa). Hd é 
appunto cosi che in sostanza ci si presentano le antiprojettivita nelle 
loro rappresentazioni reali; poiché se per forma fondamentale oggettiva 
si assume la 1* delle due schiere coniugate (cfr. n. 7) a cui ricorrono 
quelle rappresentazioni, |l’antiprojettivita in essa vien precisamente ad 
essere il prodotto del coniugio (che muta la 1* schiera nella 2°) e della 


*) Questa distinzione @ essenziale solo nelle forme fondamentali doppic, 
triple, ecc.; non in quelle semplici, 

**) Come ivi é dichiarato, le antiprojettivita nelle forme semplici e le auti- 
collineazioni in quelle doppie erano state studiate prima di me dal sig. Juel 
nella Dissertazione gid citata. V. anche la Nota dello stesso geometra: Ueber 
einige Grundgebilde der projectiven Geometrie (Acta mathematica, t. 14, 1890). 

***) Riguardo alla condizione della continuitd veggasi il n. 1 del Saggio. 

+) In conseguenza il gruppo di corrispondenze che abbraccia tutte quelle 
antiprojettive si compone di esse e delle projettive. 
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projettivita che si @ fissata fra la 2* e la 1* schiera nel definire la 
trasformazione reale di 2* specie che @ imagine dell’ antiprojettivita. 

Da questa, ovvero anche dalle precedenti definizioni, segue subito 
che un’ antiprojettivité tra due forme semplici, doppie, ecc., s’indivi- 
dua mediante coppie di elementi omologhi al modo stesso che una 
projettivita, cio dando di 3,4,... elementi (omonimi ed indipendenti ecc.) 
dell’ una forma gli omologhi nell’ altra. Ed inoltre segue la rappresen- 
tazione analitica delle antiprojettivita, cioe mediante equazioni 


Ly => > Qim&m ) 
m 


le quali esprimono le coordinate di un elemento 2’ dell’ una forma 
come forme lineari nei valori coniugati %,, delle coordinate x, che ha 
lelemento omologo 2 nell’ altra forma. Kec. 


Antiprojettivita involutorie. Catene. 


11. Fra le corrispondenze antiprojettive — anticollineazioni ed 
antireciprocita —, hanno uno speciale interesse quelle involutorie — 
antinvolugioni ed antipolarita. Esse danno coi loro elementi uniti le 
prime e pid semplici varieta iperalgebriche. 

Se |’ antiprojettivita si considera come il prodotto del coniugio © 
e di una projettivita {8 o viceversa (n. 10), la condizione d’ involutorieta 
CP — PC, equivale a CPC — Y-", cioé all’ avere $ per coniugata 
(trasformata mediante ©) la propria inversa. Questo fatto evidente 
vale anche se si tratta del prodotto di due corrispondenze qualunque 
€, $, quando |’ una, ©, di esse, @ involutoria: la detta relazione, 
che s’ é presentata ripetutamente nel caso di due projettivita*), @ stata 
chiamata armonia. Le antiprojettivita involutorie sono dunque i pro- 
dotti del coniugio e di projettivita armoniche al coniugio (cioé aventi 
per coniugate le proprie inverse), 0 viceversa. 

Le trasformazioni reali di 2* specie della varieta reale  (n. 7) 
(piano 6, sfera, o congruenza lineare; ecc.), che su questa rappresentano 
un’ antiprojettivita della forma fondamentale oggettiva F’, eran definite 
mediante una projettivita fra la 1° e la 2° schiera di @, ed una fra 
la 2" e la 1* schiera, coniugate fra loro. Orbene @ evidente che la 
condizione d’ involutorietad per V antiprojettivita, ossia per la trasfor- 
mazione reale che ne @ imagine, equivale all’ essere quelle due pro- 
jettivita inverse l’una dell’ altra (e quindi armoniche al coniugio). Cid 





*) V. ad es® Segre, Le coppie di elementi imaginari nella geometria pro- 
jettiva sintetica (Memorie Acc. Torino, ser. 2* vol. 38); e Note sur les homographies 
binaires et leurs faisceauax (Journal fiir Math., t, 100). V. anche H, Wiener, 
Ueber geometrische Analysen (Berichte der k. siichs, Ges. t, 42, 1890), pag. 262, 
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si pud anche esprimere in altro modo, considerando le due varieta 
costituite dalle intersezioni degli elementi omologhi delle due projettivita, 
fra loro coniugate, che si hanno tra le due schiere di ®: I! essere 
queste due projettivita inverse |’ una dall’ altra equivale a dire che 
quelle dune varieta, pure coniugate, coincidono; cioé che le intersezioni 
degli elementi omologhi delle due schiere projettive formano una varieta 
reale. Le intersezioni poi di elementi omologhi e coniugati saranno 
gli elementi reali di questa varietaé e rappresenteranno su ® quegli 
elementi della forma fondamentale F' i quali sono wniti par | anti- 
projettivita. 


12. Applicando anzitutto queste osservazioni generali al caso di un’ 
antinvoluzione in una forma semplice, avremo che ad essa @ congiunta 
una projettivita, fra i due fasci di rette C, C’ del piano o, o fra le 
due schiere di generatrici della sfera, o fra le due direttrici della 
congruenza lineare ellittica, la quale ha se stessa (o meglio la sua 
inversa) per coniugata: sicché il cerchio luogo dei punti d’ intersezione 
delle rette omologhe (0 la schiera di rette generata entro la congruenza 
lineare) sara coniugato di se stesso; nella sfera sara la sezione con 
un piano reale. In generale questo cerchio o é affatto privo di punti 
reali, o ne ha infiniti (e analogamente quella schiera di rette). Dun- 
que: un’ antinvoluzione in una forma fondamentale semplice o non ha 
elementi uniti o ne ha infiniti formanti una catena semplice. Ad- 
operiamo qui la voce introdotta dallo Staudt, il quale chiama catena 
un insieme di co' elementi di una forma fondamentale semplice, che 
sulla congruenza lineare imagine sia rappresentato da una schiera reale 
di rette, e quindi sul piano 6 o sulla sfera da un cerchio reale.*) 
Noi vediamo che una tal catena si pud anche definire come il luogo 
degli elementi uniti di un’ antinvoluzione ben determinata. 

L’ imagine di un’ antinvoluzione sul piano o (0 sulla sfera) non 
@ altro che un’ ordinaria inversione. 


13. Trattisi ora di un’ antinvoluzione del piano x. 

Essa sara rappresentata sulla varieta 2 da una collineazione reale 
di 2* specie involutoria; e questa**) ha per luogo dei punti uniti, cioé 
dei punti in cui si tagliano i piani omologhi delle due schiere, una 
superficie del 4° ordine F’* appartenente ad un S, e luogo di 
coniche, ecc., cioe una superficie di Veronese. Sono assi della col- 
lineazione involutoria lo spazio S, di quella superficie, ed un piano. 


*) Dalla loro rappresentazione reale sulla sfera appare che le antiprojettivita 
di forme semplici si possono anche definire come quelle corrispondenze non pro- 
jettive che mutano le catene in catene (cfr. Saggio, nota alla fine del n. 1). 

**) V. il n. 8 della Nota Sulle varieta ecc, citata pid sopra (al n. 5). 
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La stessa antinvoluzione é rappresentata su S, dalla trasformazione 
quadratica involutoria di 2* specie che é definita da una collineazione 
fra le reti r, 7’ coincidente (o meglio inversa) con la coniugata: sicch® 
la rigata cubica normale F'* (projezione di quella F‘ di Veronese) 
che @ luogo dei punti d’ incontro dei piani omologhi delle due reti, 
cioe dei punti uniti della trasformazione involutoria di S,, sara con- 
iugata di se stessa, e perd conterra co* punti reali. Le corde di questa 
rigata le quali s’appoggiano al piano @ trasformato dello spazio I di 
y, *, formano un sistema oo di 1° ordine di rette unite (cfr. n. 9 e 
specialmente la nota a pag. 426) per la trasformazione involutoria: sicché 
questa si pud anche definire con cid che due punti omologhi qualun- 
que stanno su una retta di quel sistema e sono armonici ai due punti 
@incontro della retta stessa colla rigata cubica.*) 

Infine si consideri la rappresentazione di 2, reso imaginario di 
1* specie, sulle co* rette reali dello spazio ordinario. Un’ antinvoluzione 
di x risulta dal prodotto pel coniugio di una collineazione fra x ed il 
piano conjugato 2’ la quale sia coniugata di se stessa (o meglio della 
inversa). Le rette congiungenti le coppie di punti omologhi di questa 
collineazione formano un sistema reale di rette (3, 1), cio® del 3° 
ordine e di 1* classe, il sistema delle tangenti doppie di una svilup- 
pabile reale di 3* classe tangente a a e 2’: e le co? rette reali di 
questo sistema segano 2 nei punti uniti dell’ antinvoluzione. — 

Segue da queste rappresentazioni — e del resto si vede subito 
anche direttamente — che: Un’ antinvoluzione piana ha sempre oo? 
punti uniti, il cui insieme diremo una catena piana (0 doppia, o di 
2° specie, ecc.), e corrisponde alla superficie F‘* di Veronese, od 
alla F* normale di S,, od al sistema di rette (3, 1). Inoltre essa ha 
co” rette unite, le corde della catena: mentre una retta qualunque del 
piano incontra la catena piana in un punto solo (quello d’ intersezione 
con la retta che le corrisponde nell’ antinvoluzione), una corda la 
incontra negli co! punti di una catena semplice. Queste catene 
semplici contenute nella catena piana corrispondono alle coniche della 
F'‘ od F'**), ed alle schiere di rette reali contenute nel sistema (3, 1) 
di rette***), Ecc. 


*) Questa definizione mediante il piano o e la rigata cubica F'* 8 |’ analoga 

della definizione dell’ inversione piana mediante il centro ed il cerchio direttore. 

**) I piani reali di S,, i quali come vedemmo (n, 9) fan corpo colle rigate 

cubiche reali passanti per 1, r’, rappresentano quelle catene doppie di a che 
hanno la retta fissa ¢ per corda. 

***) La rappresentazione della catena piana col sistema di rette reali (3, 1) 

é gid fatta dal sig. Juel, il quale rileva anche i casi particolari di degenerazione 

di quel sistema. Questi casi appajono subito dal ragionamente che sopra ci ha 

condotti a quel sistema di rette, mediante la collineazione fra i piani a e 2’. 


28* 
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14. Analogamente si hanno delle antinvoluzioni nello spazio 
ordinario e in generale in uno spazio qualunque S,; e si hanno delle 
catene n-ple, luoghi degli oo” punti uniti di antinvoluzioni siffatte. 
Per » pari ogni antinvoluzione di S, produce una tal catena (poiché 
due S, omologhi si tagliano sempre in un punto unito); mentre per 

2 


m impari vi sono anche antinvoluzioni prive di punti uniti, — Nella 
rappresentazione dei punti complessi dell’ S, sui punti reali di S,, una 
catena m-pla ha per imagine una varieta reale M,’*' generata dalle 
intersezioni degli S, omologhi di due forme collineari aventi per 
sostegni i due S,_; fissi*). — Nella rappresentazionce sui punti reali 


della varieta di dimensione 2m e d’ ordine () di Sy(n42) la catena 


m-pla ha per imagine una varieta d’ ordine 2" appartenente ad un 
Sits) © Tappresentabile univocamente su un S, mediante il sistema 
2 


lineare di tutte le varieta quadratiche M?_, di tale spazio. — Ecc. ece. — 

Il coniugio su una retta, piano, o spazio reale qualunque, @ una 
particolare antinvoluzione; e quindi |’ insieme (dei suoi punti uniti, 
cioé) dei punti reali di una retta, piano o spazio reale qualunque é 
una catena. Ogni catena n-pla si pud trasformare projettivamente in 
quella costituita dai punti reali di un S, reale. 


Antipolarita, iperconiche, iperquadriche, ecc. 


15. Le considerazioni generali del n. 11 applicate alla questione 
delle antireciprocita involutorie, od antipolarita, danno subito i risultati 
che ora esporremo. 

Ogni antipolarita nella retta, nel piano, o nello spazio, ... si 
pud rappresentare con un’ equazione (fra punti 2, y reciproci) 


> tint Ym = Q, 


nella quale sia sempre @,; = Gj». Assumendo una coppia, o triangolo, 


Il sistema si riduce cioé a (2,1) se la catena piana di a ha un punto reale (il 
quale stara sulla retta reale mx’ e sara unito per quella collineazione); ad una 
congruenza lineare (1,1) se la catena ha una corda reale (la retta m2’, su cui Vi 
saranno allora 2 punti uniti della collineazione); ad una stella di rette reali se la 
eatena piana contiene tutta la catena retiilinea dei punti reali di 2 (la retta 27 
é luogo di punti uniti per la collineazione). 

*) Il fatto. che se l’ordine m+ 1 di quella varieta é dispari, essa ha sempre 
” punti reali corrisponde appunto al fatto gid menzionato che per m pari un’ 
antinvoluzione di S, ha sempre una catena n-pla di punti uniti. 





bal 


1e 


31 


2) 


il 





Rappresentazioni reali delle forme complesse. 433 


o tetraedro, ... polare come sistema di riferimento, quell’ equazione 
prende la forma canonica 
> uy Yi =(Q. 


ove le a, sono reali. I pumti uniti (ossia autoreciproci) sono quelli 
soddisfacenti alla equazione 


Daim Likm = 0, 
> titi; = 0; 


e di qui, considerando le varie ipotesi che si posson fare intorno ai 
segni dei coefficienti reali a,, appare che si possono avere vari casi, 
analoghi a quelli che presenta una polarita (ordinaria¥ reale Da,2,y; = 0 
nella retta, nel piano, nello spazio,... Possono mancare affatto i 
punti uniti dell’ antipolarita (quando le a, son tutte d’ un segno), In 
caso contrario essi formeranno in generale una oo! nella retta, cioe 
una catena semplice; una oo* che diremo iperconica, nel piano; una 
oo*, iperquadrica, nello spazio; e un’ iperquadrica potra essere rigata 
0 no; ecc, ece. — L’ antipolarité pud anche essere degenere (come una 
reciprocita): corrispondentemente a cid la catena rettilinea pud ridursi 
ad un sol punto (catena nulla, o catena-punto), |! iperconica ad una 
catena semplice di rette di un fascio, ecc. (In tali casi @ nullo 
qualche coefficiente della forma canonica). — 


Sulla varieta 2 di S, imagine reale del piano z, |’ antipolarita 
fra i piani della 1* schiera produce fra la 1* e la 2" schiera una 
reciprocita tale che i punti d’ incontro dei piani reciproci costituiranno 
la sezione di Y con un iperpiano reale (v. n' 5 e 11). Se tra questi 
punti ve ne sono di reali, cioé se quell’ iperpiano sega realmente 2, 
i punti reali d’ intersezione rappresenteranno i punti di un’ iperconica 
di x. Sicché le iperconiche di x hanno per imagini su Z le sue sezioni 
iperplanari reali (come le catene di una retta hanno per imagini sulla 
sfera i cerchi reali di questa), Se |’ iperpiano é tangente a 2, |’ iper- 
conica corrispondente @ degenere. 

Nello spazio reale S, |’ antipolarita della rete r induce una reci- 
procita fra r ed r’ tale che la varieté quadratica generata dalle rette 
d’ intersezione dei piani cogli spazi omologhi sara reale. Le iper- 
coniche di x hanno per imagini in S, le oc® varietd quadratiche M,? 
reali e con punti reali che passano per r, r’. Le iperconiche degeneri, 
0 catene semplici di rette, corrispondono alle varieta coni: e quei 


ossia 
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piani generatori reali di un tal cono quadrico, i quali sono incidenti 
ad r, v’, rappresentano le rette della catena semplice.*) 

Infine rappresentando il piano x imaginario di 1* specie sulle rette 
reali dello spazio ordinario, un’ antipolarita di 2 da luogo ad una recipro- 
cité fra x ed il coniugato 2’ inversa della reciprocité coniugata; ed una 
retta congiungente due punti reciproci di 2 e w’ @ reale quando e solo 
quando quei due punti sono coniugati , cioé il punto di w @ unito per 
Y antipolarita. Ora le rette che congiungono i punti reciproci di quella 
reciprocita fra a e a’ formano un complesso quadratico reale di 
Hirst**) (cioé un complesso quadratico reale caratterizzato dal contenere 
tutte le rette di w e quindi di 2’, od in altri termini ancora un com- 
plesso reale di caratteristica [(11) (11)2] nella nota classificazione di 
Klein e Weiler): le rette reali di questo complesso (se ne esistono) 
segano su 2 I’ iperconica luogo dei punti uniti (se esistono) dell’ anti- 
polarita. Cosi le iperconiche di x si posson riguardare come le sezioni 
delle rette reali dey, complessi quadratici reali che contengono il piano 
rigato x e quindi i coniugato. — Il complesso generato dai due piani 
reciproci 2, x’ si riduce ad un complesso lineare quando la retta 22’ 
® luogo di punti uniti della reciprocita: ne segue che I iperconica di 
a ® rappresentata da un complesso lineare di rette reali quando (solo) 
essa contiene la catena rettilinea composta dei punti reali di 2.***) — 

Proprieta perfettamente analoghe si avrebbero similmente per le 
rappresentazioni reali delle iperquadriche, ecc. 


16. Mediante queste rappresentazioni delle catene rettilinee, iper- 
coniche, iperquadriche ece. si ritrovano facilmente anche le proprieta 
delle loro intersezioni, come pure dei sistemi lineari di tali enti, il cui 
studio si trova avviato nel Saggio. Diamo qui un cenno di cid, conside- 
rando per fissar le idee i sistemi lineari @ iperconiche, e quindi le loro 
imagini reali: che in S, son date dai sistemi lineari di M,? reali 
passanti per 7, 7; su 2 dalle intersezioni con un fascio, rete, ecc., 
d@’ iperpiani; e nello spazio rigato reale ordinario da sistemi lineari di 
complessi quadratici reali di rette contenenti il piano rigato a (e 2’). 


*) Abbiamo visto (n.9) che gli spazi di S, equivalgono per noi a coni 
quadrici M,* passanti per r, 7’. Effettivamente uno spazio reale rappresenta una 
catena semplice di rette di z contenente la retta fissa i. 

Il fatto che una F* normale di S, passante per r,r’ é projettata da ogni 
suo punto secondo un cono M,? del detto sistema, corrisponde a questo: che una 
catena piana é projettata da ogni suo punto secondo una catena semplice di rette. 

**) Hirst, On the complexes generated by two correlative planes (Collectanea 
mathematica in mem. Chelini, pag. 51—73). 

***) Cid concorda col fatto che (v. Saggio, nota al n. 32) l’insieme di tutti 
i punti posti sulle rette reali di un complesso lineare reale @ un’ iperquadrica; e 
perd @ segato da un piano qualunque secondo un’ iperconica. 
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L’ ente Q d’ intersezione di 2 iperconiche del piano x ha per 
imagine in S, la superficie del 4° ordine F* che @ intersezione di 
due M,* reali per r, 7’, e che quindi @ base per un fascio di M,? 
siffatte. In questo fascio vi sono 3 coni coi centri fuori dello spazio J 
di r, r’ (oltre a2 coni coi centri in questo spazio): o tutti e tre questi 
centri son reali, oppure uno é reale e gli altri due — e siano A, A’ — 
imaginari coniugati. Nel 2° caso saranno projettivi, perché generatori 
del cono A, i fasci di spazi che dai piani fissi x A, r’A contenuti in 
quel cono projettano i punti reali di F’‘ (cioé del cono): e quindi, 
sostituendo al fascio r’A il suo coniugato r A’, saranno antiprojettivi 
i fasci che dai piani rA, r A’ projettano i punti reali di F'4. Ritornando 
a x segue che: in generale |’ ente Q intersezione di (2 e quindi di) 
un fascio d’ iperconiche sta o su 3 iperconiche degeneri, cioe catene 
semplici di rette, o su una sola; ma in questo 2° caso Q si pud 
generare come luogo delle intersezioni dei raggi omologhi di due fasci 
antiprojettivi di rette. Viceversa, ecc. ecc. 

Per imagine di @Q nell’ ordinario spazio rigato reale si cttiene in 
generale |’ imsieme delle rette reali di wna congruenza reale (4, 2) 
(intersezione, coi due piani rigati z, z’, di un fascio di complessi 
quadratici) generata dalle congiungenti i punti omologhi di una corri- 
spondenza univoca quadratica fra 2 e 2’ (la corrispondenza d’ inter- 
sezione delle 2 reciprocité congiunte alle 2 iperconiche di 2), Perd, 
profittando del fatto che @ contiene sempre delle catene rettilinee 
(sulle rette delle iperconiche degeneri che contengono @), si pud 
fare che Q contenga precisamente la catena rettilinea dei punti reali 
di z: allora le 2 iperconiche primitive saranno (n. 15) le sezioni di 2 
complessi lineari reali e quindi @ la sezione con x delle rette reali di 
una congruenza lineare reale. Viceversa ogni congruenza lineare reale 
da in generale un tal ente Q come sezione delle sue rette reali con 
un piano imaginario*). I due casi che sopra abbiamo distinto per Q 
corrispondono risp. all’ essere reali o no le 2 direttrici della con- 
gruenza, — 

Tre iperconiche quando abbiano punti comuni ne hanno in 
generale una oo! Q cui corrisponde in generale: nello spazio rigato 
reale una rigata reale di 6° grado generata da due cubiche risp, dei 
piani z, x’ in corrispondenza univoca (corrispondenza d’ intersezione 
delle 3 reciprocita fra 2, x’ congiunte alle 3 iperconiche); su 2 una 
,curva reale del 6° ordine sezione di questa varieté con un S,; e su S, 
una curva reale del 6° ordine che con r, ry’ completa |’ intersezione 
di 3 M,? indipendenti, e quindi di una rete di tali varieta quadratiche. 


*) Se il piano contiene una retta reale della congruenza, Q si spezza in questa 
retta ed una catena piana (cfr, la nota alla fine del n. 13). 
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La prima rappresentazione mette in evidenza wna cubica piana entro 
cui P ente Q é contenuto; la considerazione della corrispondenza nomi- 
nata fra quella cubica e la sua coniugata di x’ semplifica lo studio di 
Q (v. Saggio n‘ 54 e seg). Ma si pud anche ricorrere utilmente ad 
esempio alla rappresentazione con la curva reale nominata del 6° ordine 
di S,. Dalla definizione di questa C® risulta che essa avra r, r’ per 
trisecanti, e perd sara projettata da x secondo un cono cubico Y,'. 
Su questo stanno pure gli oo' centri dei coni della rete di varieta 
quadratiche M,?, poich® se A @ centro di un tal cono, il piano Ar 
di questo dovra tagliar la rete in un fascio di coniche, cioé, oltre che 
in r, in un fascio di rette, sicché quel piano projettera un punto di 
C® e perd fara parte del detto cono cubico M,°; viceversa ogni piano 
generatore di questo sta in un determinato cono della rete di Y,”. 
Le stesso fatto accadendo pel cono cubico che da r’ projetta la C®, si 
conclude che quegli oo' centri dei coni M,? della rete formano anche 
essi una curva del 6° ordine con r, 7’ per trisecanti. E cosi si giunge 
a questo risultato: le co? iperconiche passanti per 6 punti dati di un 
piano si tagliano in generale in co! punti, i quali giacciono su una 
cubica; gli co' centri delle catene semplici di rette (iperconiche degeneri) 
che fan parte di quella rete d’ iperconiche, cio che contengono quei 
punti, formano una variet&a che sta pure su quella cubica piana e si 
pud a sua volta riguardare come intersezione di una rete d’ iperconiche 
(cfr. Saggio n. 49 e segu'). — 

Un S, di S, taglia la varieta 2 del 6° ordine in 6 punti, e da 5 
di questi @ determinato il 6°. Cosi pure in S, quattro M,? passanti 
per r,” si tagliano inoltre in 6 punti, per modo che solo 5 di questi 
si possono prendere ad arbitrio ed allora @ determinato i] 6°. A cid 
corrispondera il fatto che su aw vi sono dei gruppi di 6 punti associati 
tali che tutte le oo° iperconiche passanti per 5 punti qualunque ven- 
gono necessariamente a passare anche pel 6° associato. Una tal 
sestupla insieme con la coniugata danno due sestuple di coppie di 
punti di 2, z’ tali che ogni reciprocita fra questi piani la quale 
contenga 5 di quelle coppie contiene sempre la 6*. — 

Cose analoghe si posson dire per le intersezioni di iperquadriche 
dello spazio ordinario, od in generale di S,. Cosi in questo si hanno 


dei gruppi di ¥ punti associati tali che tutte le oo®"—' iperquadriche 


che passano per »*-++- 1 qualunque di quei punti, passano pure di 
conseguenza pei rimanenti, Ecc. ecc. — Non ci fermiamo su queste 
proprieta, e passiamo invece a considerare una serie di enti, di cui 
quelli finora accennati non sono che casi particolarissimi. 
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Gli enti iperalgebrici in generale. 


17. Le antiprojettivita in se e per gli enti che generano danno 
i primi e pid semplici esempi di una classe di enti diversi da quelli 
di cui si occupa la geometria ordinaria, ma pur interessanti: classe 
entro cui del resto quegli enti geometrici ordinari si posson considerare 
inclusi, come casi particolari. 

In generale, se fra i punti reali, o le rette reali, ece., con cui 
noi rappresentiamo i punti complessi di un dato spazio (od anche gli 
elementi complessi di una variet&é qualunque), consideriamo quelli che 
costituiscono una curva, superficie, M,,..., ovvero una rigata, con- 
gruenza, complesso, ..., e@ cosi via; essi saranno imagini dei punti 
complessi di una variet& oo', oo’, co’, ..., che noi chiameremo mono- 
varieta o filo, bivarieta o tela, trivarieta, .... Cosi gli o0*, oof... 
punti complessi di una curva, superficie, ecc. costituiscono delle parti- 
colari bivarieté, tetravarieta, ecc.*); mentre gli oo!, co?,... punti 
reali di un’ ordinaria curva, superficie, ... reale formano dei parti- 
colari fili, tele, ecc. Le catene rettilinee, le iperconiche, le iper- 
quadriche, ... sono esempi di fili rettilinei, di trivarieta piane, di 
pentavarieta dello spazio, ecc.; le catene piane, e gli enti Q (n. 16) 
basi di fasci d’iperconiche sono tele; ecc. ecc. 

La rappresentazione reale di questi nuovi enti serve ad ottenerne 
le proprieta. Ad esempio essa permette di risolvere subito la questione 
delle rette, piani, ... tangenti (cfr. Saggio, n. 15, ove la questione é 
trattata direttamente e in modo pid completo). Per fissar le idee limi- 
tiamoci alle variet& piane. Un filo del piano oggettivo a ci da per 
imagine reale in S, una curva; per ogni tangente (reale) di questa 
passa un piano reale appoggiato ad r, 7’, A tali piani corrispondono 
in a le rette tangenti al filo nei suoi punti; se quella curva di S, ha 
un punto doppio, nodale od isolato, lo stesso accadra pel filo, e questo 
avra in generale due tangenti in un nodo; ecc. — Una tela di a ha 
per imagine in S, una superficie: i piani passanti per un punto ordi- 
nario di questa, i quali contengono risp. le varie tangenti (che formano 
il piano tangente) in quel punto e si appoggiano ad 7,7’, sono evi- 
dentemente una schiera di piani di un cono quadrico M,° avente quel 
punto per centro: corrispondentemente (n. 15) si avra su 7 una catena 
semplice di rette tangenti alla tela in un suo punto ordinario. — Una 


. 


trivarieta di a @ rappresentata in S, da una WM, reale: fra i piani 

*) A partire di qui la dimensione, od indice d’infinita, di una varieta qua- 
lunque di enti sar& sempre il numero dei corrispondenti parametri reali indipen- 
denti (dimensione reale): & percid che alle varieta ordinarie (cioé curve, super- 
ficie, ecc.) i cui elementi dipendono da parametri complessi dobbiamo assegnare 
una dimensione doppia di quella che nelle considerazioni solite si pone, e che, 
quando occorra ancora di parlarne, distingueremo col nome di dimensione complessa, 
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tangenti a questa in un suo punto ordinario (piani che costituiscono ce 
lo spazio S, tangente) uno ve n’ ha che s’appoggia ad r, r’: dunque es 
la trivarieta diz ha in generale wna retta tangente in ogni suo punto 
ordinario (retta cio® che incontra la trivariet&a secondo un filo avente de 
quel punto per doppio, nodale od isolato). cl 
Si pud pure parlare di conmessione di un filo, tela, trivarieta, ecc.: _ re 
sara cioe quella della linea, superficie, varieta, ecc. reale che ne @ a 
Yimagine. Essa costituisce un carattere invariabile per trasformazioni q 
univoche e continue qualunque. b 
a 
18. Se l’ente reale, che in una delle nostre rappresentazioni @ F 
imagine di un ente complesso, é@ algebrico, l’ente complesso si dira ¢ 
iperalgebrico. Questa definizione @ indipendente dalla rappresentazione . 
che si sceglie, poiché tutte le varieté reali ® su cui noi rappresentiamo ‘ 
una stessa forma fondamentale F’ vengono con cid ad essere fra loro 
] 


in corrispondenza algebrica*). Essa equivale evidentemente a dire 
iperalgebrico un ente quando si compone di quegli elementi le cui 
coordinate (complesse) hanno le componenti reali legate da una o pid 
equazioni algebriche date. L’ente iperalgebrico pud essere una varieta 
di punti, rette, ecc., od anche un connesso, una corrispondenza, ecc. 
La denominazione scelta @ motivata da cid che il nuovo concetto 
abbraccia quello consueto di ente algebrico come caso particolare: effetti- 
vamente nelle nostre rappresentazioni l’imagine reale di un ente algebrico 
é evidentemente ancora un ente algebrico (reale)**). 

Le antiprojettivita e gli enti da esse generati e di cui abbiam fatto 





*) Oltre alle rappresentazioni su varieta reali a cui sempre ci riferiamo, 
si posson dunque considerare tutte quelle che se ne traggono mediante trasfor- 
mazioni birazionali reali di quelle varieta: vale a dire tutte le rappresentazioni 
univoche su varieta di elementi reali le cui coordinate dipendano algebricamente 
dalle componenti reali delle coordinate degli elementi complessi aggetivi. 

**) Questo fatto non sembra privo d’importanza, Nelle rappresentazioni 
reali che ordinariamente si considerano per gli enti algebrici non si bada che le 
imagini siano ancora algebriche: cosi ad es® quando una curva algebrica (od un 
algebraische Gebilde qualunque) si rappresenta coi punti reali di una superficie 
di Riemann. Le nostre rappresentazioni danno invece per imagine reale di 
una curva algebrica una superficie reale algebrica (cfr. n, 21); e tutte le superficie 
che si ottengono cosi come imagini di una stessa curva algebrica sono fra loro 
in corrispondenza univoca reale algebrica (laddove le varie superficie Riemanniane 
sono in corrispondenza univoca reale conforme). Che le superficie reali che noi 
otteniamo siano in S, o sulla = di S, non importa: con una projezione si 
porterebbero nello spazio ordinario. Del resto si puo direttamente avere nel 
nostro spazio una superficie reale algebrica imagine di una data curva algebrica: 
per es® assumendo come imagine reale di un punto qualunque di questa curva 
il punto medio fra esso ed il coniugato (cid dopo aver resa imaginaria la curva 
data, affinché la rappresentazione sia univoca). 
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cenno sono enti iperalgebrici. Alcune delle considerazioni relative ad 
essi si possono, come vedremo, estendere a tutti gli enti iperalgebrici. 

Le corrispondenze iperalgebriche — cioé aventi per imagini reali 
delle corrispondenze algebriche — formano un gruppo. Ricordando 
che l’essenza della rappresentazione della forma oggettiva F sulla varieta 


_reale ® (ad es® sulla sfera o varieta 2, ecc.) consiste nel sostituire 


ad F una schiera (di rette, piani, ecc.) di ®, si vede che dentro a 
quel gruppo si pud caratterizzare il gruppo delle corrispondenze alge- 
briche come quello che @ rappresentato su ® da quelle corrispondenze 
algebriche reali che mutano ogni schiera di ® in se stessa (cioe in 
rette, piani, ecc. della stessa schiera).*) Una 2¢ specie particolare di 
corrispondense iperalgebriche ® rappresentata da corrispondenze algebriche 
reali di ® che trasformano gli elementi di ogni schiera in quelli dell’ 
altra: esse si posson riguardare come i prodotti delle corrispondenze 
algebriche e del coniugio. Le antiprojettivita sono appunto di tal 
natura. In generale perd una corrispondenza iperalgebrica ha per 
imagine reale su una ® una corrispondenza che non muta gli elementi 
(rette, piani, ecc.) delle due schiere in elementi della stessa natura. 

Dall’ osservazione gia fatta sulla natura della rappresentazione 
della forma F’ sulla varieté reale ® segue similmente che fra le varieta 
iperalgebriche si posson caratterizzare le varieta algebriche come quelle 
le cui imagini su ® sono costituite dai punti ... reali di una varieta 
composta di elementi (rette, piani, ecc.) di una schiera di ®, ossia 
dalla intersezione di questa varieté con la coniugata dell’ altra schiera. 

Rispetto al gruppo delle corrispondenze iperalgebriche gli enti 
iperalgebrici formano un corpo (che abbraccia nel modo detto quello 
degli enti algebrici). In altri termini, per corrispondenze od operazioni 
iperalgebriche qualunque da enti iperalgebrici si ottengono sempre enti 
iperalgebrici. — La parte reale di un ente algebrico @ un ente iper- 
algebrico (intersezione dell’ ente algebrico con una catena, ecc.). 

Un filo iperalgebrico ha un genere, invariantivo per trasformazioni 
iperalgebriche: il genere delle curve o rigate ecc, algebriche, che ne 
sono imagini. Similmente una tela iperalgebrica ha due generi, in- 
variabili per trasformazioni iperalgebriche, e cioe i due generi delle 
superficie algebriche che la rappresentano, Eec. Accanto a quei 


generi si hanno poi similmente dei moduli, relativi allo stesso gruppo 
di trasformazioni. 





*) S’intende, qui e nel seguito, che la corrispondenza algebrica su 9, 
imagine reale di una corrispondenza (iperalgebrica) di F', non si limiti solo agli 
elementi reali di ®, ma venga estesa, proseguita analiticamente, anche agli 
elementi imaginari. — Cosi pure nelle varietd algebriche reali che su ® rap- 
presentano le varieta iperalgebriche di F' noi considereremo non solo i punti 
reali, ma anche quelli imaginari. 
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19. Altri caratteri, soltanto projettivi, delle varieta iperalgebriche Po 
si hanno considerando le varieta algebriche in cui esse son contenute ine 
e certe corrispondenze algebriche a cui esse danno origine e che posson vai 
servire a generarle. gel 

Se prendiamo in un piano a imaginario di 1* specie un filo, od fol 
una tela, o trivarieta iperalgebrica, abbiamo per definizione che essi tr: 
provengono risp. come intersezione di con le rette reali di una 
rigata algebrica reale (inviluppo piano di rette se il filo @ su una retta gi 
imaginaria di 1* specie), o di un sistema, o complesso reale algebrico he 
di rette. Similmente in generale se in un S, abbiamo una varieta qt 
iperalgebrica V, (vale a dire di dimensione 7, dipendente cioé da r sy 
parametri reali), reso quell’ S, imaginario (ad esempio mediante una ta 
projezione, che si pud intender fatta da un centro reale), la varieta il 
si potra considerare come la traccia sull’ S, delle rette reali di un la 
sistema algebrico reale avente la dimensione complessa r, cioé dipen- v 


dente da r parametri complessi. Ora le tracce sull’ S, di tutte le rette 
complesse di questo sistema formeranno una varieta algebrica avente le 
una certa dimensione complessa k, ossia una M;, la quale perd potra 
anche essere tutto |’ S,. Potra darsi che per un punto di questa 
MM, passi solo una, od almeno un numero finito di rette di quel sistema; 
ed allora sara evidentemente kK =r. Ovvero ogni punto di quella M, 
@ traccia d’infinite rette del sistema (la M;, @ focale pel sistema), ed 
allora k <r; e precisamente sara allora r — k la dimensione complessa 
del cono di rette del sistema uscente da ogni punto della M,. Dunque: 
una varieta iperalgebrica é sempre contenuta in una varieta algebrica 
la cui dimensione complessa non supera la dimensione reale della varieta 
iperalgebrica. Cosi un filo iperalgebrico sta sempre in una curva 
algebrica; una tela iperalgebrica in una superficie algebrica; ecc, — 
Nel seguito con M, intenderemo la minima varieta algebrica conte- 
nente la V,. 

Considerando ancora quel sistema algebrico di rette, e le coppie 
di punti che esso da come tracce sul dato S, e sul suo coniugato, si 
vede poi che: Se si wnisce ad ogni punto di una varieta iperalgebrica 
il punto coniugato, si hanno le coppie reali (cioé composte di due punti 
coniugati) di punti di una varieta algebrica reale di coppie; in altri 
termini 7 punti di una varieta iperalgebrica, insieme coi loro coniugati, 
danno le coppie di punti omologhi e coniugati di una corrispondenza 
algebrica armonica al coniugio (cfr. n.11), cioe tale che i 
coniugati di due punti omologhi sono omologhi nella corrispondenza 
inversa. Diremo che quella corrispondenza algebrica @ congiunta alla 
varieta iperalgebrica: essa lega la varieta algebrica M, entro cui sta 
la V, alla varieta coniugata, facendo corrispondere ad ogni punto 
dell’ una una M,_; sull’ altra (siché gl’ indici della corrispondenza 
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sono finiti se k= r), Il prodotto di essa, corrispondenza algebrica 
armonica al coniugio, pel coniugio sara (n.11) una corrispondenza 
involutoria, iperalgebrica di 2¢ specie (v. n. 18), fra i punti della 
varieta algebrica M;,, la qual corrispondenza avrad la varietd iperal- 
gebrica V, per luogo dei punti uniti (0, come anche diremo, per varietad 
fondamentale). Essa @ la corrispondenza che si ha sulla M;, fra le 
tracce delle rette coniugate del sistema algebrico reale considerato. 

I caratteri della M, e quelli della corrispondenza algebrica con- 
giunta alla V,, 0 della corrispondenza iperalgebrica di 2* specie che 
ha la V, per varieta fondamentale, sono altrettanti nuovi caratteri di 
questa varieta iperalgebrica. In particolare se l’indice di quelle corri- 
spondenze é finito, sicche k —~y, noi lo diremo indice della V,. In 
tal caso conviene poi chiamare grado di questa varieta iperalgebrica 
il prodotto dell’ indice per l’ordine della varieta algebrica M,; mentre 
la locuzione di ordini della V, si pud riservare per gli ordini, con- 
venientemente definiti, di quelle corrispondenze, — Il grado della V,. 
coincidera dunque coll’ ordine della M, quando l’indice é = 1: allora 
la corrispondenza algebrica congiunta fra la M, e la varieta coniugata 
® univoca, e perd l’insieme dei moduli della M, é coniugato di se stesso, 
cioé reale. Segando il sistema di rette reali contenente la V, con un 
iperpiano reale si ha una nuova M, la quale sara reale ed in corri- 
spondenza algebrica univoca con la primitiva, si che la V, d’indice 1 
viene trasformata (algebricamente ed univocamente) nell’ insieme dei 
punti reali della nuova M,, e la corrispondenza iperalgebrica involutoria 
che aveva quella V;, per fondamentale vien trasformata nel coniugio*). 
Si noti inoltre che in questo caso dell’ indice 1 i generi ed i moduli 
della V, (definiti alla fine del n°. prec.) sono gli stessi che quelli 
della M,. che la contiene. — 

Le proprieté che cosi (in questo n°) abbiam lette sulla rappresen- 
tazione dei punti complessi mediante le loro rette reali, sono pure 
rappresentate semplicemente sulle altre varieta reali ® di cui sogliamo 
servirci, La corrispondenza algebrica congiunta ad una varieta iper- 
algebrica si ha allora fra le due schiere di una ® considerandovi come 
omologhi due elementi che passino per uno stesso punto della varieta 


*) Il sig. Klein nell’ opuscolo Ueber Riemann’s Theorie der algebraischen 
‘unctionen und ihrer Integrale (Leipzig 1882), e specialmente nei §§ 20 e 21, con- 
sidera su una superficie di Riemann le due specie di rappresentazioni conformi, 
cioé quelle che conservano e quelle che cambiano il segno degli angoli: come 
quelle di 1* specie corrispondono alle trasformazioni algebriche del corrispondente 
ente algebrico, cosi quelle di 2* specie equivalgono alle corrispondenze iperal- 
gebriche. E la proposizione, che il K}ein dimostra con semplici considerazioni 
funzionali, che se una superficie di Riemann é@ simmetrica (ciod ammette una 
trasformazione univoca involutoria di 2* specie) l’ente algebrico corrispondente si 
pud rendere reale, equivale al caso di r = 1 nel teorema sopra esposto. 
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algebrica reale che sulla ® rappresenta quella iperalgebrica della forma 
oggettiva; e la corrispondenza iperalgebrica involutoria si ha entro 
Yuna schiera fra gli elementi che vanno a due punti coniugati di 
quella varieta algebrica reale. Ecc. . 


Si avverta infine che quasi tutte le considerazioni che finora abbiam 
fatto intorno agli enti iperalgebrici, cioe aventi per imagini reali enti 
algebrici, si potrebbero svolgere in modo pienamente analogo per 
classi pid vaste di enti, ad es® per gli enti, iperanalitici, le cui imagini 
reali sono enti analitici, cioe definiti da funzioni analitiche (nel senso 
di Weierstrass): non vi sarebbe in generale da far altro appunto 
che mutare le parole «algebrico» ed «iperalgebrico» in «analitico» ed 
«iperanalitico». , 


20. Applichiamo ai primi casi, cioé ai fili (monovarieta), alle 
tele (bivarieta), ecc. le definizioni e le proposizioni generali sulle 
varieta iperalgebriche finora esposte. Cid giovera anche a chiarir 
meglio le idee in proposito. 

Per un filo chiamiamo indifferentemente grado od ordine il pro- 
dotto del suo indice per l’ordine della curva in cui esso giace. — 
Allora un filo rettilineo d’ordine m avra pure » per indice. Esso sara 
rappresentato risp. sulla sferao sul piano 6 o sulla congruenza lineare 
mediante una corrispondenza (, ») fra le due schiere di generatrici, 
o fra i due fasci C, C’ di rette, o fra le punteggiate s, s’: ossia da 
una curva reale d’ordine 2m della sfera, o del piano — con C, C’ per 
punti m-pli in questo secondo caso —*), o da una rigata reale di 
grado 2m della congruenza lineare. 

Un filo piano d’ordine » e indice a @ rappresentato nello spazio 
rigato reale da una rigata algebrica reale di grado 2m generata dalla 


curva d’ordine ™ che contiene il filo, in corrispondenza algebrica («, «) 
a 


con la coniugata. Sulla varieta = il filo stesso @ rappresentato da 
una curva reale, che @ incontrata dalle varieta cubiche di ciascuna 


schiera in ” punti (distribuiti ad «@ ad @ su * piani di 2), e perd é 
Wordine 2%. E su S, ha per imagine una curva reale che sara pure 


in generale d’ ordine 2%**), avra le rette r, r’ per m-secanti, e sara 
projettata da ciascuna di queste in modo che ogni piano projettante 


*) La curva piana pud abbassarsi d’ordine (purché sia sempre incontrata 
in m punti mobili dalle rette passanti per C o C’): cid accadr&a quando il filo 
rettilineo contenga il punto — all’ infinito — corrispondente alla retta CO’ di «. 

**) Ma se il filo incontra la retta all’ infinito del piano 2, si abbasserd 
Yordine di quest’ imagine. 
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projetti in pari tempo @ punti della curva — cioe mediante un cono 
d’ordine *. 

Analogamente pei fili dello spazio ordinario, ecc. 

Da queste e dalle precedenti proposizioni si traggono in particolare 
i seguenti risultati. — Un filo di 1° ordine sta sempre su una retta e 
non @ altro che una catena semplice rettilinea. — Un filo di 2° ordine 
o @ rettilineo (ed @ rappresentato sul piano 6 da una quartica bicirco- 
lare, ecc., sicché in generale sara di genere 1); oppure sta su una 
conica e vi costituisce una catena semplice conica, cioe il luogo dei 
punti uniti di un’ antinvoluzione fra i punti della conica. — Un filo 
di 3° ordine o @ rettilineo, o sta su una cubica (di modulo od in- 
variante assoluto reale). Se questa cubica é razionale (piana o sghemba), 
il filo @ ancora il luogo dei punti uniti di un’ antinvoluzione, cioe fra 
i punti della cubica. Se il filo cubico é ellittico, oppure se razionale 
® dotato di punto doppio, esso sar& piano, ed avra per imagine in S, 
una C® ellittica, oppure dotata di punto doppio; e poiché una tal 
curva sta, come subito si vede, in oo? M,? reali che si tagliano in 
essa e nelle sue trisecanti r, r’, cosi il filo cubico sara allora l’inter- 
sezione di una rete d’iperconiche (cfr. n. 16). Invece un filo cubico 


razionale piano privo di punto doppio sta solo in un fascio d’iper- 
coniche. (cfr. Saggio n. 58). 


21. Una tela iperalgebrica ha per caratteri l’ordine della super- 
ficie algebrica che la contiene, e l’indice e gli altri caratteri (ordini) 
della corrispondenza algebrica congiunta. Se ci limitiamo per brevitaé 
alle tele piane, ci rimangono in esse due caratteri essenziali da con- 
siderare: Vindice o grado a, e Vordine v, cioe l'indice a e Jordine 
v della corrispondenza algebrica congiunta fra a et x’ (intendendo per 
ordine della corrispondenza il numero delle coppie di punti omologhi 
costituite da punti di due rette date di x et x’).*) — Le rette con- 
giungenti i punti omologhi dei due piani formano nell’ ordinario spazio 
rigato un sistema algebrico reale di rette, che, come subito si vede, 
ha in generale su x e x’ due inviluppi di rette di classe v + « (con 
la retta az’ per v-pla), ed & esso stesso di classe v e d’ ordine 
v + 2a**): le sue rette reali saranno le imagini dei punti della tela. — 
In S, la tela medesima @ rappresentata da una superficie che deter- 


*) Si noti che questi due numeri non possono prendersi completamente ad 
arbitrio, Cosi l'indice « della corrispondenza algebrica non pud superare il 
quadrato »? dell’ ordine (cioé il numero delle intersezioni delle curve che su 2’ 
Corrispondono a due rette di =). 

**) Se l'indice «= 1, la corrispondenza fra 2 e 2’ & Cremoniana, e si ha 
una congruenza Cremoniana secondo la denominazione introdotta dal sig. Hirst. 
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mina fra le due reti di piani (projettanti) r, 7’ una corrispondenza 
d’indice a e dordine v; donde si trae, applicando il principio di 
corrispondenza ad una sezione piana, che la superficie @ d’ordine 
v-+ 2a. Essa ha le rette r, r’ per a-ple ed @ segata inoltre in « 
punti mobili da ogni piano per r od r’, ed in v rette appoggiate ad 
r, r’ dallo spazio I di queste. — Infine su 2 limagine della tela é 
una superficie che viene incontrata da ogni piano di 2 in @ punti e 
da ogni quadrica in v punti: donde si trae che é d’ordine 2v-+2a.*) — 

Tutto cid va alquanto modificato, od almeno interpretato con- 
venientemente, nel caso che la tela si riduca all’ insieme dei punti 
(complessi) di una curva piana algebrica d’ordine m. Allora non si 
ha pid una corrispondenza ordinaria fra 2 e 2’, o fra le due schiere 
di piani di S,o di X. L’imagine reale della curva é allora in generale: 
il sistema reale di rette (m?, m?) che ha quella curva e la sua con- 
iugata per linee focali; una superficie reale d’ordine m? in S,, inter- 
sezione di due coni coniugati M,™ aventi per assi r, r’ ed uno dei 
quali @ projettivo alla data curva; una superficie reale d’ordine 2m? 
su 2, intersezione di due varieta composte risp. di piani delle due 
schiere.**) Si conservano dunque in generale i risultati precedenti, 
purché per Vordine v della tela si ponga il quadrato m? dell’ ordine 
della curva, e si annulli l’indice «, — 

Una tela piana di 1° ordine v = 1, la quale non sia una retta, 
ha per corrispondenza algebrica congiunta una collineazione. Essa ha 
Yindice @ = 1 ed @ l’insieme dei punti uniti di un’ antinvoluzione 
piana: cioé una catena piana. Effettivamente la sua imagine in S, 
risulta una superficie d’ordine v + 2a@—3 contenente r, r’, e quindi 
(non giacendo nello spazio J di r, r’) una rigata cubica normale avente 
queste rette per generatrici (cfr. n. 13); ecc. — Una tela piana di 2° 
ordine e d’indice 1 ha per congiunta un’ ordinaria corrispondenza 
univoca quadratica fra a e a’. Essa @ rappresentata in S, da una 
superficie del 4° ordine passante per 7, r’ e segante inoltre lo spazio I 
secondo due rette appoggiate a quelle: questa superficie sara percid 
incontrata da ogni S, secondo una quartica di 1* specie, e per due di 
queste ed un punto della superficie esterno ad esse si potra far passare 
un sistema di M,* di dimensione complessa (almeno) 14—4— 2-4—1—1, 
sicché la superficie sara la base di un fascio di M,? per r, r’. Dunque 
(come anche altrimenti si poteva vedere) la tela piana d’ indice 1 e 

*) Gli ordini » ++ 2a@ e 2v-+ 2a delle superficie imagini in S, e su 2 sono 
pure caratteci che pud esser opportuno di considerare in modo speciale nel classi- 
ficare le tele piane iperalgebriche. 

**) Cfr le osservazioni fatte in nota a pag. 438 su queste superficie algebriche 
reali con cui rappresentiamo i punti complessi di una curva algebrica, od in 
generale gli elementi di un ente algebrico. 
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di 2° ordine non @ altro che l’intersezione Q di un fascio d’iper- 
coniche (cfr. n. 16). — Eee. ecc. — 


In certi casi una tela piana pud presentarsi come definita da una 
equazione algebrica 


(1) f(x, %) =0 


di grado w nelle coordinate « di punti del piano e di grado mu, nelle 
coniugate z. Cid significa che la si considera come luogo dei punti 
uniti di un connesso iperalgebrico di 2° specie non involutorio (cfr. 
n. 19 e 22) f(z, ¥) = 0. Indicando con f la funzione coniugata di f 
(cio avente i coefficienti coniugati), l’equazione (1) trae con se: 


(2) f (%, z) = 0. 

La tela piana avra una corrispondenza algebrica congiunta che si pud 
intender definita (come coincidenza) dalle due equazioni (connessi alge- 
brici fra x e x’) 


f(a,y)=0, Fly, x) =0. 


Ne segue subito che per questa corrispondenza algebrica, e quindi 
anche per la tela piana rappresentata dalla (1) l’indice é wu, e l’ordine 
v? + w,?. Quindi, ad esempio, la superficie imagine di questa tela 
in S, sara d’ordine (w+ u,)?, e precisamente Il'intersezione di due 
Mf generate da quei due connessi algebrici (considerati fra le reti 
r,r’); ece. — Cosi per # =u, — 1: un’ antireciprocita piana ha per 
luogo di punti uniti la base Q di un fascio d’iperconiche; ece. 


22. Consideriamo un filo iperalgebrico sulla retta, una trivarieta 
iperalgebrica nel piano ed in generale una varieté iperalgebrica di 
dimensione 2%-—1 in S,. La corrispondenza algebrica congiunta 
sara un connesso f(x,y) == 0 ‘avente i due ordini uguali fra loro 
(lordine della varieta iperalgebrica); e l’essere questo connesso armonico 
al coniugio (n. 19) significa, come tosto si vede, che si pud render la 
f tale che per ogni termine Cx,“...y,... essa contenga anche il 
termine Ca,*...y,%.... Ponendo poi per y il coniugato di 2, si 
ha che |’equazione 

{(“%, Z)=90 


rappresenta un filo iperalgebrico rettilineo, od una trivarieta iperal- 
gebrica nel piano, ecc., solo quando per ogni suo termine essa con- 
tenga anche il coniugato (od almeno a cid si possa ridurre); nel qual 
caso, essendo coniugata di se stessa, diremo reale l’equazione, o la 
Mathematische Annalen. XL. 29 
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forma f(x, z).*) La stessa cosa si scorge partendo da un’ equazione 
algebrica reale fra le componenti reali delle coordinate 2, di un punto: 
esprimendo queste componenti mediante le 2, e le coniugate Z, si pud 
ridurre l’equazione alla forma che abbiam detta. — 

Servendosi dei connessi algebrici congiunti rispettivamente a quelle 
varieta iperalgebriche si ottengono subito le rappresentazioni reali di 
queste. Cid s’@ gid fatto nel 1° caso, quello dei fili rettilinei (n. 20), 
Accenniamo ancora al caso successivo, cioé quello delle trivarieta piane 
(donde il lettore passerd subito al caso generaie). 

Se le due forme doppie tra cui é dato un connesso ternario sono 
ad es le due schiere di piani della varieta 2 di S, e questo connesso 
@ dello stesso ordine v rispetto ad ambe le forme, cioe dato dalla 
equazione f(x, y) = 0 di grado v nelle x e di grado v nelle y; appli- 
cando le formole (0.5) Xim = Ym si pud, ed anzi in pid modi se 
vy > 1, ridurre quell’ equazione ad un’ equazione fra le X;, e del 
grado v, Dunque il connesso é rappresentato su 2 dall’ intersezione 
completa con una M,”: intersezione che sara d’ordine 6v, cio® una 
M,*”. E quella M,” si potra assumere reale se quel connesso é armo- 
nico al coniugio, ed allora la M,°” intersezione sua e di 2 sara l’imagine 
reale della trivarieta iperalgebrica dordine v di x.**) — In S, invece 


*) Propriamente pud accadere che una tal equazione non sia soddisfatta da 
alcun punto complesso, o che si verifichi solo per una variet& a dimensione 
minore di quanto sopra é detto, Cid accade ad es® per l’equazione 2a,x,%,=0 
(equazione canonica di un’ iperquadrica) quando i coefficienti che non s’annullano 
son tutti dello stesso segno. — Ma questa cosa sari illuminata in seguito con 
Vintroduzione dei punti bicomplessi, 

**) In generale se le coppie di punti «, y di due S, si rappresentano (n. 7) 
coi singoli punti X della varieta M,, di Sy, ove N= n(n-+- 2), definita da 
(1) Xin = Yon? 
varieta a cui @ collegata (cfr. n. 5 e la Nota di Palermo ivi citata) quella M,, 
@iperpiani (rappresentante le coppie di S,_, di quei due S,) 


(1’) Sim = €:%ms 
un connesso 
(2) f(@,y)=0 


fra quei due S,, il quale abbia entrambi gli ordini uguali a v, sara rappresentato 
sulla M,,, da una M,,_,, che si pud riguardare come l'intersezione completa di 
quella varieté con una varieti M}_, d’ordine » di Sy 


(3) f(X) = 0. 
Anzi: se » > 1, valendosi delle relazioni quadratiche 
(4) Xim Xy my’ hae Xm’ Xi m =0, 


che valgono in forza delle (1), cioe rappresentano altrettante varieta Mi, passanti 
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il connesso fra le due reti r,r’ genera una M,*” (projezione di quella 
M,°”) incontrata da ogni piano di ciascuna rete in una curva mobile 


per la M,,, si pud modificare in infiniti modi la (3); aggiungendole ciod le (4) 
moltiplicate per forme arbitrarie di grado » — 2. Orbene da una semplice enume- 
razione delle costanti del problema (le quali vengono assoggettate ad altrettante 
equazioni lineari) appare — e non sembra difficile completarla con qualche op- 


portuna considerazione 0 con un calcolo effettivo — che fra le Mj, che cosi si 

posson condurre per quella M,,,_, ve w’é sempre una ben determinata alla quale 

@ apolare la Mg, swddetta — ossia una tale che le polari quadratiche rispetto 

ad essa sono apolari, e cioe armonicamente circoscritte, alle varieta quadratiche 

analoghe alle (4) 

(4) Eim=t m ~ =im' =m = 9 

entro cui la Mg, (1') & contenuta, — vale a dire tale che sian soddisfatte identi- 

camente le relazioni 

®) a = Ne 
OX, m OX my OX, yy OXy m 





0. 


(Nel caso che m= 1, cioé che la M,,, sia una quadrica ordinaria, la dimostrazione 
si completa facilmente; e si ritrova una proposizione che il sig. Study a pag. 177 
dei Siichs, Berichte 1890 ottiene come caso particolare di un suo teorema di 
apolarit’ relativo a forme quadratiche qualunque). Questa varieti, o forma, f, 
che possiam chiamare normale (come fa Clebsch in un caso analogo, sebbene 
diverso dall’ attuale), & importante specialmente per la polaritad rispetto al 
connesso. Sostituendo nella forma normale f(X) le (1) e polarizzando colle 
Xin = %; Y,, im forza delle (5) si trova subito 


pee sie Je > 2 , 
” 0%, OYm Saclaaelall OXim Xm: 
Il 1° membro di quest’ identit’, posto = 0, da la polarita rispetto al connesso; 


e il 2° membro mostra che essa si riduce alla polarita ordinaria rispetio alla 
varieta normale f(X) = 0. 


Segue che la polarita (iperalgebrica), che noi possiamo costruire in base ad 
una varieta iperalgebrica dordine v data da un’ equasione reale 
f(@, Z) =0 
(una V},_, di S,), polarité che deriverebbe dalla considerazione della varieta 
iperalgebrica d’ordine » — 1 


0? am 
Fe,08. @, on x, x, =0 
come 1* polare di x’, si pud riguardare come equivalente alla polarita che in Sy 
é definita da wna My_, (normale). 

{Il sig. Study, rispondendo ad una mia domanda in proposito, mi comunicd 
gentilmente che le proposizioni accennate su l’apolarita della Mg, e le My_, 
normali ecc,, come pure varie altre analoghe a quelle e gid note, rientrano 
tutte in teoremi molto pid generali di apolarita in cui, in luogo ad esempio 

29* 








448 C. Srere. 


’ 


d’ordine v, ed avente r, r’ per rette v-ple. — Infine nello -spazio 
rigato reale la trivarieta piana dai come imagine un complesso reale 
di rette di grado 2y con le rette dei due piani x, x’ per v-ple. — 

Segando una trivarieta piana iperalgebrica con una retta, una 
pentavarieté spaziale iperalgebrica con una retta o con un piano, ecc., 
si ha risp. un filo rettilineo od una trivarieta piana, ecc., dello stesso 
ordine. Cid & evidente si per via analitica che mediante le rappresen- 
tazioni reali; ma esige restrizioni come quelle contenute nella pen- 
ultima nota. 


Introduzione di punti bicomplessi. 


23. Le definizioni che abbiam date degli ordini e degl’ indici 
delle variet&é iperalgebriche erano indirette, ricorrevano cioé alle cor- 
rispondenze algebriche congiunte delle varieta, oppure alle rappresen- 
tazioni reali di queste. Se si vogliono delle definizioni dirette, che 
cioé ricorrano soltanto alle varieta come luoghi di punti (inviluppi di 
rette, ecc.), si @ condotti a riportare su queste le definizioni degli 
ordini ecc. delle variet&é reali imagini: ma allora si presentano delle 
difficoltaé inerenti alla limitazione degli elementi rappresentativi, cio 
di esser reali. Cosi per una tela piana d’ordine v e d’indice x l’imagine 
in S, (cfr. n 21) @ una superficie d’ordine v + 2« con 7, r’ per rette 
a-ple, e quindi incontrata da ogni piano reale appoggiato ad 7, r’ in 
v punti fuori di queste rette; sicché si avrebbe che la retta di x che 
ha quel piano reale per imagine taglia la tela in vy punti: cioé l’ordine 
di una tela piana sarebbe definibile direttamente come il numero dei 
punti d’incontro con una retta qualunque del suo piano. Ma un osta- 
colo a cid si ha nel fatto che quei » punti di S, possono, tutti od in 
parte, essere imaginari, e quindi non rappresentare pid punti complessi 
di z: sicché l’enunciato precedente non sarebbe esatio; si avrebbe solo 
che una retta qualunque sega in generale la tela d’ordine v al pit in 
vy punti (od altrimenti in un numero che ne @ inferiore per un 
numero pari). 

Inconvenienti simili si avrebbero evidentemente pid in generale, 
se si volesse parlare dell’ intersezione di due o pid varieté iperalgebriche 
qualunque: le varieté reali che le rappresentano possono ad esempio 
segarsi secondo varieta prive di punti reali, od in un numero finito 
di punti non tutti reali, ecc. ecc.: donde una serie di distinzioni di 


della varieta rappresentante le coppie di punti di due S,, compare la varieta 


rappresentante i gruppi di punti, rette, ecc. (ogni elemento contato un dato 
numero di volte) presi risp. in dati spazi qualunque. — Auguro che il sig. Study 
publichi presto questi suoi teoremi. — 

Giugno 1892.) 
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casi, enunciati complicati e poco precisi, disuguaglianze anzi che 
uguaglianze, ecc. — E di tal natura sono appunto alcune distinzioni 
di casi che gia abbiamo incontrate, ad es® a proposito delle antin- 
voluzioni ed antipolarita — le quali possono avere catene, iperconiche, 
iperquadriche, ecc. di punti uniti, od anche non averne affato; delle 
intersezioni di catene, iperconiche, iperquadriche, ecc.; dei fasci d’iper- 
coniche — che possono contenere una sola, ovvero tre iperconiche 
degeneri; ecc. ecc. 

Tutto cid’ @ del resto l’analogo di quanto accade quando nello 
studio di varieta algebriche reali si voglion considerare in queste solo 
gli elementi reali. Ed appunto da questa restrizione trae origine: 
restrizione che qui, come gia accennammo, ha luogo per le varieta 
reali rappresentanti le nostre iperalgebriche; in quanto che in quelle 
son solo i punti reali che si devon considerare, perché solo essi sono 
imagini dei punti della forma oggettiva. 

Ma questi inconvenienti si posson togliere, quelle distinzioni di 
casi si posson far cadere, seguendo quel principio dell’ ampliamento 
delle nozioni, a cui la Matematica deve tanti progressi, e che in par- 
ticolare per la geometria delle varieta algebriche aveva portato dai 
punti reali ai punti complessi. Ora si presenta opportuna un’ ulteriore 
estensione. Non sono pit sufficienti i punti complessi. Conviene 
introdurre dei punti bicomplessi, cioé degli enti che abbiano per imagini 
i punti complessi delle forme rappresentative; ed attribuire questi punti 
bicomplessi a date linee, superficie, fili, tele, ecc. quando i punti 
complessi che ne sono imagini stanno sulle varieté reali con cui quelle 
son rappreseniate. Con cid spariranno tutti gl’ inconvenienti accennati. 


24. Quanto a definire questi punti bicomplessi direttamente, cioé 
senza ricorrere alla rappresentazione, sara cosa facile: bastera cioé 
prendere una qualunque delle note definizioni geometriche reali dei 
punti complessi dello spazio rappresentativo, ad esempio la definizione 
di Staudt mediante un’ involuzione reale ellittica con un verso della 
forma, e riportarla alla forma oggettiva. 

Per cid osserviamo anzitutto che wn punto bicomplesso P sta sempre 
in una retta complessa determinata; poich® ad es® in S, pel punto 
imaginario P, rappresentante di P (e pel coniugato Q,) passa un piano 
reale determinato 6 incidente ad 1, r’. 

Cid posto possiamo per brevita limitarci a considerare la rappresen- 
tazione reale di quella retta complessa che contiene P sul piano 6 o 
sulla sfera. I cerchi reali (di 6 o della sfera) che passano pel rap- 
presentante P, di P (e quindi anche per Q,) sono le imagini di un 
fascio di catene semplici di punti della retta oggettiva, ed il punto 
bicomplesso: P va considerato come uno dei 2 punti comuni a tutte 
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queste catene: l’altro sara quel punto bicomplesso @ che ha per ima- 
gine il coniugato Q, di P,, e che diremo punto bicomplesso gemello 
di P (sicché proprieta caratteristica di un punto complesso fra i punti 
bicomplessi sara quella di coincidere col suo gemello). Possiamo dun- 
que considerare come definizione geometrica diretta del punto bicom- 
plesso P, o meglio della coppia di punti bicomplessi gemelli PQ, sulla 
retta complessa che li contiene, due catene rettilinee prive di punti 
complessi d’intersezione, ovvero il fascio di catene determinato da 
quelle due; si potra poi dire per definizione ulteriore che quella coppia 
di punti bicomplessi @ l’intersezione di queste catene. Si pud anche 
assumere in uno qualunque dei cerchi reali suddetti l’involuzione reale 
ellittica avente P, e Q, per punti doppi; e quindi sulla retta oggettiva 
una catena rettilinea (del detto fascio) e sw essa un’ involuzione ordi- 
naria che non abbia punti doppi complessi (sulla catena): quest’ in- 
voluzione sulla catena si dira «coppia di punti bicomplessi gemelli», 
od anche si dira che l’involuzione ha questa coppia di punti doppi*). 
Volendo poi separare i due punti gemelli non ci sara che da aggiungere 
in questa definizione all’ involuzione sulla catena un verso di questa: 
a seconda che si sceglie l’un verso o altro si avra l’uno o laltro 
punto, **) 


25. Questi nuovi elementi, i punti bicomplessi, si possono aggiungere 
opportunemente, come abbiam detto, ai punti complessi di qualunque 
varieta iperalgebrica. Ad esempio mediante quest’ aggiunzione si posson 
subito enunciare (traendole dalle rappresentazioni viste di queste varieta) 
le proposizioni seguenti. 

Lordine di un filo iperalgebrico é la meta del numero dei punti 
d’incontro del filo con un’ iperquadrica qualunque del suo spazio, ed 
in particolare se il filo @ rettilineo, oppure piano, con una catena 
semplice della retta, ovvero con un’ iperconica del piano. 





*) Un’ involuzione della retta @ rappresentata sulla sfera da un’ involuzione 
assiale avente per direttrici due rette polari fra loro rispetto alla sfera: vi sono 
quindi due fasci mutuamente ortogonali di cerchi uniti per quell’ involuzione; 
ed in conseguenza sulla retta (cfr. Staudt, Beitrdge n, 242) due fasci di catene 
unite per l'involuzione: l’uno ha per punti base i due punti doppi complessi 
dell’ involuzione; l’altro comprende due catene nulle ridotte risp. a questi due 
punti ed ha poi per punti base i due punti doppi bicomplessi dell’ involuzione. 

**) Nella geometria projettiva reale, ciod avente per gruppo fondamentale 
quello delle projettivita reali, ha luogo (é invariante) il concetto di punti com- 
plessi coniugati. Nella geometria projettiva complessa questo concetto si perde 
(non @ pit invariantivo): il coniugio equivale ad un’ antinvoluzione qualunque 
(avente una catena fondamentale); ma si conserva in essa (come invariante) la 
nozione di punti bicomplessi gemelli (la quale a sua volta svanirebbe poi nel 
passaggio alla geometria projettiva bicomplessa, che pit oltre accenneremo). 
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L’ordine di una tela piana é il numero dei suoi punti d’incontro 
con una retta. 

L'ordine di una trivarieta piana, o di una pentavarieta spaziale, 
ecc. € la meta del numero dei punti d’incontro con una catena rettilinea 
qualunque. — Ecc. — 


Naturalmente nei gruppi di punti d’incontro che qui son nominati 
i punti bicomplessi compajono sempre a coppie di punti bicomplessi 
gemelli. — Lo stesso vale per le proposizioni pid generali che ora 
accenneremo, e che ancora scaturiscono subito dalle rappresentazioni 
reali, relative alle intersezioni di varieté iperalgebriche qualunque di 
una retta o di un piano. 

Due curve reali di ordini 2v, 2v’ della sfera si tagliano in 2yv’ 
punti: ne segue che due fili di ordini v,v’ di una retta si tagliano 
in 2vv" punti. 

Sulla varieta 2 di S, le imagini di trivarieta d’ordine v, v,,... 
di x sono le intersezioni con delle M, Wordine v,v,,.... Ne segue: 
Quattro trivarieta (di x) di ordini v, v,, v,, v3 si tagliano in generale 
in Gyv,v,v, punti. — Tre trivarieta di ordini v, v,, v, sincontrano 
in un filo d’ordine 3vv,v,. — Due trivarield di ordini v, v, s’incon- 
trano secondo una tela dordine 2vv, e d’indice vv,.— Una trivarieta 
d'ordine v ed un filo d’ordine v, si tagliano in 2vv, punti. — Una 
tela d’ordine v e d’indice « [essendo rappresentata su 2 da una super- 
ficie d’ordine 2(v-+ «@)] wien segata da wna trivarieta d’ordine v, 
secondo un filo d’ordine v,(v + «).*) — Quindi (combinando le ultime 
due proposizioni) wna tela d’ordine v e d’indice a e due trivarieta di 
ordini v,, v, si tagliano in 2v,v,(v + @) punti. — Ece. ece. — 

Per queste proposizioni si pud anche ricorrere (e in fondo non vi 
® differenza sostanziale) alle corrispondenze algebriche congiunte delle 
varieta iperalgebriche: si tratta allora delle (intersezioni, ossia) coppie 
comuni a due o pid corrispondenze algebriche. Per far un esempio, 
possiamo risolvere in tal modo la questione dei punti comuni a due 
tele iperalgebriche di ordini v, v, e d’indici @, a, di uno stesso piano. 
Cid equivarra a cercare le coppie di punti che son comuni alle due 
corrispondenze algebriche congiunte fra a e x’, corrispondenze risp. 
dordini vy e v, e d'indici « e a,; cioe i punti uniti di una corrispondenza 
(prodotto di una di quelle per J’inversa dell’ altra) d'indice aa, e 
dordine vv, fra i punti di x. Il numero di questi punti uniti @ dato 
in generale, per una nota formola, dalla somma vv, -+ 2aa, Dun- 
que: due tele di ordini v,v, e d’indici a, a, di un piano si tagliano 





*) In particolare una trivarieti d’ordine w sega una curva algebrica 
dordine m secondo un filo d’ordine wm*. 
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in generale in vv, + 2aa, punti*). — Cosi, posto v, =a, =—1 si 
ha che una tela piana dordine v e d’indice a é segata da wna catena 
piana in v + 2a punti. 

Quel teorema generale, supponendovi che una od ambe le tele 
sian date come intersezioni di trivarieta, ci ricondurrebbe a propo- 
sizioni precedenti. Supponendovi invece che |’una delle tele od entrambe 
siano curve ; abbiamo: 

Una tela d’ordine v ed una curva d’ordine m di uno stesso piano 
si tagliano in ym? punti. — Due curve algebriche di ordini m, m, di 
un piano hanno comuni m?m,? punti bicomplessi (di cui, com’ @ noto, 
solo mm, sono complessi). In particolare una curva piana d’ordine m 
é incontrata da una retta in m? punti bicomplessi (fra cui m soli 
complessi), **) . 


26. Una generalizzazione che naturalmente é suggerita dall’ intro- 
duzione dei punti bicomplessi consiste nel considerare nella forma 
oggettiva F’ non pid solo le precedenti varieta e corrispondenze com- 
plesse, le cui imagini sulle ® sono reali, ma delle varieta e corrispondenze 
bicomplesse (in particolare iperalgebriche), che si rispecchiano nelle 
varieté e corrispondenze complesse (in particolare algebriche) delle >. — 
Cosi le ordinarie trasformazioni projettive (complesse), le quali mutano 
gli elementi complessi in elementi complessi, sono cosi particolari di pro- 
jettivita bicomplesse, le quali mutano in generale gli elementi complessi 
in bicomplessi, e costituiscono il gruppo fondamentale per una geo- 
metria projettiva bicomplessa, nella quale |’ ordinaria geometria pro- 
jettiva complessa rientra se si fissa la varieta costituita da tutti i punti 
complessi: come nella geometria projettiva complessa rientra la geo- 
metria projettiva reale se vi si fissa la varietaé dei punti reali. Mentre 
le projettivita complesse di F' determinano nelle due schiere di una ® 
delle projettivita coniugate, le projettivita bicomplesse corrispondono a 
trasformazioni della © determinate da due projettivita arbitrarie indi- 
pendenti delle due schiere. 

Introducendo le varieta iperalgebriche bicomplesse occorrono alcune 
modificazioni (generalizzazioni) ai caratteri: ordini, indici, ecc., che 
abbiam definiti per le varieta complesse. Cosi ogni curva algebrica 
della sfera reale che incontri le due schiere di generatrici risp. in 
v, v’ punti, quand’ anche questi due numeri sian diversi e quindi la 
curva (d’ ordine v + »’) sia imaginaria, sara sempre imagine di un filo 


*) In particolare, basandoci su un’ osservazione fatta alla fine del n. 21 abbiamo 
che due tele rappresentate dalle equazioni f(#, Z)=0 di gradi 1, 4,, e p(#,Z)=0 
di gradi mw, uw, si tagliano generalmente in un numero di punti espresso da 
(A? + Ag*) (uP + wy?) + 200, wy 

**) Cfr. n. 27. 
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rettilineo bicomplesso, pel quale v, »’ danno due caratteri (che nel 
caso del filo complesso coincidevano nell’ unico ordine del filo). Simil- 
mente una varieté iperalgebrica bicomplessa qualunque avra per corri- 
spondenza algebrica congiunta una corrispondenza algebrica qualunque 
(cioe non pit necessariamente armonica al coniugio; cfr. n. 19), e perd 
avra, come questa corrispondenza, due indici distinti a, a’; ecc. ecc. 
Quindi anche i teoremi del n. prec. sulle intersezioni delle varieta 
iperalgebriche dovrebbero essere opportunemente modificati (estesi). — 
Quanto alle varieta bicomplesse algebriche, sarebbero da definirsi come 
tali quelle che hanno per imagine su una ® ! intersezione di due 
varietaé algebriche (complesse) qualunque delle due schiere; e analoga- 
mente per le corrispondenze bicomplesse algebriche (cfr. n. 18). — 

Noi perd non staremo ora a considerare in generale tali varieta 
bicomplesse: ma solo accenniamo ad una serie particolare di esse, la 
pid semplice ed importante. Sulla retta abbiamo cioé due schiere 
infinite di fili, che diremo protofili, corrispondenti alle due schiere de 
generatrici delle sfera, o di rette per C, C’ nel piano c, ecc. Sul 
piano a abbiamo due schiere di tele, prototele, che corrispondono alle 
due schiere di piani di 2, o di S,, ecc. Nello spazio S, (S,) avremmo 
similmente due schiere di protovarieta a 3 dimensioni (n dimensioni) 
corrispondenti alle due schiere di una ® rappresentativa. Per ogni 
punto della retta, o del piano,..., passa un sol protofilo, od una 
sola prototela,..., di ogni schiera; due protofili di una retta, o due 
prototele di un piano, ..., quando siano di schiere diverse si segano in 
un punto. Le due schiere son sempre gemelle |’ una all’ altra (come 
le schiere imagini son coniugate); ogni protofilo della retta, o prototela 
del piano,..., contiene un sol punto complesso, quello d’ incontro 
colla protovarieta gemella: gli altri suoi punti son bicomplessi. La 
geometria dei punti bicomplessi di una prototela,..., o protovarieta 
a» dimensioni, @ simile — come appare dalla rappresentazione — a 
quella dei punti complessi di un piano, ..., 0 spazio ad ” dimensioni, 
complessi: le rette di questi hanno per analoghi dei protofili*) in 
quelle, ecc. — Per trasformazioni collineari (complesse o bicomplesse) 
della retta, o del piano,..., ogni schiera di protofili, o di prototele,..., 
si muta in se stessa; mentre per anticollineazioni le due schiere si 
scambiano fra loro. 

Dalla rappresentazione si trae subito un altro fatto relativo alle 
due schiere di protofili, o prototele,..., 0 protovarieté ad » dimen- 
sioni, il quale semplifica la geometria dei punti bicomplessi, Essa 





*) Qui estendiamo la nozione di protofili: ne introduciamo cioé di quelli che 
non stanno su alcuna retta complessa e che quindi non contengono alcun punto 
complesso. 
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mostra cioe che ognuna di quelle schiere si pud rappresentare come 
una forma fondamentale complessa semplice, o doppia, ..., o di specie 
m, sicché gli elementi complessi di questa corrispondono agli elementi 
(protovarieta) di quella schiera. Ora, potendosi ogni punto bicomplesso 
della retta, o del piano,..., o dell’ S, determinare come |’ intersezione 
di due qualunque protofili, o prototele,..., o protovarieta (gemelle 
nel caso particolare che i] punto sia complesso) delle due schiere; e 
d’ altra parte ricordando un’ osservazione precedente di questo stesso 
n° sull’ effetto che una projettivita bicomplessa (o complessa) di una 
forma oggettiva F’ ha sulle due schiere di una ® imagine; segue che: 
Lo studio det punti bicomplessi di una forma fondamentale F, retta, 
piano,..., od S,, equivale a quello delle coppie di nunti complessi 
di due forme fondamentali complesse della stessa specie f, f’, cioé di due 
vette, piani, ..., od S, indipendenti (imagini delle due schiere di 
protovarieta della forma F’)*): la geometria projettiva bicomplessa 
(v. sopra) di F corrisponde alla geometria delle trasformazioni projettive 
complesse indipendenti di f ed f° (mentre la geometria projettiva com- 
plessa di F si avrebbe fissando una certa corrispondenza antiprojettiva 
tra f ed f’: quella che equivale alla corrispondenza fra gli elementi 
gemelli delle due schiere di protovarieté di F’). I punti bicomplessi 
di F che stanno in una stessa protovarieta della 1* (o 2*) schiera 
corrispondono alle coppie di punti complessi di fe /’ in cui il 1° (0 2°) 
punto é@ fisso. Eee. 


27. Alcuni caratteri — gli imdici — delle varieta iperalgebriche 
ottengono una definizione diretta mediante le protovarieté: sono cio? i 
numeri di punti d’ incontro con queste. 

A cid si collega il fatto che appunto dal modo di comportarsi 
negl’ incontri con le protovarieta si posson caratterizzare fra le varieta 
iperalgebriche quelle algebriche. Basta percid riportare alle due schiere 
di protovarieta di F’ quanto abbiamo rilevato al n. 18 intorno all’ imagine 
di una varieté algebrica di F su una ®. Abbiamo cosi: Una varieta 
(complessa) algebrica é caratterizeata fra le iperalgebriche dall’ essere 
V intersezione di una varieta composta di protovarietd dell’ una schiera 
con la varietaé gemella composta di protovarieta dell’ altra schiera**). 


*) Ne segue che, ad esempio, i punti bicomplessi di una retta o piano 
trovano la loro rappresentazione reale nelle coppie di punti reali di due sfere (0 
piani di Gauss, ecc.), o variet& Z, ecc. 

**) Per esempio, una curva piana algebrica é |’ intersezione di due varieta 
(trivarieta) gemelle costituite risp. da prototele delle due schiere; sicchd una 
prototela qualunque del piano o non incontra affatto la curva ovvero Ja incontra 
in infiniti punti (mentre una tela iperalgebrica qualunque é tagliata in generale 
da ogni prototela in un numero finito di punti: |’ indice della tela). 
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Similmente (v. ancora n. 18): wna corrispondensa (complessa) 
algebrica é caratterizzata fra le corrispondensze iperalgebriche dal fatto 
di mutare ogni schiera di protovarieta in se stessa; e precisamente le 
due corrispondenze che cost si hanno entro le due schiere sono gemelle. 
Il gruppo delle protovarieta unite dell’ una schiera sara segato dal 
gruppo delle protovarieti gemelle (cioé delle protovarieta unite dell’ 
altra schiera) nell’ insieme dei punti uniti (bicomplessi) della corrispon- 
denza (e precisamente fra i punti uniti contenuti in una protovarieta 
unita vi sara il suo punto complesso), 

Da queste proposizioni si traggono subito alcune conseguenze. Se 
A, B sono due punti di una varietai algebrica non posti in uno stesso 
protofilo, o prototela, ecc., anche i due punti d’ incontro delle due 
protovarieta passanti per A colle due protovarieta passanti per B 
staranno sulla varieta algebrica. I punti d’ incontro di una retta con 
una curva piana, o superficie,..., algebrica d’ ordine m, od anche i 
punti uniti di una corrispondenza algebrica (@, 6) su una retta, ove 
«-+8=—=m, sono le m?® intersezioni di m protofili di una schiera 
della retta col gruppo dei loro gemelli*), Ecc. ecc. -— 

Rileviamo espressamente che, come gia avvertimmo al n. 26, noi 
non consideriamo le varieta bicomplesse; sicché gli enti algebrici di cui 
parliamo son sempre quelli ordinari, complessi. Senza di cid le ultime 
cose dette esigerebbero delle modificazioni (ovvie del resto), di cui 
alcune son degne di nota, Cosi due rette bicomplesse del piano 2 aventi 
per imagini in S, due piani (imaginari, incidenti ad 7, 7’) i quali si 
taglino secondo una retta appoggiata ad r (0 adr’), avrebbero comuni 
gl infiniti punti di un protofilo senza coincidere; e due punti cesserebbero 
@ individuare una retta (bicomplessa) quando stanno in uno stesso pro- 
tofilo. XK fatti analoghi si avrebbero per le intersezioni di curve alge- 
briche bicomplesse di ordini qualunque, per le corrispondenze algebriche 
bicomplesse, ecc,: fatti che si vedono subito sulle rappresentazioni con 
cui si definiscono (n. 26) gli enti bicomplessi algebrici. 


Confronto coi numeri bicomplessi. 


28. L’ introduzione dei punti imaginari in Geometria corrisponde 
all’ introduzione dei nwmeri imaginari (coordinate) in Analisi. Quale 
sara |’ ulteriore generalizzazione del concetto di mwmero, che corri- 


*) Le Seem) coppie di punti bicomplessi gemelli distinti comuni a 
due curve complesse algebriche di ordini m, m, di un piano (v, la fine del n. 25) 
stanno risp, sulle rette che congiungono a due a due gli mm, punti complessi 
comuni alle due curve, 
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spondera all’ estensione che abbiam fatta del campo geometrico intro- 
ducendo i punti bicomplessi ? 

La risposta si ha subito, ricorrendo alle rappresentazioni con cui 
siam giunti a questi punti. Bastera che ci limitiamo a considerare i 
punti di una retta. I punti complessi di questa son rappresentati dai 
punti reali del piano 6, e precisamente il punto che sulla retta ha 
per coordinata il numero complesso x-+ iy, ove x, y son reali, ed 
a? = — 1, ha per imagine nel piano 6 il punto di coordinate z, y. 
Ora per ottenere sulla retta anche i punti bicomplessi, dovremo nel 
piano 6 considerare anche i punti (7, y) complessi, e ne potremo 
indicare le coordinate con 


G=%y+hr, yoy thy, 
OVE 2, %, Ys, Y. Son reali, e h* —-— 1; e per conservare la stessa 
legge di corrispondenza fra i punti della retta e quelli del piano, si 
dovra assumere pel punto bicomplesso corrispondente della retta ancora 
la coordinata x + iy, ossia 


Hy + ha, + ify, thy.) = 2%, + ha, + ty, + hiy. 

Per tal modo siam condotti ad assumere sulla retta per coordinate 
dei punti bicomplessi, dei numeri, che diremo pure bicomplessi, del 
tipo 2, + ha, + iy, + hiy,*), ove 2, %, Y,, Y. son reali, ed h, i 
son due unita essenzialmente distinte tali che h? = i? — — 1 (mentre 
h+--+ 7%). Inoltre, sempre per ragione d’ uniformita col caso in cui 
“x,y erano reali, mantenendo le definizioni di addizione, moltiplicazione, 
ecc, che si sogliono usare pei numeri complessi a pid unita, convien 
fissare che il prodotto delle nostre unita sia commutativo ed associativo, 
siccht hi = ih, (hi)i=h(ii) = —h, ece. Si otterra cosi nell’ in- 
sieme di questi numeri bicomplessi uno particolare di quei campi o 
corpi di numeri complessi a pid unita, pei quali |’ addizione, la 
sottrazione e la moltiplicazione soddisfano alle stesse leggi dell’ arit- 
metica ordinaria, 

Tali corpi furono studiati in generale dal sig. Weierstrass; i cui 
risultati vennero publicati (almeno in parte) solo recentemente nelle 
Nachrichten di Gottinga in una lettera al sig. Schwarz™*). Questa 
publicazione fa tosto seguita nella medesima raccolta da altre sullo 
stesso soggetto dei sigi Schwarz (ib. 1884), Dedekind (ib. 1885), 


*) Se si vuole, son numeri del tipo 2, -+-ha,.-+ iy,-+ kag, ove le tre unita 
h, i, k soddisfano alle relazioni 


a it——1, B=; 
hi=k, ika=—h, kh=—i. 


**) Zur Theorie der aus » Haupteinheiten gebildeten complexen Grdssen 
(Gdtt. Nachr, 1884, pag. 395—419). 
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Hélder (ib. 1886), ecc.*) Perd, riguardo al nostro caso particolare, 
cioé ai nostri numeri-bicomplessi, possiamo rilevare che essi si trovano 
gia in sostanza nelle ricerche di Hamilton sui quaternioni, sebbene 
essi differiscano essenzialmente da questi numeri (pei quali, com’ é 
noto, la moltiplicazione non é commutativa). Hamilton in fatti 
osserva (ad es® negli Elements of Quaternions, London 1866, n. 228) 
che i quaternioni di un piano si posson tutti mettere sotto la forma 
2+ iy, ove x ed y son numeri (scalari) reali ed i @ un versore retto 
(di quel piano) tale che 1? == — 1; ma dai bisogni della risoluzione 
delle equazioni algebriche in cui le incognite sono quaternioni, essendo 
poi condotto a considerare accanto ai quaternioni, ordinari o reali, 
i cui 4 coefficienti (scalari) son reali, i quaternioni imaginari o 
biquaternioni**) in cui quei coefficienti sono imaginari, ottiene per i 
biquaternioni di un dato piano la rappresentazione (Elements, n. 257) 
at+iy=—2,+ha,+i(y,+hy,), ove h & un numero imaginario tale 
che h? = — 1. A parte la distinzione fra i significati di versore e di 
numero che Hamilton attribuisce risp. ai due simboli 7 ed h, i suoi 
biquaternioni di un dato piano son la stessa cosa che i nostri numeri 
bicomplessi. 

A questi numeri poi l Hankel dedica un cenno nel § 30 delle 
sue Vorlesungen iiber die complexen Zahlen u. s. w. (Leipzig 1867); 
mentre pitt diffusamente se ne occupa (appunto col nome di bicomplessi) 
facendone anche il raffronto coi concetti generali del Weierstrass 
il sig. Lipschitz nella 3* delle sue Untersuchungen iiber die Summen 
von Quadraten (Bonn 1886). 


29. Il punto fondamentale in cui i numeri complessi generali a 
pid unita ai quali gid accennammo si staccano dagli ordinari numeri 
complessi ad una sola unité imaginaria, @ quello che, come ben si sa, 
pare sia stato notato dal Gauss, e che poi fu rilevato esplicitamente 
da Hankel (Vorlesungen § 29) e da Weierstrass (loc. cit.): cioé che, 





*) I metodi seguiti dai sig’ Weierstrass e Dedekind nello studio dei 
numeri complessi ad » unit& furono ampiamente esposti (con aggiunte) dal 
sig. Berloty nella sua Tesi «Théorie des quantités complexes a n unités princi- 
pales (Gauthier-Villars 1886). Inoltre ad essi é dedicato il 1° Cap della 2* Parte 
delle Vorleswngen wber allgemeine Arithmetik del sig. Stolz (Teubner 1886). — 
Dopo gli scritti citati si ha una serie molto recente e gid ampia di lavori tedeschi 
(Schur, Study, Scheffers, ecc.) che studiano i sistemi di numeri complessi 
collegandoli con le teorie del Lie dei gruppi di trasformazioni. [V. del resto pid 
complete e precise citazioni! alla fine del nuovo lavoro del sig. Scheffers, 
Math. Ann. 39, p. 388]. 

**) V. Lectures on Quaternions (Dublin 1853), ni 637, 644; oppure Elements, 
n. 214. — Pid recentemente la denominazione di «biquaternione» @ stata usata, 
ad es° dal Clifford, in un altro senso. 
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mentre pei numeri complessi ordinari un prodotto s’annulla solo quando 
s'annulla uno dei suoi fattori, nei campi pid generali esistono sempre 
dei numeri particolari non nulli, i quali moltiplicati per convenienti 
numeri parimenti non nulli danno zero per prodotto (proprieta a cui 
si collega |’ indeterminazione in certi casi del quoziente, ecc.), I numeri 
(lo zero incluso) che godono di tal proprieté furon chiamati dal 
Weierstrass «divisori dello zero»: noi invece per brevité maggiore 
adotteremo la denominazione che Hamilton (Lectures, n. 674) pro- 
poneva pei biquaternioni che moltiplicati per altri opportuni non nulli 
danno zero, cioé «nullifici» (nullific, o nullifiers). 

Nel caso particolare dei nostri numeri bicomplessi i nullifici sono 
strettamente legati ai protofili di una retta, dei quali ci siamo occupati 
nel Cap® preced.: percid @ opportuno che ci tratteniamo ora su essi, — 
Siano z+ iy, « + iy’ due numeri bicomplessi, ove x, y, 2, y’ in- 
dichino numeri complessi ordinari (relativi all’ unit&é imaginaria h) 
= 2, + ha, ... (%,,%,... reali). Sara il loro prodotto 


(a--iy) (a iy’) = (wa’—yy’) + i(ay’+y2); 
sicché esso s’ annullera solo se 
(1) az —yy=0, azy’+yc2=—0. 


Queste due equazioni si posson soddisfare con valori non nulli di 2’, y’, 
cioé senza che s’ annulli il 2° fattore 2 + iy’ solo quando 


a? + y? = 0; 
la qual condizione, poiché x, y son complessi ordinari, equivale a 
(2) z+hy=0. 


Allora poi, se neppure il 1° fattore 2 -++- iy non é nullo, dalle (1) si 
trae risp.: 


(2’) v+hy’ =0. 

Le (2) e (2°) si possono anche scrivere cosi: 
(3) a+ ty =(+th+i)y, 
(3) a + iy’ = (Fh+i)y’. 


Concludiamo: Nel campo dei numeri bicomplessi vi sono due schiere 
infinite di nullifici. Quelli della 1* schiera sono quei numeri bicomplessi 
che si annullerebbero ove in luogo del simbolo ¢ vi si ponesse —h: 
essi sono i prodotti di numeri bicomplessi qualunque (che si posson 
supporre complessi ordinari) pel numero h + ¢ [o, cid che @ lo stesso, 
per —h(h-+7) ossia 1 — hi}. Quelli della 2* schiera sono quei numeri 
bicomplessi che s’ annullerebbero per i = h; ossia i prodotti di numeri 
bicomplessi qualunque (che si posson supporre complessi ordinari) pel 
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numero — h + ¢ (0, cid che é lo stesso, per 1-++ hi). Le due schiere 
di uullifici non hanno altro numero a comune che lo zero, [1] prodotto 
di due nullifici risp. delle due schiere @ nullo; e viceversa un prodotto 
qualunque di numeri bicomplessi non @ nullo se non quando tra i 
fattori vi @ un nullifico di ogni schiera. Rispetto alle operazioni di 
addizione, sottrazione, moltiplicazione, e quindi anche elevazione a 
potenze intere positive, i nullifici della 1* schiera formano corpo; e cosi 
pure i nullifici della 2° schiera. 

Cid posto, @ facile vedere il legame dei nullifici coi protofili. Per 
un numero bicomplesso qualunque «+ iy formiamo le espressioni 
x -+ hy, x — hy dei valori (complessi ordinari) che esso assumerebbe 
per i=h, oppure i= —h. Dato uno di questi valori, ad esempio 
il 1°, non sara determinato il numero bicomplesso x + iy che a meno 
di un nullifico della 2° schiera, poiché la differenza di due valori di 
x -+ ty vien solo assoggettata alla condizione di annullarsi per i = h. 
D’ altra parte il dare «-+ hy costringe il punto (x, y) del piano 
rappresentativo 6 a stare su una determinata retta ciclica della 1° 
schiera (retta di equazione ~-++-hy = cost.); e quindi il punto della retta 
oggettiva, che ha quello per imagine, a stare su un determinato 
protofilo della 1* schiera della retta stessa. Dunque: ¢ punti della 
retta oggettiva che stanno su uno stesso protofilo della 1* schiera sono 
quelli che hanno per coordinate numeri bicomplessi differenti per nullifici 
della 2* schiera. Similmente i punti che stanno su un dato protofilo 
della 2° schiera sono quelli le cui coordinate differiscono per nullifici 
della 1° schiera. 


30. Ma possiamo dir di pid. Supponiamo dati pel numero 


bicomplesso x-+- iy tanto il valore di x + hy quanto quello di 
“2 — hy, cioe: 





(1) t+hy=Z, «-—hy=Z. 
Ne deduciamo subito per valore del numero bicomplesso 
(2) t+ iy=Zg+Z'9'; 
ove si & posto 
1—hi ' 1+hi 
(3) ae 2 : ? 7 = ath 


sicché g e g’ son nullifici risp. della 1* e della 2* schiera, Dunque: 
ogni numero bicomplesso x -+- iy si pud scomporre in wn modo ben deter- 
minato nella somma di due nullifici, Vuno (Zg) della 1* schiera, U altro 
(Z'g') della 2**). Il componente che @ nullifico della 1* schiera @ deter- 


*) Non vi possono essere due scomposizioni cosi fatte; altrimenti se ne 
trarrebbe subito |’ uguaglianza di due nullifici (mon nulli) di schiere diverse. 
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minato dal valore (complesso ordinario) Z di « + hy, e perd riman 
costante per tutti i punti di un protofilo della 1* schiera della retta 
oggettiva; similmente |’ altro componente, nullifico della 2* schiera, é 
determinato dal valore Z’ di z — hy e quindi @ uno stesso per tutti 
i punti di un protofilo della 2* schiera. 

La scomposizione del numero bicomplesso si pud completare scin- 
dendo ulteriormente i nullifici di ogni schiera. Posto cioé 


(4) Z=X+hY, Z=—X'—hY’ 
(ove X, Y, X’, Y’ son reali), avremo 


(5) i ’ , , Le Ad 
Zg=X'g' + Yk, 
essendo 
, h+i " ,_ —h+i 
(3) k—=hg=—-—— ? k = —hg 2 ese 


I nullifici della 1* schiera sono dunque ridotti a numeri complessi 
(a coefficienti reali X, Y) con le due unité g, k; e similmente i nullifici 
della 2* schiera con le due unita g’, k’. Le unita g, k, come subito 
appare dai loro valori (3), (3’), soddisfano alle relazioni 


(6) G=g9,P=—g,kg=gk—k; 


e analogamente le g’, k’, sostituendole qui alle g, k. Segue che nella 
moltiplicazione di due nullifici di una stessa schiera si deve operare sui 
coefficienti reali X, Y, ecc. nell’ identico modo che nel caso dei numeri 
complessi ordinari con le componenti reali, cioé coi coefficienti reali 
di 1 e 4: le relazioni (6) fra le unita ge k (og’ ek’) son quelle stesse 
che sussistono fra 1 e 3. 

I coefficienti reali X, Y e X’, Y’ hanno un semplice significato 
geometrico. Fra i numeri bicomplessi «+ iy tali che «+ hy = Z, 
cioé aventi Zg per componente della 1* schiera, vi sara 'precisamente 
il numero X + iY: dunque X+7¥Y é sulla retta il punto complesso 
del protofilo della 1* schiera che corrisponde a quella componente. 
Similmente X’+ iY’ @ il punto complesso del protofilo della 2* 
schiera corrispondente alla componente Z’g’. Quando dunque noi 
poniamo la (2), cioé 


a, + hay, + iy, + hiy, = Xg+ Yk+ X’'g’ + VR, 
ove, come mostrano le (1), (4), 


X =2, — Y, Y= *%+%) 
X’ = 4, + Y, Y= — +3 








CO% 
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i nuovi coefficienti reali X, Y, X’, Y’, che cosi veniamo a sostituire 
a quelli primitivi del numero bicomplesso, non sono altro che i coef- 
ficienti dei punti complessi X + 4 ¥, X’ + iY’ giacenti risp. sui due 
protofili che contengono il corrispondente punto bicomplesso: per questo 
cioe passano due catene nulle ridotte ai punti complessi X +7 Y, 
X’ + iX’. Nel piano rappresentativo 6 sarebbero (X, Y) e (X’, Y’) 
le coordinate dei due punti reali limiti (0 cerchi nulli) del fascio di 
cerchi reali passanti pel punto imaginario (z, y): il che si pud anche 
verificare direttamente.*) — 

La possibilita della scomposizione dei numeri bicomplessi da noi 
operata rientra come caso particolare in un’ analoga scomposizione che 
il Weierstrass ed il Dedekind fanno per numeri a quante si 
vogliano unité (nei campi parziali, Theilgebiete, G, di W eierstrass**). 
La natura di quella scomposizione mostra subito (come il Weierstrass 
stesso rileva; loc- cit. pag. 407) che: volendo eseguire un determinato 
calcolo di addizioni, sottrazioni, moltiplicazioni e divisioni, con cui da 
certi numeri bicomplessi a, b, c,... si debba ottenerne un altro, la 
componente di ciascuna schiera di questo si otterrd eseguendo lo stesso 
calcolo sulle componenti della stessa schiera di a,b,c,... 

Applichiamo questa proposizione generale al caso di una trasforma- 
zione lineare bicomplessa. Come i punti bicomplessi di una retta, cosi 
quelli di un piano o spazio qualunque si posson rappresentare analiti- 
camente assumendo per loro coordinate dei numeri bicomplessi. In 
ogni caso una trasformazione lineare a coefficienti qualunque bicomplessi 
delle coordinate di un punto bicomplesso si spezzera subito in due 
trasformazioni lineari parziali — simili alle complesse ordinarie, cioé 
interne risp. alle due schiere — delle componenti di una stessa schiera 
di quelle coordinate. Cid mostra in particolare che @ carattere in- 
variantivo (projettivo) per due o pid punti |’ aver comuni le componenti 
della 1° (o 2*) schiera delle coordinate: ed effettivamente tutti i punti 
per cui quelle componenti hanno gli stessi valori costituiscono un 
protofilo, o prototela, o protovarieté della 1° (o 2") schiera. Ed in 
generale poi quello spezzamento della trasformazione lineare bicomplessa 
conferma analiticamente quanto gid geometricamente era apparso 
evidente (alla fine del n. 26), cio che la geometria projettiva bicom- 


*) Questa rappresentazione del punto imaginario (a, y) di un piano o mediante 
i due punti reali (X, Y), (X’, Y’) di o stesso é gid usata in sostanza nel Trattato 
di Mac-Laurin delle curve geometriche (cfr. la parte che ne @ riportata nei 
Mélanges de géométrie pure del De Jonquiéres, a pag. 199, 203, 222), — ove 
perd, trattandosi delle coppie di punti imaginari di wna data retta, si adopera 
uno solo di quei due punti reali —; e si ritrova poi, com’é noto, in vari geometri 
moderni, 

**) Cfr. anche, per quanto riguarda il caso attuale, Lipschitz, loc, cit. 
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plessa di una forma fondamentale (retta, piano, ece.) coincide colla 
geometria projettiva complessa di due distinte forme della stessa specie 
(ad es® delle due schiere di protofili, prototele, ecc.)*). 


31. Anche le osservazioni del n. 27 sulla dipendenza mutua degli 
elementi bicomplessi di un ente algebrico trovano ora un” evidente 
rappresentazione analitica. Poniamo (col Weierstrass) di avere un’ 
equazione algebrica qualunque di grado m ad um’ incognita bicomplessa. 
Separando nei coefficienti e nell’ incognita le componenti delle due 
schiere, e distinguendo con un accento le componenti della 2* schiera 
da quelle della 1*; I’ equazione sia 


(1) > (a+ ay) (e+2’)' = 0. 
0 


Il fatto che il prodotto di due nullifici di schiere diverse é nullo riduce 


quell’ equazione a 
Dat! + SJais' == 0, 


che si spezza nelle due 
Das! =, 


Ya; gt. 


E poiché ciascuna di queste equazioni, pei coefficienti e per |’ incognita, 
entra in una schiera di nullifici, cio@ in un campo simile a quello dei 
numeri complessi ordinari, essa, ove non si riduca ad un’ identita, 
avra tante radici quanto @ il grado. — Segue anzitutto che un’ equa- 
zione algebrica di grado m la cui incognita sia un numero bicomplesso 
ha infinite radici solo quando tutti i suoi coefficienti siano nullifici di 
una stessa schiera (cioé sian nulle tutte le a,, o tutte le a’): se cid 
accade senza che i detti coefficienti sian tutti mulli (nel qual caso ogni 
numero sarebbe radice), le infinite radici son rappresentate dai punti 
di m protofili della schiera omologa. 

Se poi nessuna delle due equazioni (2) @ un’ identité e se i loro 
gradi sono risp. m, m’, noi avremo che i punti 2+ 2 radici della 
equazione primitiva (1) sono le mm’ intersezioni di m protofili della 1* 


(2) 








*) Cosi da un ordinario invariante di enti algebrici si hanno nel campo bi- 
complesso, considerandone i due nullifici componenti, due invarianti relativi risp. 
alle due schiere (invarianti ordinari entro queste schiere). 
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schiera con m’ protofili della 2* schiera. Le-due equazioni bicomplesse 


che risp. (secondo il caso precedente) rappresentano quei due gruppi 
di protofili sono 


D> ale+e} = 0, 
>a (e+e) =0, 


e si potrebbero anche avere moltiplicando la data (1) risp. per un 
nullifico della 1* e della 2* schiera (ad es® per ge g’). Quando 
I’ equazione data @ di grado m, ed il coefficiente del termine di grado 
m non @ un nullifico, allora l’equazione ha m? radici. Questo caso in 
particolare si presenta se i coefficienti dell’ equazione data sono numeri 
complessi ordinari: nel qual caso i due gruppi di m protofili saranno 
gemelli. 

Per tal modo si ritrovano analiticamente i risultati precedenti che 
una retta taglia una curva piana o superficie algebrica d’ ordine m 
complessa in m? punti bicomplessi, che due curve piane algebriche 
complesse di ordini m, m, si tagliano in m?m,? punti bicomplessi, ecc. 
Ma si vede anche come queste proposizioni possano esigere delle 
modificazioni essenziali se le curve, superficie, ecc. algebriche si sup- 
pongono bicomplesse. Possono cio allora quelle intersezioni dipendere 
da un’ equazione ad un’ incognita, che senz’ essere identica ammetta 
infinite soluzioni (come ad es® quando due rette bicomplesse si tagliano 
secondo un protofilo; v. la fine del n. 27). Non solo; ma una curva, 
superficie ecc. algebrica bicomplessa pud avere due ordini diversi: gli 
ordini delle due equazioni (interne risp. alle due schiere di nullifici ecc.) 
in cui si spezza la sua equazione bicomplessa, a quel modo che la (1) 
si spezzava nelle due (2). Ecc. ecc. 


Cenno di ulteriori indefinite estensioni. 


32. Se ci rifacciamo a dare uno sguardo al processo con cui 
siamo giunti ai concetti degli enti iperalgebrici da un lato, degli ele- 
menti bicomplessi dall’ altro, noi saremo condotti naturalmente ad una 
serie indefinita di successive generalizzazioni. 

Partendo anzitutto da una forma reale F' coi soli elementi reali, e 
studiando le varieta algebriche formate con questi, i geometri furono 
condotti ad introdurre in F una nuova specie di elementi: gli elementi 
complessi (od i numeri complessi). Se oo” erano gli elementi reali di 
F, oo®" sono i suoi elementi complessi. — Questa varieta di elementi 
complessi noi |’ abbiamo rappresentata su una varieta ® di oo” 
elementi reali. 


30* 
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Ma allora é apparso naturale di valersi di tutta la geometria reale 
che gia potevam supporre di possedere per lo studio della varieta 0; 
e quindi in particolare di considerare su ® le varieta algebriche reali, 
e di trasportarne le proprieté nella forma F. Cosi su questa abbiamo 
ottenuto le varieti iperalgebriche di elementi complessi. — Perd, a 
togliere eccezioni o distinzioni di casi ecc. nello studio degli enti 
algebrici reali di ©, conveniva fare in questa forma cid che gia per 
lo stesso scopo s’ era fatto su F’: introdurvi elementi \complessi. Corri- 
spondentemente a tali elementi di ® si ebbero su F dei nuovi elementi: 
gli elementi bicomplessi (in numero co**). 

Ora il proseguimento @ facile. Nella forma rappresentativa ® in 
cui ora consideriamo anche elementi complessi possiamo introdurre non 
pid solo le varieta algebriche, ma pid in generale le varieta iper- 
algebriche: ad esse corrisponderanno sulla forma oggettiva F’ una specie 
di varieta di elementi bicomplessi che abbraccia quelle iperalgebriche, 
e che, per un momento almeno, potremo chiamare biiperalgebriche. 
Esse si otterrebbero ponendo legami algebrici fra i coefficienti reali 
delle coordinate bicomplesse degli elementi di F’. — D/altra parte in 
® & complemento utile all’ introduzione di varieta iperalgebriche di 
elementi complessi |’ introduzione di elementi bicomplessi. Similmente 
in F converra introdurre una nuova specie di elementi, pid ampia 
degli elementi bicomplessi, e cioé gli elementi tricomplessi (0o8*), i 
quali hanno per imagini gli elementi bicomplessi di ©. Le definizioni 
di questi ultimi mediante elementi complessi si muteranno in definizioni 
degli elementi tricomplessi di F’ mediante elementi bicomplessi. Ana- 
liticamente poi le coordinate che li rappresentano saran numeri bicom- 
plessi in cui i 4 coefficienti, anzi che reali, sono a lor volta numeri 
complessi ordinari con una nuova unita 1 (o viceversa numeri complessi 
x + iy in cui i due coefficienti x, y son numeri bicomplessi relativi 
alle unita h, 7); cioé saran numeri ¢tricomplessi (con 8 coefficienti reali) 
composti coll’ unité reale e con le tre unita indipendenti i, h, / (aventi 
per quadrato — 1) ed i loro prodotti iJ, hl, hi, hil. 

In generale, ottenuto il concetto di elementi (s—1)-complessi e 
di varieta (s—1)-iperalgebriche*), a tali elementi ed a tali varieta 
della forma rappresentativa ® corrisponderanno su F' nuove specie di 
elementi e di varieta: elementi s-complessi, e varieta s-iperalgebriche. 
La forma F di specie  contiene co*’®’ elementi s-complessi, e questi 
formano corpo rispetto alle operazioni (s — 1)-iperalgebriche; sicché 
ad esempio per lo studio delle intersezioni mutue di varieta (s — 1)- 
iperalgebriche non occorrono altri elementi che quelli s-complessi. Fra 








*) Per s —1=0 s’ intenda elementi reali, varietd algebriche. Elementi 
monocomplessi sarebbero poi gli ordinari elementi complessi, ecc. 
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fai 
ip 
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gli elementi s-complessi stanno quelli reali, complessi, bicomplessi, . .. 
(s — 1)-complessi. E cosi fra le varieta s-iperalgebriche che si posson 
fare con elementi s-complessi vi sono im particolare quelle algebriche, 
iperalgebriche, ... (s — 1)-iperalgebriche. — Quanto alla rappresentazione 
analitica dei punti s-complessi, essa si fa mediante i numeri s-complessi 
composti con s unita (oltre a quella reale) i,, 7,,..., % aventi per 
quadrato — 1, ed i loro prodotti i,4,, . . ., dy i,%g, . 2 0p oo oy tytn eno tee 
tali numeri hanno dunque 2° termini. — 

Queste successive estensioni degli elementi (geometrici od analitici) 
e delle varieta formate con essi appajono per tal modo naturali, 
spontanee, ed in pari tempo wtili, anzi mecessarie. Per gli antichi 
studi degli enti algebrici bastavano gli elementi reali: ma per studi 
pit profondi fu necessaria |’ introduzione degli clementi complessi 
(ordinari), Nel concetto di questi nuovi elementi vi era certo dell’ 
arbitrio, e gli elementi reali si sarebbero potuti generalizzare anche in 
altri modi. La scelta fatta fu perd la pid opportuna pel campo algebrico 
(in quanto per essa un’ equazione algebrica veniva ad avere sempre 
tante radici quanto é il grado, ecc.). Una volta che tal scelta si @ 
fatta l’introduzione delle varieta iperalgebriche, degli elementi bicom- 
plessi, e cosi via, non @ pid un artificio: @, come abbiam detto, una 
necessita *), 


33. Si pud obiettare che con tali generalizzazioni la matematica 
acquista una complicazione eccessiva. Ma a cid si potrebbe subito 
replicare che contro la mecessité non we rimedio; e che del resto 
l introduzione degli elementi bicomplessi non si deve fare (come gia 


*) A cid, e in particolare alla teoria dei numeri bicomplessi (tricomplessi ecc.) 
si possono applicare quasi completamente le considerazioni che Hamilton faceva 
sui biquaternioni (dei quali abbiam gia rilevato il legame con quei numeri) «The 
Theory of such biguaternions is as necessary and important a complement to the 
theory of single or real quaternions, as in algebra the theory of couples, or of 
expression of the form x’ -+- V—iz”, where a’ and x” denote some two positive 
or negative or null numbers, is to the theory of single or real numbers or quan- 
tities, It is admitted that the doctrine of algebraic equations would be enti- 
rely incomplete, if their imaginary roots, or solutions of the above written 
and well known couple form («+V—iy), were to be neglected, or kept out 
of view. And in like manner we may already clearly see, from the foregoing 
remarks and examples, that no theory of equations in quaternions can be con- 
sidered as complete, wich refuses or neglets to take into account the biquaternion 
solutions that may exist, of the form above assigned, in any particular or general 
inquiry. The subject indeed is one of wast extent, and of no little difficulty: but 
it appears to me to be one wich will amply repay the labour of future research. » 
(Lectures n. 644; cfr. anche Elements n. 257 (4), ove ritorna ad insistere sulla 
«utilita, o meglio necessita» di considerare i biquaternioni in Geometria). 
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quella degli ordinari elementi complessi) se non quando appunto essa 
si @ resa veramente necessaria per evitare complicazioni maggiori; e 
cosi poi quella degli elementi tricomplessi, ecc. 

Ma possiamo dir di pid: possiamo considerar la cosa da un punto 
di vista che toglie via ogni complicazione. Abbiamo gia notato in 
fatti che un punto bicomplesso della retta, o del piano... F si pud 
rappresentare mediante una coppia di punti complessi di due rette, 
piani, ... f, f’, ad esempio mediante i punti complessi situati risp. sui due 
protofili, prototele,... delle due schiere di F’, che passano pel punto 
bicomplesso: quelle due schiere van considerate come due forme (di 
1s, 2*,... specie) di cui i protofili, le prototele, ... sono gli elementi 
complessi (quantunque, se considerati come luoghi, risultino luoghi di 
punti bicomplessi); e dal congiungere insieme un elemento complesso 
dell’ una schiera con uno dell’ altra nasce il punto bicomplesso. Ora 
il passaggio ai punti tricomplessi che sopra abbiam fatto equivale a 
considerare in ogni schiera di F gli elementi bicomplessi: il punto tri- 
complesso di F' risulta allora da due elementi bicomplessi delle due 
schiere (come intersezione), e quindi si pud intender rappresentato da 
una coppia di punti bicomplessi di f, f. Ma ognuno di questi punti 
bicomplessi, o di quegli elementi bicomplessi delle due schiere, @ a 
sua volta definito entro la relativa forma mediante due elementi com- 
plessi di questa. Dunque il punto tricomplesso di una retta, piano,... 
risulta dato da due coppie di ordinari protofili, prototele, ... risp. delle 
due schiere, ossia da due coppie di punti complessi di rette, piani,... 
E cosi in generale si pud dire che la nozione di punto s-complesso 
si riduce a quella di due elementi (s — 1)-complessi in due forme 
distinte (o riguardabili come tali), ad es® nelle due schiere di 
protovarieta; sicché per successive riduzioni viene ad equivalere alla 
nozione di 2*—! punti complessi di altrettante rette, piani, ... distinti, 
oppure di 2‘—' punti complessi di una sola forma, ma in un ordine 
determinato. 

Anche analiticamente la cosa appare evidente. I numeri bicom- 
plessi li abbiamo gia scissi in somme ¢ + 2’ di numeri simili ai com- 
plessi ordinari, ma tolti rispettivamente da due corpi distinti. Se ora 
a loro volta assumiamo pei due coefficienti di ognuno di questi numeri 
z,2 dei numeri complessi, z e 2 verranno ad essere bicomplessi (di 
corpi distinti) ed ognuno di essi si spezzera quindi nella somma di 
due numeri analoghi ai complessi ordinari z= €-+ {,, 2 = §' + &,, 
sicché il numero ¢ricomplesso apparira come somma € + €, + ¢’ + &,' 
di 4 numeri simili ai complessi ordinari ma tolti da altrettanti corpi 
distinti. E cosi in generale i nostri numeri s-complessi si posson rap- 
presentare come somme di 2'—! componenti appartenenti risp. ad altrettanti 
campi parziali determinati e distinti analoghi al campo dei numeri 
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complessi ordinari. Le relazioni fra questi campi parziali sono di tal 
natura che per eseguire delle operazioni aritmetiche elementari sui 
numeri s-complessi basta eseguirle successivamente sulle componenti di 
ogni campo parziale. Percid si pud (come rilevano i sigi Weierstrass 
e Dedekind pid in generale nei lavori citati) riguardare |’ aritmetica 
di quei numeri s-complessi come ridotta in fondo all’ aritmetica degli 
ordinari numeri complessi, cioé di aggregati di numeri complessi. 











Benecke’sche philosophische Preisaufgabe. . 


Fiir das Jahr 1895 stellt die philosophische Facultét der Universitit 
Gottingen die folgende Aufgabe: 


» Die philosophische Facultaét wiinscht Untersuchungen, 
welche in der Theorie der, von mehr als drei Verinderlichen 
abhingigen, allgemeinen Thetafunctionen einen erheblichen 
Fortschritt bilden“. 

Bewerbungsschriften sind in deutscher, lateinischer, franzésischer 
oder englischer Sprache abzufassen und bis zum 31. August 1894, auf 
dem Titelblatte mit einem Motto versehen, an uns einzusenden, zusam- 
men mit einem versiegelten Briefe, welcher auf der Aussenseite das 
Motto der Abhandlung, innen Namen, Stand und Wohnort des Ver- 
fassers anzeigt. In anderer Weise darf der Name des Verfassers nicht 
angegeben werden. Auf dem Titelblatte der Arbeit muss ferner die 
Adresse verzeichnet sein, an welche die Arbeit zuriickzusenden ist, falls 
sie nicht preiswiirdig befunden wird. 

Der erste Preis betrigt 1700 Mk., der zweite 680 Mk. 

Die Zuerkennung der Preise erfolgt am 11. Miirz 1895, dem Ge- 
burtstage des Stifters, in Offentlicher Sitzung der philosophischen 
Facultét zu Gottingen. 

Die gekrénten Arbeiten bleiben unbeschriinktes Kigenthum der 
Verfasser. 


Goéttingen, den 12. Marz 1892. 


Die philosophische Facultit. 
Der Dekan 
Riecke, 








Neue Beitrage zur Transformationstheorie der elliptischen 
Functionen. 


Von 


Rosert Fricke in Kiel. 


Den Modulargleichungen, welche Jacobi gelegentlich cer Trans- 
formation n'* Ordnung der elliptischen Functionen fiir den Integral- 
modul & auffand, hat man bekanntermassen neuerdings eine grdéssere 
Reihe analoger Gleichungen fiir andere Modulfunctionen des Perioden- 
quotienten @ an die Seite gestellt. Hierbei nehmen aus naheliegendem 
Grunde die ,,Modulargleichungen erster Stufe“, welche aus der Trans- 
formation m'** Ordnung der ,,Modulfunction erster Stufe‘‘ J(@) ent- 
springen, die erste Stelle ein. Freilich fallen gerade diese Gleichungen, 
ihrer iiusseren Gestalt nach betrachtet, sehr complicirt aus; dafiir aber 
hat sich gezeigt, dass das ,,algebraische Gebilde“, welches durch die 
Modulargleichung erster Stufe definirt ist, bei einer und derselben Ord- 
nung ” einfacher ausfallt, als die itibrigen algebraischen Gebilde, wie 
sie den Jacobi’schen oder sonstigen Modulargleichungen héherer Stufe 
entsprechen. *) Wenn man also der Untersuchung die Wendung giebt, 
dass man das Studium des algebraischen Gebildes voranstellt, die Auf- 
stellung der Modulargleichung selbst in expliciter Gestalt aber nur 
mehr als etwas Nebensiichliches ansieht, so wird uns die Transfor- 
mation erster Stufe zu den einfachsten Verhiiltnissen hinfiihren. 

Von der letztgenannten Tendenz sind meine nachfolgenden Aus- 
fiihrungen beherrscht, die sich tibrigens an die vorausgegangenen 
Arbeiten der Herren Klein, Gierster und Kiepert unmittelbar 
anschliessen, Mag es der Kiirze halber gestattet sein, ausfiihrlicher 





*) Es bezieht sich diese Angabe indes einzig auf das Gebiet der elliptischen 
Modulfunctionen, Bei der Transformation anderer automorpher Functionen trifft 
man gelegentlich auf Modulargleichungen, welche an Kinfachheit des algebraischen 
Gebildes die Modulargleichungen fiir J(w) noch tiberbieten, 
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nur auf die Entwicklungen Kiepert’s Bezug zu nehmen*); denn wihrend 
Klein und Gierster (in Bd. 14 der Mathem. Annalen) nur jene Fille 
behandelt haben, in denen das in Rede stehende algebraische Gebilde 
zum Geschlechte p = 0 gehért, hat Hr. Kiepert durch Aufnahme ana- 
lytischer Hiilfsmittel die Betrachtung weit tiber diese Anfangsfiille 
hinaus fortsetzen “kénnen. Freilich kommen a. a. O. mit Ausnahme 
des Falles » = 11 ausschliesslich zusammengesetzte Transformations- 
grade zur Geltung. Man kann es demnach als eine Ergiinzung der 
Untersuchungen von Hrn. Kiepert ansehen, wenn ich in der Folge 
nur Primzahlordnungen betrachte. 

Andrerseits aber wollte ich durch das Folgende ein Beispiel dafiir 
beibringen, wie erfolgreich sich bei Fragen unserer Art der consequente 
Gebrauch einer formentheoretischen Schlussweise gestaltet. Das Wesent- 
liche dieser Betrachtungsweise ist, dass man die Formen unmittelbar 
als Gréssen ansieht, die auf der gerade in Betracht kommenden Rie- 
mann’schen Filiche existiren; in welchem Sinne dies gemeint ist und 
inwiefern darin eine Vereinfachung zu erblicken ist, wird sich bald 
zeigen. Uebrigens ist die formentheoretische Untersuchungsmethode 
ganz allgemein fiir die Theorie der Functionen einer beliebigen Rie- 
mann’schen Flaiche von grésster Bedeutung**). 

Die analytischen Hiilfsmittel, deren ich mich weiterhin bediene, 
sind zu einem Theile sehr bekannte Gréssen aus der Transformations- 
und Theilungstheorie. Ich stelle dieselben sogleich in Artikel I kurz 
zusammen ; sodann aber fiige ich eine Reihe bislang noch nicht benutzter, 
in der Folge jedoch sehr wichtiger Modulformen hinzu, welche ich 
im Verfolg einer noch ausfiihrlich zu nennenden Arbeit von Hrn. 
Hurwitz gewonnen habe. Eben diese letzteren Gréssen liessen es 
wiinschenswerth erscheinen, den Transformationsgrad n als ganze Zahl 
der Gestalt 44 + 3 vorauszusetzen; denn fiir diese Grade werden von 
dem erwihnten Hurwitz’schen Ansatze ganz besonders brauchbare 
Moduln geliefert. Dass m iiberdies eine Primzahl sein sollte, wurde 
bereits oben festgesetzt. 


I. 
Zusammenstellung analytischer und geometrischer Hiilfsmittel. 


Bei Primzahltransformation n'** Ordnung tretea bekanntlich (»-+ 1) 
verschiedene Repriisentanten auf, und die (n+ 1) transformirten Werthe 

*) Es kommen namentlich die beiden Abhandlungen in Betracht: Ueber die 
Transformation der elliptischen Functionen bei zusammengesetztem Transformations- 
grade, Math, Ann. Bd, 32; Ueber gewisse Vereinfachungen der Transformations- 
gleichungen in der Theorie der elliptischen Functionen, ebenda Bd. 37, 


**) Man vergl. hieriiber die Entwicklungen von Klein in den Math. Ann. 
Bd, 36, p. 5. 
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J’ von J sind die Wurzeln der Modulargleichung f(J’, J) = 0. Um 
aber das durch diese Gleichung definirte algebraische Gebilde zu unter- 
suchen, ist hinreichend, neben dem urspriinglichen J(w) nur einen 
einzelnen transformirten Werth heranzuziehen, und ich bevorzuge in 
diesem Betracht J’(@)—=J(nm). Die zugehérige Untergruppe ist 
durch die Bedingung zu definiren, dass ihre Substitutionen @' = v(o) 
durch » theilbare dritte Coefficienten y haben; diese Untergruppe ist 
eine [,4: des Index (n-+-1), und das zugehdrige Fundamentalpolygon 
F 4: der w-Halbebene ragt nur mit zwei Spitzen an die reelle a-Axe 
heran.*) 

Indem nun unsere Aufgabe sein soll, den Charakter des Polygons 
F,4, oder der ihm entsprechenden Riemann’schen Fliche F,4; aufzu- 
weisen, miissen wir uns gleich nach mdglichst einfachen algebraischen 
Functionen dieser Riemann’schen Fliche F’,,; umsehen. Schon hier- 
bei wenden wir uns der Formentheorie zu, indem wir nicht die Modul- 
functionen der [,4:, sondern vielmehr ihre Modulformen heranziehen, 
die wir dann hernach auch auf der geschlossenen Fliche F',,; be- 
trachten. Die weiterhin zur Benutzung kommenden Modulformen der 
Gruppe [,4; sind aber die folgenden: 

Wenn man abgekiirzt unter ¢,,, die Grosse: 





A 
Pin p (AEH |, coy) 
versteht, so ist die *—. gliedrige Summe: 


(1) m+ P(o,, @) = G1 + Pye to +P = 
ea 

eine Modulform, die bei allen homogenen Substitutionen der [,4: ab- 

solut unveriindert bleibt. Diese Modulform besitzt eine fusserst ein- 

fache Entwicklung nach ganzen Potenzen der Grisse r = 7, wie 

man aus bekannten Darstellungen der g-Function ableiten kann. 

Man findet nimlich: 


(2) P= (= y ta 4 P 4 ®,, (m) |, 


wobei D,(m) die Summe aller gegen n primen Divisoren von m ist.**) 





*) Ueber das Nihere betreffs dieser Gegenstiinde muss ich auf den zweiten 
Band der gegenwiirtig (bei Teubner) im Druck befindlichen ,,Vorlesungen tiber 
die Modulfunctionen“ verweisen. 

**) Die in (2) definirte Modulform ist bereits seit langer Zeit in der Trans- 
formationstheorie in Betracht gezogen worden; in den iilteren an Weierstrass 
sich anschliessenden Arbeiten ist sie durch G, bezeichnet; man sehe z, B. F. Miller, 
De transformatione functionum ellipticarum (Berlin 1867). 
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Als weitere Modulformen der [,;; reihe ich diejenigen an, deren 
Kenntnis ich, wie schon gesagt, einer friiheren Arbeit von Hrn. 
Hurwitz*) verdanke. Hierher gehéren erstlich die Moduln, welche 
ich in der Folge durch B(@,,@,) bezeichne, und die zu definiren sind 
durch die Reihenentwicklung: 


(3) Be a > pPo+QeytRy 


x,y 





summirt tiber alle Paare positiver und negativer ganzer Zahlen 2, y. 
Dabei steht im Exponenten von r eine fiir die Modulform B charak- 
teristische ganzzahlige bindre quadratische Form (P, Q, R), welche 
nur der einen Bedingung zu geniigen hat, dass ihre Determinante 
D=Q?—4PR den Werth D= — n haben soll. Ordnet man die 
Reihe (3) nach ansteigenden Potenzen von r an, so kommt: 


Qu / 

(4) B= — 2 2(m) , 

wo offenbar Q(m) die Anzahl unterschiedener Darstellungen von m 
durch die quadratische Form (P, Q, R) vermége ganzer Zahlen x, y 
ist. igentlich oder uneigentlich fiquivalente Formen (P, Q, R) 
liefern dasselbe B(,, @,). Die Anzahl unterschiedener Modulformen 
B, welche beim einzelnen Transformationsgrad » auftreten, ist dem- 
nach héchstens gleich der Anzahl ambiger Formclassen der Determi- 
nante D — — mn, vermehrt um die halbe Anzahl der iibrigen Classen 
dieser Determinante. Als Modulform wngerader Dimension kann sich 
B gegeniiber homogenen Substitutionen der [,4:, allgemein zu reden, 
nur erst bis auf das Vorzeichen reproduciren. Die Fen,2, zu welcher 
B im absoluten Sinne gehort, ist in der That erst durch die Forderungen 


(5) y=O0(mod.n), ({)=+1 


zu definiren, wobei in der letzten Gleichung auf der linken Seite das 
Legendre’sche Zeichen gemeint ist. Uebrigens ist bei den weiter zu 
entwickelnden Schlussfolgerungen einige Male von dem Umstande 
Gebrauch gemacht, dass fiir sehr kleine w, naherungsweise die Formel 
gilt: 

(6) i¥n B(—a,, a) = B(w,, @,), 


wobei // positiv zu nehmen ist. Es ergiebt sich diese Formel leicht 
in der ausfiihrlichen Theorie der Gréssen B, auf welche ich hier nicht 
naher eingehen kann (cf. ,,Modulfunctionen“ II, p. 313). 





*) Urher endliche Gruppen, die in der Theorie der elliptischen Transcendenten 
auftreten, Math. Ann. Bd. 27, 





au 
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Die Moduln B sind diejenigen, deren ich mich in der Folge fast 
ausschliesslich bediene, Zwei oder drei Male sollen indessen noch weitere 
Modulformen zur Verwendung kommen; ich definire diese letzteren 
einmal durch die Reihenentwicklung: 


1 
y (Pie NP ,ey-+npsy’) 


2 
(7) A= D> (-1yr ; 
ay 
WO P;, Po, Ps irgend ein Tripel ganzer Zahlen ist, das der Bedingung: 
(8) np, + 1—4p,p3, ps; = 1 (mod. 2) 


gentigt; die Summation bezieht sich auf alle Paare ganzer Zahlen 
x,y, von denen jedoch die erste w stets ungerade sein soll. Im Falle 
n=8h-+3 bekommen wir eine zweite Form A, wenn wir an den 
Voraussetzungen (7) und (8) festhalten, jedoch als Summationsbe- 
dingung: 
(9) x + y=1 (mod. 2) 
vorschreiben. Endlich ist in eben diesem Falle n = 8h + 3 als dritte 
Form A die nachfolgende anzumerken : 

2 <(pattapey+ apy’) 
(10) A=—= > (=i? 


? 





wobei die Vorschriften (8) in Kraft bleiben soilen, wiihrend als 
Summationsbedingung y=1 (mod.2) hinzutritt. — Die Modulformen A, 
welche ich gleichfalls aus den Untersuchungen von Herrn Hurwitz 
hergenommen habe, sind iibrigens im Falle n=8h+-3 nur erst 


nach Normirung mit YA Grissen der ni Stufe. Die (eventuell nor- 
mirten) A gehdren alsdann, absolut genommen, wieder zu der durch 
(5) definirten Untergruppe Fen42. Ueber den Charakter der Exponenten 
von * in (7) und (10), sowie betreffs der Umordnung dieser Reihen 
nach ansteigenden Potenzen von r gelten ahnliche Siitze, wie vorhin 
bei den B. Doch sind hier die betreffenden Entwicklungscoefficienten 
Q'(m) immer als Differenzen ganzer Zahlen zu definiren; eben deshalb 
tritt es wiederholt ein, dass eine einzelne der definirten Reihen A 
identisch verschwindet. OF hd Po 

Bei der Untersuchung der Transformation '** Ordnung der Modul- 
formen erster Stufe ist es nun fundamental, dass die Gruppe [,.41, 
welche unserer ganzen Betrachtung zu Grunde liegt, mit der ganz- 
zahligen Substitution der Determinante n: 


(11) w(o) = — 1 


no 


vertauschbar ist. Wir entwickeln hier vorab gleich eine Reihe von 
Folgerungen, welche sich aus diesem Umstande fiir die Gruppe [,,4, 
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und ihr Fundamentalpolygon F,4: ergeben. Combinirt man die Sub- 
stitutionen v der [,,,; mit der einen Operation w und fiigt die ent- 
springenden Substitutionen der [,4;: hinzu, so ergiebt sich eine er- 
weiterte Gruppe, die wir [;,) nennen mégen, und in welcher [41 
eine ausgezeichnete Untergruppe des Index zwei ist. Das Polygon 
(oder die Riemann’sche Flaiche) F,,; erfihrt der Substitution w ent- 
sprechend, eine Transformation der Periode zwei in sich, und man 
gewinnt ein Polygon F,) der [(,), idem man F,4, dermassen hiilftet, 
dass die eine Hialfte gerade durch w in die andere tibergefiihrt wird. 
Formt man das Polygon der [(,) zu einer geschlossenen Fliche F,) 
um, so lasst sich durch doppelte Ueberdeckung dieser letzteren die 
Riemann’sche Flaiche F,,; herstellen. Die babei auftretenden Ver- 
zweigungspunkte riihren von jenen Punkten des urspriinglichen 
Polygons F',,: her, welche bei der Operation ’ = w(qm) sich selbst 
zugewiesen werden, Diese Punkte w — ich nenne sie in der Folge kurz 
die Fixpunkte der Operation w — haben eine wichtige arithmetische 
Bedeutung, deren Kenntniss uns in der Folge sehr niitzlich sein wird. 
Es ist niimlich die Anzahl der fraglichen Punkte des Polygons F y+: 
identisch mit der Classenanzahl der Formen (P, Q, R) der Determi- 
nante D——4n und zwar sowohl der urspriinglichen Formen, als 
derjenigen des Theilers 2; die Punkte selbst aber sind reprisentirende 
Punkte jener Classen. In zahlreichen Fillen, wo F,,,; selbst ein Ge- 
schlecht p > 0 hat, sinkt das Geschlecht des Polygons F,) auf p= 0 
herab; in diesen Fallen ist alsdann F,,; entweder elliptisch oder 
hyperelliptisch. 

Um jetzt aus den Modulformen erster Stufe vermége der Trans- 
formation n'* Ordnung besonders einfache Gréssen des Polygons F',) 
herzustellen, schreibe ich die Operation w in der nachfolgenden ho- 
mogenen Gestalt: 


, i , Vn 
(12) w) of =e, of 
Auch diese homogene Operation w hat die Periode zwei. Ist alsdann 
f(@,, @,) eine Modulform erster Stufe, so setze man: 
(fs Vn 
f' (@,, @2) — (2 ae * ) 
und bilde in diesem Sinne aus den ganzen Modulformen g,, g,, A die 
sechs Ausdriicke: 
(13) $+9, B+9, NA. 
Dieselben sind nicht nur Modulformen der [,4:, sondern wir kénnen 
tiberdies gleich noch aussagen, dass sie bei Ausiibung von w erhalten 


bleiben oder einen Zeichenwechsel erfahren, je nachdem in (13) das 
obere oder untere Zeichen gilt. 
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Eine Modulform, welche sich bei Ausiibung einer Substitution 
der Ty: bez. [(,) nur erst bis auf einen numerischen Factor repro- 
ducirt, nennen wir dieser Gruppe oder auch ihrem Polygon adjungirt. 
Von Gréssen dieser Art, wie solche ja z. T. in (13) bereits vorliegen, 
benutze ich aber weiter noch /A und }/A, welche Modulformen durch 
Austibung der homogenen Substitution (12) in //A’ bez. j/A’ itber- 
gehen mégen. Auf Grund des bekannten Verhaltens der Wurzeln aus 
der Discriminante A zeigt man, dass fiir » = 3h-+ 1 die Form /A’ 
bei einer Substitution v der [,4; sich um den gleichen Factor fndert, 
wie )/A; fiir » = 3h — 1 ist dies freilich nur erst bei /A der Fall. 
Allgemein werden wir demnach in (/A’ + /A), fir n=3h+1 
iiberdies noch in (//A’ + j/A) eine der [41 adjungirte Modulform be- 
sitzen; gegentiber w wird dieselbe erhalten bleiben oder Zeichenwechsel 
erfahren, je nachdem das obere oder untere Zeichen gilt. 

Stets haben wir endlich in 


(14) 'VNA 

eine der [,,,: adjungirte Modulform, und ein Gleiches gilt auch noch 
yon der Quadratwurzel aus diesem Ausdruck, Die Modulform (14) ver- 

= 

halt sich bei Substitutionen v der [,4: gerade so wie A™ ; iibrigens 
ist die Form (14) sehr hiiufig mit dem Quadrate einer Modulform A 
identisch, oder sie lisst sich auch wohl als lineare Combination der 
unterschiedenen zum gleichen » gehdérenden Formen B herstellen. Wir 
werden weiter unten Beispiele dieser Art kennen lernen. 


Die siimmtlichen angefiihrten Modulformen zeichnen sich dadurch 
aus, dass sie weder im Innern des Polygons F,4:, noch auch in einer 
der beiden Spitzen unendlich werden kénnen. Sie sind demgemiss 
ganze algebraische Functionen von g, und g,, und wir bezeichnen sie 
in diesem Sinne kurz als ganze Modulformen. Fiir diese ganzen Modul- 
formen gilt nun der nachfolgende wichtige Satz: Ist — v die Dimen- 
sion einer eingelnen der Tn41 entweder im absoluten Sinne zugehdrigen 
oder adjungirten ganzen Modulform, so ist die Gesammtordnung des 
Verschwindens derselben auf dem Polygon oder der Fliche F41 durch 
rer y gegeben; ich werde diese Zahl in der Folge kurz als Werthig- 
keit der fraglichen Modulform auf F’,,, bezeichnen. 

Wie man sieht, kann es vorkommen, dass die Werthigkeit einer 
ganzen Modulform eine gebrochene Zahl ist; es miissen alsdann Null- 
punkte gebrochener Ordnung auftreten, obgleich wir mit einer auf 
der Fliche F,4; eindeutigen Form zu thun haben. Es stellt sich 
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dieses Vorkommnis bereits ein, falls man die Modulformen erster Stufe 
92, J, als eindeutige in der J-Ebene existirende Gréssen betrachtet; 


da verschwindet g, im Grade 5 bei J =0, g, aber im Grade A bei 


J=1. Auch im Allgemeinen kénnen Nullpunkte gebrochener Ord- 
nung auf der Fliche F',,; nur an solchen als ,,Ausnahmepunkte“ zu 
bezeichnenden Stellen eintreten, wo die Beziehung der Fliiche auf die 
@-Halbebene aufhért eine conforme zu sein. Es kénnen das bekannter- 
massen nur Punkte sein, wo J =O oder | oder oo ist; bei der ge- 
schlossenen Fiche F,,, treten ausserdem noch jene Punkte hinzu, in 
welchen bei der zur F,,,, fiihrenden doppelten Ueberlagerung Ver- 
zweigungen eintreten. 

Die in den Formeln (1) u. s. w. definirten ganzen Modulformen 
sind keineswegs stets alle von einander verschieden. So z. B. zeigt 
man bei » = 7 aus den vorstehenden Betrachtungen tiber die Werthig- 
keit, dass es tiberhaupt nur eine einzige ganze, zur [, gehdrende Form 
(— 2) Dimension geben kann. Es muss also die zweite Potenz der 
fiir die binare quadratische Form 

(P, Q, R) = (1, 1, 2) 
gebildeten Modulform B bis auf einen numerischen Factor mit der 
aus (2) fir <7 entspringenden Grésse P(@,, @,) identisch sein. 
Indem man die Coefficienten der beiderlei Reihenentwicklungen fiir 
eine und dieselbe Modulform einander entsprechend identisch setzt, er- 
geben sich arithmetische Resultate, welche als Verallgemeinerungen 
eines bekannten Jacobi’schen Satzes iiber die Zerlegung ganzer Zahlen 
in vier Quadrate angesehen werden kénnen. Im fraglichen Falle » =—7 
wiirde z. B. die Anzahl der Darstellungen von 4m in der Gestalt: 
dm = a? + a? + Ty? + Ty,’ 
vermége ganzer Zahlen x, y unmittelbar zuriickzufiihren sein auf die 


oben definirte Theilersumme ©, (m); zahlentheoretische Ergebnisse dieser 
Art habe ich andrenorts ausfiihrlich entwickelt. 


Il, 


Die Flichen F,,, fir »—11 und »—19 und die zugehdrigen Formen 
der Dimensionen —1 und — 2, 


Unter den fiir uns in Betracht kommenden Transformationsgrades n 
giebt es zwei, die zum Geschlechte p= 1 gehéren, es sind » = 11 
und » = 19. In beiden Fiillen aber miissen die Flaichen F,,) auf das 
Geschlecht p = 0 zuriickkommen, wie man aus dem Umstande folgert, 
dass sich die Substitution w durch das zweckmiissig fixirte Integral 
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erster Gattung uw der F,,; in der Gestalt wu’ = —w darstellt. Fysi 
wird sich alsdann iiber der ,,Ebene“ F’,) als zweiblittrige Riemann’sche 
Fliche mit vier Verzweigungspunkten anordnen lassen, welche letztere 
den urspriinglichen Formelassen (P, Q, R) der Determinanten D=——n 
und — 4m zugeordnet sind. In der That finden wir denn auch bei 
m= 11 die eine reducirte Form (1, 1, 3) fir D = — 11 und die drei 
(1,0, 11), (8, +2, 4) fir D — — 44, wihrend sich fir D=— 19 
die eine reducirte Form (1, 1, 5), fir D — — 76 aber die drei Formen 
(1, 0, 19), (4, +2, 5) anschliessen. Im einzelnen Falle sind die 
vier innerhalb F,,; gelegenen Fixpunkte von w mit den repriisen- 
tirenden Punkten ow der in Betracht kommenden vier Classen diquivalent ; 
insbesondere entspricht der auf der imaginiiren Axe gelegene Fixpunkt 
@ =i:/Ymn der ambigen Classe (1, 0,) der Determinante D—=—4n. 

Um nun gleich eine Reihe wichtiger Modulformen unserer Fliichen 
zu gewinnen, so beginnen wir hier zuvérderst mit dem Falle n = 11 
und specialisiren erstlich *j//A’A fiir » = 11; diese Form heisse kurz 
A, da sie uns in der That auch von einer der obigen Reihen A ge- 
liefert ware. Hier und in der Folge behalten wir uns immer noch 
vor, die einzelne Form mit einem zweckmiissig gewihlten numerischen 
Factor zu versehen; wie derselbe im Hinzelfalle gewahlt ist, geht stets 


aus dem Anfangsgliede der Reihenentwicklung hervor, und in diesem 
Betracht notiren wir hier: 


1 3 5 il 15 
mit: FF 3. Ss 2 ) 
(1) A= = (, —r—r+re +r — ou 5 


Sodann bilde man die Modulform B fiir die zu D =— 11 gehdrende 
biniire quadratische Form (1, 1,3); die Anfangsterme fiir B sind: 


to} 


(2) B= 2* (1427449 4 2rt 4 4 4--), 
2 


Die beiden Modulformen A, B sind auf F, einwerthig, und zwar 


liegen fiir A zwei Nullpunkte je von der Ordnung 5 in den beiden 


Polygonspitzen, wihrend B einfach verschwindet in demjenigen auf 
F, gelegenen Fixpunkte von w, welcher die eine Formelasse der 
Determinante D = — 11 reprisentirt; man wird dies Letztere mit 
Hiilfe einer kleinen Zwischenbetrachtung leicht von der Formel (6) 
des vorigen Artikels aus beweisen kénnen. Ueben wir die Operation 
w aus, so werden sich sowohl A wie B nur um einen numerischen 
Factor findern kénnen, da die transformirten Formen A, B dieselben 
Nullpunkte haben, wie die urspriinglichen. Jener zutretende Factor 


kann aber nur den Werth -+- 1 haben, da w die Periode zwei hat; 
man setze also: 








R. Fricke, 


Vii 
A(je., 208) — + A(,, @,) 
und entsprechend fiir B. Hier wahle man fiir w, und @, die Special- 
werthe @, = i, o, =)/11, womit ein in der positiven Halbebene ge- 
legener Quotient  getroffen wird, fiir welchen weder A noch B ver- 
schwindet. Es ist demnach evident, dass A und B durch w direct 
in sich transformirt werden: 
i Vii 
8) (im, “~ ) =4(@,, @), 
( . 
Vii R 
B(+, ol) _. B(@,, @,). 
Die Quadrate A? und B? sowie auch die linearen Verbindungen: 
(4) aA* + BB 
derselben bleiben gegeniiber den Substitutionen der [,) absolut in- 
variant. Eine solche Verbindung (4) ist aber auf Fix) einwerthig, und 
es kann durch zweckmiissige Wahl der Parameter a, 6 der Nullpunkt 
von (4) an jede gewiinschte Stelle von Fu1) gelegt werden. Als eine 
einwerthige Function der (111) wollen wir daraufhin 


(5) r(o) = (4) 


heranziehen; ihre beiden auf F’,, gelegenen Nullpunkte sind die Polygon- 
spitzen, wihrend sie in dem zur Determinante — 11 gehirenden Fix- 
punkte von w doppelt unendlich wird. 

Specialisiren wir die Form P(,, @,) der (—~—2)'*" Dimension fiir 
n= 11, so ergeben sich fiir die Reihenentwicklung derselben die 
Anfangsterme: 


6) P=(CZ) eter tart 4+ rt + Gr 4... 4. 


Diese Modulform wird nun in der Gestalt (4) darstellbar sein, und man 
berechne, um dieses zu verificiren, fiir A? und B? die folgenden An- 
fangsglieder der Reihenentwicklungen: 


‘ Qn \2 a ea ; 
(7) A — (=) {r—2r?—r+2ritret..-}, 
(8) Bt = (=*) {1+ 474 402+ 879 4 20r'+ 16r> 4 ---}- 
2 
In der That zeigt sich jetzt unmittelbar , dass die Gleichung 
o a 5 mp 
—>;4 4 ay Wau DP 


identisch besteht, insofern die linke Seite, nach Potenzen von r an- 
geordnet, gerade wieder auf die Entwicklung (6) zuriickfihrt. — 
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Analoge Entwicklungen finden in dem gleichfalls zum Geschlechte 1 
gehérenden Falle n = 19 statt. Man setze hier erstlich 
Sr 
1 8 
= Dr 
ay 
mit den Summationsbedingungen : 
x = y (mod. 2), x — y =2 (mod. 4), 
die hier ausfiihrlich formulirt wurden, weil sie aus den allgemeinen 
Formeln (7), (8), (9) des vorigen Artikels nur erst vermége einer 
kleinen Zwischenrechnung hervorgehen. Die Anfangsglieder der Potenz- 
entwicklung der Modulform 19'* Stufe A sind: 


a . 2 oe oe 
(9) amelie gt itg... : 
Hieran reihen wir die fiir die quadratische Form (1, 1, 5) zu bildende 
Modulform B, fiir welche die Anfangsterme der Entwicklung nach 
ansteigenden Potenzen von r die folgenden sind: 


(10) B= 2% (14 2rtaetet2rtparpates.). 
2 
Diese beiden Modulformen A, B sind auf der F,, von der Werthig- 


keit + und zwar entfallen zwei Nullpunkte je von der Ordnung 


; in die beiden ,, Ausnahmepunkte“ mit J = 0, welche F,, aufweist; 


der tibrigbleibende Nullpunkt spaltet sich aber fiir A in zwei je von 
der Ordnung + , die in den Polygonspitzen gelegen sind, wahrend B 


einfach in dem zur Formclasse D = — 19 gehérenden Fixpunkt von w 
verschwindet. Fiir die Ausiibung der Substitutionen w auf A und B 
bleiben unveriindert die Formeln (3) in Kraft (nur dass wir in der- 
selben 19 statt 11 einzusetzen haben); und wir gewinnen wieder in 
der durch (5) zu definirenden Modulfunction t(@) eine Hauptfunction 
der Tig), fiir welche Null- und Unstetigkeitspunkte auf F’,, durchaus 
wieder eben jene Lage aufweisen, die wir vorhin bei dem zu » = 11 
gehérigen t(@) auf dem Polygon F’,, bezeichneten. 

Die zu n = 19 gehérende Form P besitzt die Potenzentwicklung: 


(11) Pe EV +r +87 +40 + Trt +6754 12764 -..}, 

wihrend andrerseits die Quadrate der A, B die Anfangsterme besitzen: 
‘ g 2 6 ‘ 

(12) A2 —(=) {r x — 273 — 2rt 4 Bro teeest, 


(13) B= (=) {1 + 4r + 4r? a+ art 16r> + 1678 + ---}- 
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Als eine Bestiitigung unserer bisherigen Angaben diirfen wir an- 
sehen, dass die Gleichung: 


(14) —244i7B=P 


identisch besteht. Setzt man nimlich linker Hand die Entwick- 
lungen (12) und (13) ein und ordnet wiederam nach ansteigenden 
Potenzen von r an, so wird man zur Entwicklung (11) zuriickgefiihrt. 


Ill. 


Die dreiwerthigen Functionen r’(w) der Flichen 7, und 7’, und ihre 
Beziehung zu den r(). 


Wenn wir den Unstetigkeitspunkt der Function t(@) als untere 
Grenze fiir das iiberall endliche Integral w der Fliche F,,; des Ge- 
schlechtes p= 1 wihlen, so wird t(@) entweder direct mit der zu- 
gehérigen Function g(u) identisch sein oder doch eine lineare ganze 
Function von g(u) vorstellen. Wir gehen jetzt weiter darauf aus, eine 
Function t’(@) zu bilden, welche in gleicher Weise dem g’(u) ent- 
spricht; zu dem Ende verfahren wir, wie folgt: 

Jeder der beiden Ausdriicke: 


(1) {4% (@,de,— 0,40) 


stellt ein iiberall endliches Integral der Fliche F',,, vor; fiir den ersten 
Ausdruck ergiebt sich dies aus der algebraischen Theorie der elliptischen 
Gebilde, fiir den letzteren auf transcendentem Wege aus den Reihen- 
entwicklungen. Man darf also die beiden Differentiale von (1) direct 
einander gleich setzen und wolle dabei iibrigens fiir die ganze Modul- 
form t’ B® abkiirzend die Bezeichnung: 
(2) vB = E(@,, @,) 
einfiihren. Indem wir uns zugleich der Abkiirzungen: 

@. ’ @, \b zy 
® 4nd, Bo BB, B-(BYE 
bedienen, entspringt nach kurzer Zwischenrechnung fiir die ganze 
Modulform 11%" bez. 19 Stufe E die Definition: 


» _ 2rB, dA, o, dB, 
(4) Ly = — ee 


Als Anfangsterme der Potenzentwicklung der zu » = 11 gehérenden 
Form E der (— 3)" Dimension ergeben sich daraufhin : 


(5) E = (=) {1 —4r — 107 — 40r* — 52r' — 104r5 —.-- b> 
2 





(6) 
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wihrend sich fiir » = 19 die Entwicklung anschliesst: 
; ° 2r Dy 5 
(6) B=(2%) {1—2r— 49? — 1498 — 2274 4895 —...}. 


Es muss sich nun weiter E als eine ganze homogene Function 
dritten Grades von A? und JB? darstellen lassen, die wir sogleich 
in der Gestalt ansetzen kénnen: 


(7) E? = BS 4+ aB!A2?4+bBA' 4+ cAs, 


Die numerischeh Coefficienten a, b, ¢ bestimmt man durch Einsetzung 


der Reihenentwicklungen; es ergiebt sich als fertige Gestalt der alge- 
braischen Relation (7): 


(8) (fir n=11) E*? = BS — 20B'A? + 56 BA‘ — 4, 11 A’, 
(9) (fir n=19) E* = B’— 16 BA? + 64B°A'—4.19A8, 
Indem wir zu den Modulfunctionen zuriickgehen, werden wir beide 
Male in «' und t ein volles Modulsystem der Cn41 besiteen; die alge- 


braischen Relationen, durch welche diese beiden Grissen an einander 
gebunden sind, weisen alsdann die Gestalt auf*): 


(10) (fiir m==11) 7? = — 2?. 112e5 + 23.77? — 22.5741, 
(11) (ftir m= 19) vc? = — 2?. 1973 + 2%r? — 2'r +41. 
Die Transformation w der Fliiche F’,4; in sich stellt sich nun ein- 


fach durch Zeichenwechsel des tr’ bei unveriindertem t dar; eben dieser- 
halb wird fiir Z die Bedingung bestehen: 


(12) E (it , =F) == — E(@,,@,), (n= 11, 19). 


Uebrigens wird E auf F',,; beide Male je einfach in jenen drei Fix- 
punkten von w verschwinden, welche wir oben den drei urspriinglichen 
Formclassen der Determinante D = — 4n zuzuweisen hatten; im Falle 
nm== 19 kommen fiir E noch zwei weitere Nullpunkte hinzu, welche 
in den beiden Ausnahmepunkten mit J = 0 gelegen sind. 


Man kénnte noch fragen, wie sich die Relationen (10) und (11) 
gestalten, wenn wir sie auf die Normalform: 


9° = 49° — ne — 9s 
umrechnen, und welche Werthe daraufhin die absolute Invariante J 
fiir unsere beiden elliptischen Gebilde »m = 11 und n = 19 besitzt. Um 


*) In etwas andrer Gestalt findet sich die fiir »=11 angegebene Relation 
(10) in der ersten der beiden in der Einleitung genannten Arbeiten von Hrn, 
Kiepert; man vergl. Formel (320) daselbst. 
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Verwechslungen zu vermeiden, wollen wir die hier in Betracht kom- 
menden Werthe der rationalen Invarianten etc. statt durch die gewohn- 
lichen Bezeichnungen immer mit den entsprechenden deutschen Buch- 
staben benennen. Man findet alsdann als Normalgestalten unserer 
algebraischen Relation dritten Grades: 


(ur mam) yt dye — Bh y Ast, 


(fiir m= 19) yp’? = 4y> — = p— er 
Von hier aus berechnet man fiir die rationalen Invarianten die nach- 
folgenden Zahlwerthe: 


2 
(firn=11) g ==", y= “1, D=— 11, 








(fir n= 19) g—=—>-, = —s = — 193; 


fiir die absolute rationale Invariante ergeben sich demgemiiss endlich 
die beiden Werthe: 


o 2°. 313 ao Qi2_ 73 
S=— pape SS wie 


IV. 


Darstellung von g,, g,, A durch die Formen A, B, E der Flichen 
F,, wad F,,. Rationaler Ausdruck von J durch rt, rv’. 


Die Brauchbarkeit der formentheoretischen Schlussweise bewihrt 
sich nun vor allem bei der Darstellung der Modulformen erster Stufe 
durch die fiir unsere beiden Flichen F,4, zu Grunde gelegten Formen. 
Um mit » —11 zu beginnen, so gehen wir hier auf die schon in 
Artikel I erwahnten Verbindungen (g,’ + g,) etc. zuriick. Offenbar 
hat (g,-+g,) als eine zur Fliche F441) gehérende ganze Modulform der 
Dimension (— 4) auf derselben zwei einfache Nullstellen und ist als 
solche eine ganze homogene Function zweiten Grades von A? und B?: 


(1) 92 + 9. = a Bt + 6B A? + cAt. 


Andrerseits ist der Quotient von (g,,—g,) und BE eine eindeutige 


1 
2” 


Function der Fi), so dass die vier Nullpunkte je der Ordnung 


welche das Product BE auf F(x: aufweist, durch ebensoviele Nullpunkte 
von (g,., — g,) compensirt werden miissen. Im ganzen ist aber (g,’—g) 
auf Fy,, nur zweiwerthig; ausser den vier Nullpunkten der Ordnung 


: , welche (g,,—g,) au den vier Verzweigungsstellen der tiber Fu) 
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zweiblattrig angeordneten Fliche F’,, aufweist, kénnen also keine 
weiteren Nullpunkte auftreten. Es gilt demnach der Ansatz: 
(2) 92 — 9. =4- BE. 
Zur Bestimmung der numerischen Constanten a,..., d in den An- 
sitzen (1) und (2) setze man links und rechts die Potenzentwicklungen 
nach r ein, verschaffe sich dabei aber stets noch eine iiberzihlige 
lineare Gleichung fiir die a, b,.., um die in bekannter Art berechneten 
Werthe der a,.. einer Controlle zu unterziehen. Nach Beendigung der 
Rechnung wird man durch Combination von (1) und (2) g, und g,’ 
einzeln berechnen; die so entspringenden Endformeln fiir die Darstellung 
von g, und g,' durch die zu n = 11 gehdrenden A, B, E sind: 
(3) 12g,, 12g,’ 25.11 A*—2'.23 A? B°+ 61 BY 2?.3-5BE, 
wo das obere Zeichen fiir das urspriingliche g,, das untere aber fiir 
die durch Transformation 11‘ Ordnung entspringende Form g,’ gilt. 

Im weiteren bilden wir uns den Ausdruck: 
(4) _Va—VO_ 

AE(aA?+b Be ’ 

wo @ und b zwei zuniichst noch nicht niher bestimmte Constanten sind. 
Nach den friiheren Regeln haben wir in (4) eine auf F) eindeutige 
Function, und deshalb muss der Zithler von (4) in jenen vier Punkten 


in der Ordnung 5 verschwinden, in denen das Product AE eben 


dieses Verhalten zeigt. Dann bleibt fiir den Zahler (3) ein einziger 
Nullpunkt auf F() tbrig, und wir wollen jetzt a und b derart bestim- 
men, dass (a.A?-+ bB?) an eben dieser Stelle verschwindet; offenbar gilt 
alsdann dic Gleivhung: 

VA’ —VAR = AE(aA?+bB). 
Indem wir wiederum die Reihenentwicklungen eintragen, ergiebt sich 
nach ganz kurzer Rechnung: 
(5) VX —VA=AE(11A2?—B?). 
Man bemerke nunmehr, dass /A’A mit 115A! identisch sein muss. Die 


beiden Gréssen YA und —j/A’ sind demgemiiss die Wurzeln « der 
nachfolgenden quadratischen Gleichung: 


(6) xv? + AE(11A?— B*)x — 115A? = 0. 

Die Wurzel aus der Discriminante dieser quadratischen Gleichung muss 

also rational in A, B und FH ausdriickbar sein; das ist in der That 

der Fall, und wir erhalten als Ausdriicke fiir VA und YQ: 

(7) 2VA, 27’ =AB(23-11 A4—3-7A2 B?+ B+ A E(B? — 11’). 
Fiir die Darstellung von J durch t und ¢ wiirden die Formeln 

(3) und (7) bereits ausreichen; der Vollstiindigkeit halber mégen wir 
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indessen hier bei m = 11 auch noch die Ausdriicke fiir g,, g, hinzu- 
setzen : . 
(8) 2169,,216g,’ = 7 (2°. 11? A®—2°.3-11A4B?+-2!.3-23.4°B'— 5-19B*) 
+ 2-3? B E(28-11 A? —37 B?). 
Die analoge Behandlung der Transformation n= 19 ist deshalb etwas 
schwieriger, weil auf Fi», ein Ausnahmepunkt mit J =O existirt. 
In demselben verschwindet EF in erster Ordnung, B, g, und g,’ aber 


in der Ordnung i Aus der Betrachtung der Werthigkeit ergiebt sich 


demnach, dass der Quotient von (g,— und BE eine lineare Func- 
? I2 — 92 

tion des zu Fix9, gehérenden tr sein muss, die in jenem Ausnahme- 
punkte einfach co, in irgend einem andern Punkte aber einfach zu 0 


wird. Ist also (A? —xB?) diejenige Verbindung, welche im Ausnahme- 


punkte im Grade . verschwindet, so wird der Ansatz gelten: 


(4? —« BY) (9 —g) = BE(a A? + BB). 

Aus den Reihenentwicklungen berechnen wir in bekannter Art: 

, 10 B H(5 A?-—3B* 
(9) "= p 7 ae ? 
so dass wir insbesondere noch als Werth der eben mit x bezeichneten 
Zahl x = 1 erhalten. Nun ergiebt eine leichte Fortsetzung der formen- 
theoretischen Ueberlegung fiir (g.-+-g,) den Ansatz: 
(B*— A)(g, +9.) = a B® + BBA? + y BA + 0A’, 

dessen numerische Coefficienten wir wieder in gewohnter Weise be- 
rechnen. Die entspringende Formel combiniren wir mit (9) wnd finden 
solchergestalt die nachfolgenden Ausdriicke fiir go, gy: 
(10) 12(A?— B’)g,, 12(A?—B*)g, = 

2°.3-19A®— 24.211 A‘ B?4+ 3-503.4°B!—181 B°=- 60 BE (5A?—3 B?). 

Besonders interessant gestaltet sich im gegenwiirtigen Falle die 

Untersuchung der Discriminante A, weil niimlich (Va + Vd) der 
Fliiche Fy9, als Modulform (— 2)'* Dimension adjungirt ist. Der 
Quotient von (Va + Vd) und AB ist demgemiss die Wurzel einer 
rationalen Function von t, und man bestiitigt sofort, dass Verzweigungen 
nur im Ausnahmepunkte mit J =O und in der Spitze @ = ico von 
Fis) eintreten kiénnen. An ‘diesen beiden Stellen von F149) wird unser 
Quotient, wie eine formentheoretische Betrachtung lehrt, oo im Grade 


3 bez. > und man findet solchergestalt weiter, dass — 


3 Va+Va 
reyes: = AB 





. a. Se | i 7 





Zur Transformationstheorie der elliptischen Functionen. 485 


eine lineare ganze Function von t sein wird, Die Bestimmung der- 
selben geschieht in gewohnter Weise und fithrt auf die Formel: 


i 
A® B(B*— 8A? 
(11) VO + VE a4 SOs. 
(7B — 4) 
Des ferneren haben wir fiir JNO die Darstellung: 


20 


3 

(12) VR 0 eer 
(Vea) 

denn es stimmen die rechte und linke Seite dieser Gleichung erstlich in 


betreff ihrer Nullpunkte auf Fis) tiberein, ausserdem aber im Anfangs- 
gliede ihrer Potenzentwicklungen. Die beiden Werthe: 














3 8 wt a 
(13) A *(B—A) YB, A * (BA YH 
miissen demzufolge die Wurzeln der quadratischen Gleichung sein: 
(14) x? — (B’—8 BA’)x + 19A® = 0. 


In der That fiihrt denn auch die Discriminante dieser Gleichung 
(B—8 BAY — 4.19A8 
direct auf die rechte Seite der Gleichung (9) des Art. III d. h. auf E? 
zuriick, und wir erhalten als Ausdriicke fiir A, VB die folgenden: 
1 
(15) 2VL, 25 a4 iB: —8Ba +E) 
(Vea) 





Die rationalen Darstellungen von J(@) in t und 7 lassen sich jetzt 
einfach durch Quotientenbildung aus den beziiglichen voraufgehenden 
Formeln ableiten. Dergestalt ergiebt sich erstlich fiir den Fall n = 11 
aus (3) und (7) nachfolgende Gleichung fiir J(@)*): 

(25, 1122 — 2, 23¢-4 61 — 22.38.57’)? | 
(16) 432J =~ (23. 11e?—3.%e+1—1iee +r)? 
analog folgt zweitens fiir den Fall n = 19 aus (10) und (15): 

’ (c—1) (25.3, 197324. 211 22+ 3. 503 — 181 —2? *.3. bt’ (6r —8))* 

(17) 27J —=-—-— = or, aaa 


Entsprechende Formeln bestehen fiir die transformirten J’=J(11@) und 
J’ = J(19@); wir brauchen in der That in (16) wnd (17) rechter Hand 








*) Formel (16) findet sich wieder in unwesentlich modificirter Gestalt bei 
Hrn. Kiepert 1. c. Formel (325b). 


Mathematische Annalen, XL. 32 
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nur das Zeichen von tv zu wechseln, wm die gemeinten Darstellungen 
von J’ eu gewinnen. Indem man dann weiter jeweils aus den beiden 
Formeln fiir J und J’, sowie der zwischen t und 1’ bestehenden Re- 
lation (10) bez. (11) Art, III die beiden Gréssen 1, r’ eliminirt, wiirde 
man die Modulargleichung erster Stufe tir n= 11 bez. 19 explicite 
gewinnen. Inzwischen wiirde diese Eliminationsrechnung eine sehr um- 
fiingliche werden, so dass wir den Complex der drei Gleichungen: 
(18) J=f(t,vt), J’ =f(t, —7’), g(t, t') =0, 

die wir in den beiden Fallen » = 11, 19 explicite hergestellt haben, 


als Ersatz fiir die fertige Modulargleichung F(J, J’) = 0 vorschlagen 
wollen. 


¥. 


Die zum Geschlechte » —2 gehérenden Flichen F,4; bei » = 23 
und 31 und die zugehérigen zweiwerthigen Gréssen. 

Unter den Primzahlordnungen » = 4h + 3 gehdren die beiden 

n == 23, 31 zum Geschlechte p= 2; hier haben wir also mit hyper- 

elliptischen Gebilden zu thun. Beide Male hat die Transformation w 

der Fliche F,4; in sich sechs Fixpunkte, insofern wir drei urspriing- 

liche Formelassen der Determinante D—— m ‘und ebenso viele fiir 

D =—4n besitzen. Die reducirten Formen unserer beiden Determinan- 
ten D = — m sind die folgenden: 


(fiir m = 23) (1,1,6), (2,+1,83), 
(fir n = 31) (1,1,8), (2,+1, 4); 


fir D = —4n brauchen wir die reducirten Formen nicht besonders 
anzugeben. 

Da unter den eben angegebenen Formentripeln sowohl bei 23 wie 
31 nur eine ambige Form auftritt, so besitzen wir in beiden Fiillen 
zwei Modulformen B. Die beiden zur F,, gehirenden Modulformen B 
sind gegeben durch: 


(1) Bo (1427 42rt 4415+ 495 +4 2794 --.), 

(2) B= (1424? + Br Bet 4 Beh 4 2r8 4 279 4 --.), 
wiihrend sich fiir den Fall n = 31 die beiden Formen anschliessen : 
(3) BZ (14+ 2r42rt+ 454274 --.), 

(4) B == (142724 Bet 4 25 4 Br! 4 Br 4 ++), 


Die zu den ambigen Classen gehdrenden Formen B sind hier beide 
Male vorangestellt. 
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Modulformen A definiren wir jetzt weiter durch die Bestimmung: 
(5) 2A=B—B. 
Die Anfangsterme der Reihenentwicklungen fiir die A sind: 


(6) (w= 23), Am = (r—r— 4x48 — r+ .-.), 
(7) (n=31), Am (rrr pst...) 


Die erstere dieser beiden Modulformen steht zur Discriminante A in 
der nachfolgenden Beziehung: 


(8) A=V&(Q30,, @,).A(@,, @,). 

Man bilde sich nunmehr die lineare Verbindung («4+ BB), wo 
a und # variabele Parameter sind. Diese Verbindung wird zwei mit 
dem Quotienten « : 8 bewegliche Nullpunkte auf F’,4; besitzen; bei 
n = 31 kommen ausserdem noch zwei feste Nullpunkte je von der 


Ordnung + in den beiden Ausnahmepunkten der beziiglichen Fliche 
hinzu. Bei dieser Sachlage werden wir in beiden Féillen in 


(9) t(@) = $ 


eine zweiwerthige Function der Fliche Fy41 haben. 

Jede hyperelliptische Fiche liisst eine Transformation in sich von 
der Periode zwei zu, bei welcher ihre zweiwerthigen Functionen un- 
verindert bleiben; wir wollen zeigen, dass diese Transformation fiir 
unsere Flichen einfach durch w gegeben ist. Man zieht namlich aus 
(6) Art. I leicht die Folgerung, dass die beiden Nullpunkte von A in 
die Polygonspitzen fallen; daraus ergiebt sich dann, wie bei » = 11, 
und 19, so auch fiir » = 23 und 31: 





(10) A(S2, °F") —A(@,0,), (n= 23, 31). 
Nun gilt weiter jedenfalls der Ansatz: 
B (ie, on) = «B(a,, @,) + AA(@,, @,). 
n 


Nimmt man hier , sehr klein, so folgt aus (6) Art, I naherungsweise : 
ifn B(—a,, na) = B(na,, @,) = * Bia, , @.) 


und also ist in Folge der Gestalt des Anfangsgliedes in (1) bez. (3) 
nothwendig x1. Da aber w die Periode zwei hat, so ist nothwendig 
4=0. Wir haben also das Resultat: 


ay BCS, I") _ Be, 0), (n= 23,31); 


32* 
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durch (10) und (11) aber ist unsere Behauptung iiber die Bedeutung 
der Substitution w fiir die hyperelliptischen Flichen F',,; bewiesen. 

Auf einer hyperelliptischen Fliche giebt es oo? fiquivalente Systeme 
zu je vier beweglichen Punkten; wir kénnen dieselben durch die 
Systeme der Nullpunkte von: 


(12) aA?+ BAB+ yB’ 
geben. In dieser Gestalt muss sich dann auch die Modulform (—2)'* 


Dimension P(@,, @,) darstellen lassen; in der That bestehen die 
Relationen: 


(13) (mn = 23), 12P — 24A? — 32AB + 11B’, 
(14) (n=31), 4P=— 8A?—16AB+ 5B’ 

Aus Identitiiten dieser Art lassen sich, wie schon in I bemerkt, 
immer eigenartige zahlentheoretische Gesetze folgern. Die Entwicklungs- 
coefficienten der quadratischen Verbindungen A?, A.B, B* driicken sich 
als Anzahlen von Darstellungen des vierfach genommenen jeweiligen 
Exponenten m durch gewisse quaterniire Formen wie 

a+ y® + 232? + 230? 
aus; die durch die Coefficienten auf der rechten Seite von (13) bez. 
(14) festgelegte lineare Verbindung jener zahlentheoretischen Functionen 
von m liefert alsdann den linksseitigen Entwicklungscoefficienten 


12®,, (m) bez. 4,, (m), wo ®,(m), wie schon in I bemerkt, die Summe 
aller gegen » primen Divisoren von m ist, 


VL. 


Bildung sechswerthiger Gréssen FE, + fir n — 23,31. Beziehung 
derselben zu den r. Die Moduln Y, Z. 


Unter den Formen (xA + 4B) giebt es im ganzen sechs, bei 
denen die beiden mit x, 4 beweglichen Nullpunkte coincidiren. Das 
Product derselben nennen wir f(A, B) und bezeichnen die Quadrat- 
wurzel aus dieser ganzen homogenen Function sechsten Grades durch 
Es ist alsdann E eine ganze Modulform (—3)'* Dimension der F',+:, 
welche wir hernach mit A und B zu einem vollen Modulsystem dieser 
Flache zusammenstellen. 

Um einige Anfangsterme der Reihenentwicklung von EF zu erhalten, 
ziehen wir, wie schon in Artikel III die Integrale erster Gattung der 
Fliche F,4; heran. Braucht man A,, B,, EZ, in demselben Sinne wie 
in III, so ist erstlich das allgemeinste auf algebraischem Wege her- 
gestellte Integral erster Gattung der F,4:: 
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a f Bid Ay oo - (x A, +AB,); 


andrerseits aber gewinnen wir auf transcendentem Wege als allgemeinstes 
iiberall endliches Integral der Fi,41: 


(3) fwateBa -(@,da@, — o,da,). 


Nimmt man @ = ioo als untere Grenze des Integrals, so wird in 
dessen Potenzentwicklung nach y im allgemeinen ein Anfangsglied 
a,r auftreten. Nur bei einem particuliiren Integral fallt dieses Glied 
aus, und dieses besondere Integral entsteht aus (2) fir 4 =O, aus 
(3) aber fiir 4’ = 0. Demgemiiss werden wir setzen diirfen: 


(4) fz -(B,dA, — AydB,) = c } A*: (@, da, — @,da,) 


und finden von hieraus unter zweckmissiger Auswahl von ¢ fiir E,: 


(5) E, = By dAy _ ,, dB, 


a’ e.l.lUe 
eine Formel, welche wieder analoge Gestalt aufweist, wie die ent- 
sprechende Gleichung (4) des Artikel III. Aus (5) ergeben sich nun 


sehr leicht die nachfolgenden Anfangsglieder der Reihenentwicklungen 
fiir die Modulformen E unserer beiden Grade n: 


(6) (bei n= 23), B=(=) {1—r—5r*— 107821 rt 2295 
— 50r* — 4477 — 857% —.--}, 
(7) (bei n=31), B= (i) {1 —r—3r?—3 98 — 13r4— 189° 
-— 277° — 3677 — 5978 —..-), 
Um den Ausdruck von E? in A und B explicite kennen zu lernen, 
bilden wir den Ansatz: 


Ee = B’+aBA+ dBA? + cB A' + dBA‘ + eBA® + fA® 
und tragen die Potenzentwicklungen fiir A, BD, E ein; nach ziemlich 
kurzer numerischer Rechnung ergeben sich in gewohnter Art die Werthe 


der Zahlencoefficienten a, b,.... Man findet als fertige Gestalt des 
Ausdrucks von FE? in A und B: 


(8) (fiir n=23), E?——19A%—2! A’ B+2.3?.5.A‘B? 
—2-53 A? BS4-3.19 A? Bt — 2.74 B+ Be, 

(9) (fiir n=31), E*==—3A®—23 Ao B+2-3.11A'B? 
—2.53 A? B’ +61 A? Bt —2.7A B+ Be, 


Will man ein volles System von Modulfunctionen der einzelnen 
Fliche F,4; haben, so wird man zweckmissiger Weise: 
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(10) t(o) =F, (0) = j 

neben einander stellen. Diese beiden Modulfunctionen sind dann fiir 
n == 23 mit einander verkniipft durch die algebraische Relation: 

(11) 2? + 194° + 162° — 9024 4+ 106r° — 57x? + 144 —1 = 0 
wiihrend an Stelle von (11) im anderen Falle n = 31 die nachfolgende 
Gleichung tritt: 

(12) c?+3r°+ 825 — 66rt 4+ 106° — 61 r? + 14r7—-1—0. 


Aus den numerischen Coefficienten der Gleichungen (11) und (12) 
kénnte man nun wieder die absoluten Invarianten unserer beiden 
hyperelliptischen Flichen berechnen. Es ist indessen noch eine an- 
dere Bemerkung, die wir hier an die Gestalt der Gleichungen (11) 
und (12) kniipfen wollen. In den sechs Punkten mit + = 0 nimmt 


der reciproke Werth « von t sechs Werthe an, die sich aus der alge- 
braischen Gleichung: 


(fiir n—=23), a* — 1425+ 572 — 10625 + 902? — l6x — 19 = 0, 
(fir m=—31), w* — 142° + 6lat — 1062° + 6627— 84— 3—0. 


berechnen. Es sind dies jedesmal diejenigen sechs ,,singuliren‘‘ Werthe 
des Moduls x, welche den zweimal drei urspriinglichen Classen 
quadratischer Formen der Determinanten D —=— mn und D = — 4n 
entsprechen. Da folgt nun aus bekannten Siitzen der complexen Multi- 
plication der elliptischen Functionen, dass die linken Seiten der beiden 
letzten Gleichungen reducibel sind, indem sie in Producte je zweier 
irreducibeln cubischen Ausdriicke zerfallen. Die Rechnung bestitigt 


dies, indem sie in der That die nachfolgenden zerlegten Gleichungen 
liefert: 


(fiir n—=23), (a —3a*+22+1) (@—112?+ 227—19) = 0, 
(fiir m—=31), (@—5a2?+6a2-+1) (a&®— 92?+10%2— 3) =—0. 
Aus der Lage der sechs Fixpunkte von w im Polygon F,4; zieht 
man endlich den Schluss, dass in beiden Fillen der erste Factor die 
singuliéren Moduln der Determinante D = — 23 bez. D = — 31 liefert, 
wihrend die beiden zweiten Factoren in den letzten Gleichungen in 


demselben Sinne zu den Determinanten D — — 92 und D = — 124 
gehéren. 





Die in den beiden letzten Formeln geleisteten Zerlegungen der 
ganzen Functionen sechsten Grades fiihren uns in jedem der beiden 
Falle » = 23 und 31 zu zwei neuen Modulformen (—2)'«" Dimension, 
die wir fiir » = 23 durch die Quadratwurzeln definiren: 





on soo toot Gao 2 ee 2 ee 
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(13) eS ee 
Y¥(a,, @,) = / ABs — 11 A? B? + 22 A B— 19 A’. 


Die Nullpunkte der ganzen Modulform Z sind die drei reprasentiren- 


den Punkte der urspriinglichen Formclassen der Determinante D = — 23, 
diejenigen von Y die repriisentirenden Punkte der urspriinglichen 
Classen D = — 92; hier verschwinden unsere Modulformen auf F,, 


je in erster Ordnung, ausserdem kommt sowohl fiir Z als Y noch ein 
Nullpunkt der Ordnung > in jeder der beiden Polygonspitzen hinzu. 


Da nur Y auf der imaginiiren @-Axe einen Zeichenwechsel erleidet, 
so ist: 


Z (a als) = Z(@,, @.), 


(14) din a 
¥ (ja, 2") — ¥(@,, @,). 


Als Anfangsterme der Reihenentwicklungen fiir unsere beiden neuen 
Modulformen gewinnen wir im vorliegenden Falle n = 23: 


1 
Za(Z2) 7? (ltr peter —2rt4x--), 
(15) y 
= (2%) +* (1 —3r — 2? — 47 + Crt bis 
y=(=)1 (l1—3r—2) 4734+. 6rt+ 2r ). 
Im anderen Falle, nimlich fiir » = 31, haben wir zu setzen: 
(Z\o,,0,) AB — 5B + OBB + A, 
ly(o,, 0.) =/AB* — 942 B? + 104° B — 3A, 


zwei Modulformen, deren Nullpunkte wieder dieselbe charakteristische 
Lage haben, wie diejenigen der Formen (13); nur kommt hier ausser- 


(16) 


dem noch jeweils ein Nullpunkt der Ordnung = im einzelnen Aus- 


nahmepunkte J = 0 des Polygons fF, hinzu. Auch die Gleichungen 
(14) bleiben unveriindert bestehen, und wir gewinnen insbesondere 
noch als Anfangsglieder der Potenzentwicklungen fiir die Modulformen 
Z, Y der Stufe 31: 


1 


Z = (22) 0? (1p ae pr2+3r3—3rt+ 69+»), 
(17) . 


4 


1 
y=(2")r? d —2r—3r? — + r!— Gr...) 


@» 
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Vil. 


Darstellung der Modulformen erster Stufe durch die Moduln A, B, ete. 
der Flichen F,, und F,,. 


Bei der Darstellung der Modulformen erster Stufe g, etc. in den 
Gréssen A, B, E etc., die zu m= 23 und 31 gehéren, gehen wir 
wieder dieselben Wege, wie in den schon erledigten Fillen » = 11 und 
m=19. Um hier vorerst den Fall » — 23 fiir sich zu behandeln, so 
bemerke man, dass g, +g, als Form (—4)'* Dimension auf dem 
Polygon F'gs, vier Nullpunkte aufweisen wird und demnach mit einer 
ganzen homogenen Function vierten Grades von A und B identisch 
ist. Die Differenz gy, — g, wird dagegen, da sie noch bei der Opera- 
tion w das Zeichen wechselt, das Product von E in eine lineare 
homogene Function von A und B sein. Indem wir die Coefficienten 
in der iiblichen Weise bestimmen, erhalten wir fiir g,,g, die Formeln: 


6g, +69, —=+5 (25-3? At— 2.3.19 43 B4- 24.59 A? B? 


(1) —2!.5? A B8+53 B), 
6g, —69,—= — 25-3? E(2*A — 11 B). 


Wir behandeln demniichst /A’ + YA, welche beiden Gréssen dem 
Polygon F's) adjungirt sind und auf demselben Nullpunkte in der 


Gesammtordnung 6 aufweisen. Davon entfallt sowohl fiir /A’ + /A 
wie fir /A’ — /A ein Nullpunkt der Ordnung > in dié Polygonspitze 
@ = 100; es miissen also noch weitere Nullpunkte der Ordnung + 


auftreten, und diese kénnen der Natur der Sache nach nur in jenen 
sechs Ecken des Polygons Fs) gelegen sein, welche die Fixpunkte 
der Operation w sind. Es kénnen nun jedenfalls in den numerischen 
Coefficienten der Formeln, welche YA’ + /A in A, B ete. darstellen, 
nicht jene irrationalen Zahlen enthalten sein, welche wir soeben als 
singulare Moduln t den Determinanten D = — 23 und D = — 92 
zuwiesen; denn die Entwicklungscoefficienten in den Reihen nach r 
fiir unsere Moduln sind ausnahmslos rationale Zahlen. Die einzelne 
der beiden Gréssen WA’ + /A wird demnach immer in den drei 
Polygoneckpunkten von F's3,, welche wir der Determinante D——23 
bez. der anderen D — — 92 zugewiesen fanden, iibereinstimmendes 
Verhalten aufweisen. Im Hinblick auf die Formeln (14) des. vorigen 
Artikels entspringt solchergestalt das Resultat: /A’ + /A ist das 
Product der Modulform Z in eine ganze homogene Function verten 


Grades von A und B; VX’ —YVA aber ist das Product von Y in eine 
ebensolche Verbindung der A, B. 





am = we, nn - 
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Bei der Berechnung der Coefficienten dieser Verbindungen der 
A, B bestitigt die Hinzunahme einiger Controllglieder die Richtigkeit 
unseres Schlussverfahrens; wir erhalten die Formeln : 


Vi + VO =Z(2?- 538A! — 2-5-1943 B+ 2. 37A? B? 
—3-7AB + By, 
VN —VA=Y(2-7A!4+2-71149B—2-3?-5A42B? 
+ 17AB  — B'), 


(2) 


Durch Combination der erhaltenen Formeln driicken wir g, und VA, 
sowie dann weiter A selbst aus und kénnen daraufhin ohne weiteres 
J (sowie auch J’) als rationale Function von t und 7’ hinschreiben. 
Wir fiihren diese Rechnungen hier nicht mehr explicite durch, da sie 
keine Schwierigkeiten darbieten, wihrend andrerseits die betreffenden 
Formeln etwas umfanglich ausfallen. 


Bei m = 31 beginnen wir mit der Behandlung der Discriminante, 
da hier die beiden Gréssen (—2)'*" Dimension VB + as dem Polygon 
Fs) adjungirt sind. Die Werthigkeit von /A + j/X’ auf Fis, ist 


*, und da bei @ = oo ein Nullpunkt der Ordnung = gelegen ist, 
so bleibt fiir die tibrigen Nullpunkte nur noch die Gesammtordnung 2 


iibrig. Es treten also noch weitere Nullpunkte der Ordnung + auf, 


und da ist es sofort wieder deutlich, dass /A + j/X’ den Factor Z 


aufweisen wird, VB - JX aber den Factor Y. Man bilde sich darauf- 
hin die beiden Modulfunctionen: 


welche dem Polygon F's:) adjungirt sind, und bestimme deren Null- 
und Unstetigkeitspunkte im Polygon. Unter Riicksicht auf das Ver- 
halten von A, B etc. in den beiden Ausnahmepunkten mit J = 0, 
welche F;, aufweist, gewinnt man leicht die Ansitze: 


6 ;-- 6 »— 6; -— 
VOa+VA B+aA Vo—VS _ —B+bA_ 
(3) ae ae ae eee | O y wil aapiaameiniandciass  o 
VA(B+%A}? VA(B + x4)? 
Hierbei ist unter B + «A diejenige lineare Verbindung von A und B 
verstanden, deren einfacher Nullpunkt auf Fs: in jenen Ausnahme- 
punkt failt. 
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Indem wir die drei Zahlen a, b, x in tiblicher Weise berechnen, 
finden wir bei der Gelegenheit zugleich wieder eine Bestitigung unserer 
Ueberlegung. Aus den entspringenden Formeln berechnen wir hier 
iibrigens gleich die Ausdriicke fiir Va, VW selbst, als welche sich 
ergeben: 

(4) 2V/h, 2/8 = Z(B tnt Si te ; 

VA(3A — BY 
Merken wir uns daraufhin an: Die beiden beweglichen Nullpunkte 
der linearen Verbindungen von A und B auf Fy, fallen fiir (3 A —B) 
in die zwei Ausnahmepunkte. Uebrigens lisst sich noch eine neue 
Bestiitigung unserer Untersuchung dadurch bewerkstelligen, dass wir 
die beiden Formeln (4) mit einander multipliciren: 


4VQN /A2(3A—B)'= 7(B—14)?— ¥2(B—5A)?. 
Indem wir niimlich hier fiir Z? und Y? ihre Ausdriicke nach Formel 
(16) des vorigen Artikels substituiren, miissen bei der Entwicklung 
der rechten Seite alle Glieder bis auf eine Potenz von A fortfallen. 
Die Rechnung bestitigt dies wirklich; sie ergiebt die Schlussformel: 
16 

6 31A° 

(5) V4 =.—— > 
(/s4—B) 

welche wir auch auf directem Wege leicht erhalten hiitten. 

Die beiden Modulformen (g,’-++g.) besitzen auf Fs:, die Werthig- 
keit (54 x); und zwar liegt ein Nullpunkt der Ordnung a im Aus- 
nahmepunkte mit J =0. Die beiden Producte: 

(6) (92 +92) (B—34A), (g2'—g2) (B—34) 

werden demgemiiss an der in Rede stehenden Stelle in der Ordnung 
2 verschwinden; damit stimmt iiberein, wie man durch leichte Fort- 
setzung der Betrachtung sieht, dass der erste Ausdruck (6) mit einer 
ganzen homogenen Function fiinften Grades von A und B identisch 
ist, wahrend der zweite Ausdruck das Product von E in eine eben- 
soleche Verbindung zweiten Grades von A und B vorstellt. Die fertigen 
Gestalten dieser Verbindungen berechnen wir in der bisherigen Weise 
und finden: 

6(g. + 9,) (B—3.A)= 13-37 B’— 5171 BY! A+25.5-11° Bs A® 
(7) — 21.23.83.B?A3-42'.3?.131BA!—2°.5- 23.49, 

- | @.'—9g,)(B -3.4)=20 E(4B?—17A B+ 16 2). 
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Die Darstellung von J durch die beiden Moduln 31% Stufe x 
und ct’ lisst sich nun wieder ohne Schwierigkeit angeben. Die be- 
treffende Formel fallt sogar noch ein wenig einfacher aus, als die 
analoge fiir m = 23, so dass wir dieselbe hier wirklich angeben wollen; 
wir setzen sie etwa in die Gestalt: 


VJ-6)/c[(13 5— 23-5. Trt 23. 41 23— 53224 197 — 1) 
(8) }—2'(5-722?—2?.32-+41)] =1—3r- [(2°. 5. 235 — 2.32. 131 
+ 24.23-83r3—25.5-112r2-+-51717—13-37)—23 3.51 (24121772). 


Die beiden Gréssen t und tr’ sind dabei, um es zu wiederholen, an 
einander gebunden durch. die Relation: 


(9) vt? == (1 — 5 + 6c? + 2°) (1 — 9c 4+ 102? — 34°), 
Fiir die Darstellung von J’ = J(31q@) haben wir nur in (8) das Vor- 
zeichen von t zu wechseln; die so entspringende Gleichung ist uns 


dann im Verein mit (8) und (9) im gewohnten Sinne ein Ersatz der 
Modulargleichung erster Stufe fiir » = 31. 


Vill. 


Die zur Ordnung » = 47 gehdrende Flaiche F,, und die zugehdrigen 
Modulformen B und F. 


Fiir die Behandlung des Transformationsgrades » = 43 sind die 
in I zu Grunde gelegten analytischen Hiilfsmittel noch nicht aus- 
reichend. Die Fliche F’,, ist vom Geschlechte py —3, und auf ihr 
besitzt die Operation w vier Fixpunkte; Fi43) gehért demnach zum Ge- 
schlechte p = 1. Von den drei iiberall endlichen Integralen der Fliche 
F,, liefern die Ansitze des Artikel I nur erst zwei, und die Her- 
stellung des dritten Integrals auf algebraischem Wege, wozu freilich 
die Ansitze zur Hand wiren, wiirde sich zu umstindlich gestalten. 

Bei dieser Sachlage gehe ich sogleich zum Falle n = 47, der sich 
als leicht zuginglich erweist. Die reducirten Formen der Determinante 
D = — 47 sind: 


(1) (1, 1, 12), (2, +1, 6), (3, ° l, 4), 

diejenigen der Determinante D — — 188 aber: 

(2) (1, 0, 47), (8, +2, 16), (7, +6, 8), 

so dass die Operation w auf F,, zehn Fixpunkte besitzt, die wir zur 
Halfte der Determinante D = — 47, zur Hilfte D = — 188 zuzu- 


weisen haben. Die Fliche F,, ist vom Geschlechte p — 4, und dieser- 
halb hat Fy47) nothwendig das Geschlecht p = 0; denn bereits eine 
Flache des Geschlechtes p = 1 liefert, doppelt iiberdeckt und mit zehn 
Verzweigungspunkten versehen, das Geschlecht p= 6. Merken wir 
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uns demnach als erstes Resultat: Die Riemann’sche Fliche F,, ist 
hyperelliptisch, und es bedeutet w jene Transformation der Periode zwei 
der Fliiche F',, in sich, bei der die zweiwerthigen teenies unver- 
dndert bleiben. 

Zu dem gleichen Resultate gelangen wir nun auch auf functionen- 
theoretischem Wege. Da unter den fiinf quadratischen Formen (1) 
nur die erste ambig ist, so erhalten wir nach I fiir n= 47 drei 
Modulformen B, deren analytische Darstellungen wir durch leichte 
Umsetzungen in die Gestalt iiberfiihren: 


a? +47 y? 


B ee 22 : 4 het 1 9 
; -=) » &=y (mod. 2), 
zy 
2+ 477? 
B= 2=> , * x =y (mod. 4) 
= » «= . 4), 
zy 
i ad 
Ba 22>’, * » «&=y (mod. 6), 
Wg 9 


Statt diese drei Formen direct zu gebrauchen, erscheint es indessen 
zweckmissig, mit folgenden linearen Combinationen derselben zu 
rechnen : 


B,=>(B+B"), B,=t(B—B"), B,= , (B’— B"); 


die Anfangsterme der Potenzentwicklungen fiir diese letzteren Modul- 
formen sind: 


B, = = (Ltr 8+ Qrtt rot 84 9 4 p24 Bett + ...), 
(3) B, = = (r—r — 76 — P47 +r? + rtf ...), 
Bate Go Ae bo 


Uebrigens ist die dritte dieser Modulformen abgesehen von einem 
numerischen Factor mit *j/A’- A identisch, und die Form (— 2)" Dimen- 


sion: 
P= (= nF {23 + 12 So, (m) nl 


m==1 


ist als quadratische Verbindung der B in der Gestalt: 
P= 23 B,? — 34B,B, + 47B, B, — 32B,B, + 8B; 
darstellbar. 


Da die B zufolge (3) offenbar von einander linear-unabhingig sind, 


so wird die lineare Verbindung: 


(4) xB, + «,B, + %,B 
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auf F’,, eine doppelt-unendliche Schaar von Systemen zu je vier be- 
weglichen Punkten festlegen. Anders ausgesprochen heisst dies, dass 
die B, zu homogenen Coordinaten der Ebene gesetzt, die Fliche F,, 
auf eine ebene Curve vierter Ordnung abbilden. Aber eine solche 
Curve kann, wofern sie nicht zerfallt, héchstens das Geschlecht p = 3 
aufweisen. Also ergiebt sich: Die Curve vierter Ordnung der B ist. 
nothwendig ein doppelt-iiberdeckter Kegelschnitt, womit der hyperellip- 
tische Charakter von F',, wiederum evident ist. 

Dass aber zwischen den drei Moduln B eine quadratische Relation 
besteht, sieht man auch so: Unter den sechs quadratischen Verbin- 
dungen der B verschwinden fiinf in den Polygonspitzen. Diese fiinf 
geben, mit (w, dw,— ,d@,) multiplicirt und integrirt, fiinf Integrale 
erster Gattung von F’,,: zwischen ihnen besteht also eine lineare Rela- 
tion identisch. Was die Gestalt dieser Relation angeht, so haben wir 
mit Riicksicht auf (3) fiir dieselbe jedenfalls den Ansatz: 

B,? = BB, + aB, B, + bB,. 
Indem man aber hier die Entwick'ungen (3) eintrigt, kommt a—b—0, 
so dass die drei Moduln 47 Stufe B durch die algebraische Identitit 
an eimander gebunden sind: 
(5) B,? — B, B, =0. 


Als zweiwerthige Function der Fliche F’,, schlagen wir darauf- 

hin vor: 
B B 

(6) ej ao 
Die beiden Nullpunkte von t liegen in den Polygonspitzen von F’,, ; 
die Lage der beiden Unstetigkeitspunkte ist hier indessen nicht naher 
angebbar; nur dass sie nicht coincidiren geht aus spiteren Formeln 
hervor. Natiirlich kann r(@) auch als Hauptfunction des Polygons 
Fux, aufgefasst werden. 


Um jetzt eine Modulform E zu erhalten, die mit B, und B, ein 
volles System von Modulformen der Fliche F',, bildet, gehen wir in 
gewohnter Weise auf die iiberall endlichen Integrale zuriick. Man 
bezeichne zu diesem Ende die in den Klammern der Formeln (3) 
stehenden Potenzentwicklungen abgekiirzt mit 6,, B,, B, und hat 
dann erstlich, auf transcendentem Wege gebildet, als die vier tiberall 
endlichen Integrale der Flaiche F;,,: 


@) —fA,d0, fiA.do, fepao, 6,%do. 


Um die Integrale andrerseits auf algebraischem Wege zu bilden, be- 
zeichne man durch f(B,, B,) diejenige ganze homogene Function 
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zehnten Grades von B,, B,, welche in den zehn Fixpunkten der 
Operation w je einfach verschwindet. Die Wurzel aus diesem Aus- 
druck ist alsdann unsere Modulform E: 


(8) E= /f(B,, B,); 

fiir die Integrale aber erhalten wir die vier Ausdriicke: 

9 B, dB, — Bd B, 3-9, jn, 1. 2. 28 
np ae 8 82, 


Aus den Anfangsgliedern der Potenzentwicklungen ist nun sofort 
evident, dass das Integral (9) fiir » — 0 mit dem vierten Integrale (7) 
identisch zu setzen ist. Von da aus erhalten wir alsdann fiir E die 
Darstellung: 


(10) (fy E(@, , @,) = 7 B, - f:5hs— Br db 


so dass sich insbesondere als die Anfangsterme der Reihenentwicklung 
dieser Modulform die nachfolgenden berechnen: 


(ll) E= (=y P(1—3r—r? + 4+ tae wee 
— vr + 30r!0 — 12r'! +-. 

Um E? durch B, und B, auszudriicken, d. h. um den ae 
von f(B,, B,) explicite zu bestimmen, haben wir nun wieder die 
Reihenentwicklungen zu benutzen. Es ergiebt sich solchergestalt als 
algebraische Relation zwischen E, B, und B,: 

(12) EB? = B,*°— 6B, B, + 11BSB, — 24B,7B3 + 19B,°B,' 
— 16B,°B,° — 13 B,'B,° + 30B 3B, — 38B,°B,s 
+ 28B,B,9 — 11B,". 
Zu einem vollen ah von Modulfunctionen der F’,, stelle ich 
, E 
(13) t(@) = Zz «6 (o)= Bes 
zusammen; beide Gréssen on om an einander gebunden durch die 
algebraische Gleichung zehnten Grades: 
(14) c'?— 1 — 64+ Ile? — 24e3 + 1924 — 167° — 134° + 3077 
— 3818 + 287° — 11r'®, 


Substituiren wir in (14) rechter Hand r-! =~ und setzen t’ = 0, 
so kommt in: 
(15) 2° — 6294+ 11a’ — 2427 + 192° — 1645 — 1344+ 302° 
— 38a? + 284 —11—0 
die Gleichung fiir die zehn singuliiren Moduln 2, die zu den Deter- 
minanten D = — 47 und D= — 4-47 gehidren. Die Gleichung (15) 
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muss demgemiiss reducibel sein, indem ihre linke Seite sich in zwei 
(im natiirlichen Rationalitiitsbereich irreducibele) Factoren fiinften 
Grades zerlegen wird. Dem ist in der That so; denn es spaltet sich 
(15) in die beiden Gleichungen: 


 ((D = — 4D) e—ai+ e+ a—224+1=—0, 
= we =— 188) 2 — 5a!+ 52° — 152? + 62 — 11 = 0..*) 
Dass wirklich die erste dieser beiden Gleichungen die singuliren 
Moduln der Determinante D — — 47 giebt, die zweite aber diejenigen 
von D = — 4-47, folgt leicht aus der Werthevertheilung von t auf 
dem Polygon F’,,. 

Im Anschluss an die Gleichungen (16) kann man gerade wie bei 


n = 23 und 31 zwei Modulformen Z und Y vermége der Gleichungen 
definiren : 


(17 gd 8 B+ BB,+ B? B?— 2B, B+ B,, 
Y=/ BB —5 Bi +5B 3B, —15B/2B2+6B, BS—11B,, 


fiir welche man als Anfangsglieder der Entwicklungen nach ansteigenden 
Potenzen von 7 findet: 








8 
(18) Z= ( = y r” (A—r? + 7? — 24! — 7 — 295 4- 279+ 2rl?+...), 


3 

(19) You (=) vr? (1—2r—r? — 83+ 4rt+ 4754 2764347 — 875 
— 6r°— 14r+..-), 

Die Modulform Z, ebenso wie Y, verschwindet in jeder der beiden 

Spitzen des Polygons F,, je im Grade 33 ausserdem wird Z einfach 

Null in jedem der fiinf repriisentirenden Punkte der Formclassen 

D=—4i7, Y aber in den fiinf im gleichen Sinne za D = — 188 

gehérenden Punkten des Polygons F’,,. Fiir die Wirkung der Operation 

w auf Z und Y finden wir: 

i 47 
Z (s2, a) — Z(a,, @»), 
(20) 


Y (Je, ol) _ — ¥(,, a). 





Fiir die Darstellung der Modulformen erster Stufe in den vorauf- 
gehend gewonnenen Gréssen entwickeln wir leicht die Ansitze: 

*) Die hiermit gegebene Zerlegung der Gleichung (15) konnte deshalb 
miihelos aufgefunden werden, weil die linke Seite von (15) fir «—--1 die 
primzahligen Werthe — 19 bez, — 43 annimmt, 
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By! (92 + 92) = aB YS + OBB, +---, 
B4(g2 — go) = E(a B+ BB? B,+---), 
sowie andrerseits zur Gewinnung des Ausdrucks von A: 


B (VB + (BR) = Z(BY + aBSB,+-->), 
B(/& — VB) = Y(B, + «BSB, +---). 


Die Bestimmung der numerischen Coefficienten in diesen Ansiitzen, 
welche man natiirlich wie bisher leisten kann, erfordert hier indessen 
bereits ein wenig umstindliche Rechnungen; wir fiihren dieselben des- 
halb nicht mehr explicite durch. 


IX. 
Grundlagen fiir die Behandlung der Transformation der Ordnung »—71. 


Die beiden niachstfolgenden Fille » = 59 und 67 gestalten sich 
fiir die zur Verfiigung stehenden Hiilfsmittel wieder weniger einfach; 
dagegen ist ~ = 71 auf’s Neue sehr zuginglich, so dass wir hier 
wenigstens noch die Grundlagen fiir diesen Grad entwickeln wollen. 

Die Classenanzahlen fiir die urspriinglichen quadratischen Formen 
der Determinanten D—— 71 und D=—4-71 sind beide Male 
sieben; die betreffenden reducirten Formen sind: 


— 71, (1, 1, 18), (2, +1, 9), (3, +1, 6), (4, +3, 5), 
D = — 284, (1,0, 71), (3, +2, 24), (8, +2, 9), (5, +4, 15). 


Die Riemann’sche Flaiche F,, ist vom Geschlechte p—6 und lisst 
sich als doppelt iiberdeckte Fliche Fim) mit vierzehn Verzweigungs- 
punkten anordnen. Wegen des letzteren Umstandes ist die Fliche Fim 
vom Geschlechte p=—0O, so dass F,, abermals eine hyperelliptische 
Fliiche ist. 

Da unter den sieben Classen der Determinante D = — 71 nur 
eine ambig ist, so besitzen wir im Ganzen vier Modulformen B, welche 
durch die Reihenentwicklungen zu definiren sind: 





. 2 pny? : epuy 
mie : 
~ > r “* , #==y(mod.2); yo 5, #=y(mod.4); 
(1) ‘ 2+71 y a+ Ty? 
© —— 2 4 ¥ = . 
iat fe ", x==y (mod.6); _ r  , ¢=3y (mod.8) 


Statt indessen mit diesen vier Moduln direct zu operiren, nehme man 
wieder zweckmiissige lineare Combinationen derselben, fiir deren Potenz- 
entwicklungen dann insbesondere die Anfangsterme zu gewinnen sind: 





ee ee ee a ee eS ee ee ee 
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B, = = (14 2rt + 2x5 4 264 ...), 


B, == (r— rs —r8 ++), 


(2) 


By = (? — rt — rh — +...) 


B= (PF —rA—+-- 





Eine Modulform (— 1)'*" Dimension der F,, ist auf dieser Fliche 
sechswerthig. Wiahlt man also die vier B zu Coordinaten eines Raumes 
von drei Dimensionen, so erscheint die Fliche F’,, eindeutig auf eine 
in diesem Raume gelegene Curve sechster Ordnung bezogen. Ohne 
nun die Frage zu entscheiden, ob iiberhaupt eine nicht-zerfallende 
Raumeurve sechster Ordnung das Geschlecht p—6 aufweisen kann, 
ist in unserem Falle sofort deutlich, dass die C, der B eine doppelt- 
tiberdeckte Rauwmcurve dritter Ordnung sein wird. Wir leiten dies ein- 
fach aus dem Umstande ab, dass zwischen den B drei linear -unab- 
hiingige quadratische Relationen bestehen. Es giebt niimlich neun 
quadratische Verbindungen der B, die in den beiden Polygonspitzen 
verschwinden und demzufolge durch Integration auf Integrale erster 
Gattung fiihren; zwischen diesen neun quadratischen Verbindungen 
miissen also drei lineare Identitiiten bestehen. Da nun drei linear- 
unabhiingige Fliichen zweiten Grades keine nicht-zerfallende C, ge- 
meinsam haben kénnen, so ist unsere obige Behauptung betreffs der 
C,, bewiesen und damit auf’s Neue der hyperelliptische Charakter der 
Fliche F,, dargethan. 

Als die Gestalten der drei in Rede stehenden quadratischen Rela- 
tionen der B ergeben sich leicht: 

BY? ~ 5 — B;(B, + B,) =0, 
(3) B,; + B? + B,B, — B,B,=0, 

: BY? — B, (B, + B;) =0. 
Wenn man nimlich die linken Seiten dieser Gleichungen nach an- 
steigenden Potenzen von  entwickelt, so treten jedenfalls keine Glieder 
mit einem Exponenten »v <7 auf. Die einzelne quadratische Ver- 
bindung (3) miisste also, wofern sie nicht identisch Null wire, in der 
Spitze @ = ico des Polygons F(z) wenigstens einen Nullpunkt der 
Ordnung 7 aufweisen; das widerstreitet aber gegen den Betrag 6 der 
Werthigkeit einer Modulform (— 2) Dimension auf Fiz). Dass 
iibrigens die drei Relationen (3) linear-unabhingig sind, ist aus ihrer 
Gestalt ohne Weiteres evident; die Gleichungen (3) werden also die C, 
der B rein zur Darstellung bringen. 

Als zweiwerthige Function t(w) der F’,, benutze man etwa den 
Quotienten B,: B,; eine zugehérige 14-werthige Function t’(@) ge- 
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winnt man wieder leicht durch Vermittlung der Integrale erster Gattung. 
Die weitere Vervollstindigung in der Behandlung des Falles » = 71 
kann alsdann durch gewohnte numerische Rechnungen geleistet werden. 


Die besondere Einfachheit der Ordnungen » = 24h — 1 fanden 
wir iiberall darin begriindet, dass fiir diese Werthe m die zugehdrigen. 
Classenanzahlen quadratischer Formen besonders gross ausfielen. Man 
kann geradezu den Satz aufstellen: Erreicht fiir die Primzahlordnung 
nm == 24h —1 die Classenanzahl urspriinglicher Formen der Determi- 
nanten D—=-—n und —4n den Maximalwerth sae, so definirt 
die zugehdrige Modulargleichung erster Stufe ein hyperelliptisches Gebilde. 
Es scheint nun, dass die- Fille » dieses einfachen Charakters durch 
die voraufgehenden Untersuchungen bereits erschépft sind; wenigstens 
ist im niichstfolgenden Falle » = 167 die Classenanzahl 22, bleibt 
also hinter jenem Maximalbetrage bereits um 8 Einheiten zuriick. — 

Nichts wiirde hindern, unsere Betrachtungen nun auch auf zu- 
sammengesetzte Zahlen » auszudehnen. Dieselben sind zumeist sogar 
noch leichter zugiinglich in Folge der grésseren Anzahl zur Verfiigung 
stehender analytischer Ansiitze. Demgegeniiber erleidet bei den zu- 
sammengesetzten die klare Uebersichtlichkeit der geometrischen Ver- 
hiltnisse Einbusse, welche fiir primzahlige » in erster Linie durch 
die einfache Gestaltung des Fundamentalpolygons J’,,, begriindet ist. 
Es seien also unsere Betrachtungen zur Transformation erster Stufe 
der elliptischen Functionen mit dem Vorstehenden abgeschlossen. 


Berlin, im October 1891. 














Bestimmung einer binéren Form aus Anfangsgliedern ihrer 
; Covarianten. 


Von 


Paut Gorpan in Erlangen. 


Unter den associirten Systemen von Grundformen einer binairen Form 
f(%) = ay%," + na, x,"—*x, + (5) Ay Hy" Hy? +++, 


von denen jede Covariante von f in rationaler Weise abhingt, giebt 
es*), wie durch Hermite und Clebsch gezeigt wurde, zwei durch ihre 
Einfachheit ausgezeichnete von der Art, dass jede Covariante von /, 
bis auf eine Potenz von / im Nenner eine ganze rationale Function 
derselben ist. 

Es sind das einmal Formen zweiten und dritten Grades in den 
Coefficienten a, niimlich die geraden Ueberschiebungen von f iiber sich 
selbst nebst deren Functionaldeterminanten mit f: 


Ja = (6 6)" 5 Jao = (4,1), f) = Jf), 


andrerseits die ,,Schwesterformen“ G, welche bereits in der elementaren 
Gleichungstheorie auftreten. 


Fiihrt man namlich die Originalform f(#) durch die Substitution 
Dy == BY, — UY, Tq = AY, 
in eine Form F'(y) iiber (mit verschwindendem 2'" Coefficienten), so 
sind die Coefficienten von F(y) unmittelbar die Anfangsglieder der 
Schwesterformen G. p 
Nun lasst sich zwar, wie Hermite gezeigt hat, eine beliebige 
Covariante durch die G ausdriicken, dagegen fehlte bisher die Kennt- 


niss des allgemeinen Gesetzes, nach dem eine Covariante von / als 
Function der J zu bilden ist. 





*) Vgl. Gordan’s Vorlesungen iiber Invariantentheorie, herausgegeben von 
Kerschensteiner, Bd. II, § 34, sowie Gundelfinger’s Darstellung in Salmon-Fiedler’s 
Algebra der linearen Transformationen. II. Auflage pag. 451. 


33* 








504 ; : P. Gorpaw. 


Allerdings haben Clebsch und Gundelfinger Formeln gegeben fiir 
die Berechnung der J, welche diese (wiederum bis auf eine Potenz 
von f im Nenner) als ganze rationale Functionen 2'" Grades der G 
hinzuschreiben gestatten, so dass die Aufgabe auf die Umkehrung 
dieses Gleichungssystemes zuriickkommt; man begniigte sich aber damit, 
die Unbekannten G successive daraus zu ermitteln, indem man stets 
die bereits berechneten G in die nichste Gleichung einsetzte, um zu den 
Werthen der folgenden zu gelangen. 

Die damit gekennzeichnete Liicke wird im Folgenden ausgefiillt. 
Dabei stellt sich heraus (§ 3), dass die Lésung der in Rede stehenden 
Aufgabe gleichzeitig diejenige von zwei weiteren Aufgaben nach sich 
zieht, welche fiir die Theorie der binairen Formen eine grundlegende 
Bedeutung haben und iiberdies zu der neueren Theorie der Differen- 
tialinvarianten in enger Beziehung stehen. 

Die Frage nach der Darstellung der Formen G als Functionen 
der Formen J wird zuniichst auf eine einfachere reducirt. Man kennt 
nimlich a priori (§ 4) die Producte der J, welche auf der rechten 
Seite der Gleichungen fiir die G auftreten, und es handelt sich daher 
nur noch um-die Ermittlung der numerischen Factoren C, mit welchen 
diese Producte behaftet sind. Die nimlichen Gréssen C kommen in 
der That noch bei folgenden beiden Aufgaben vor. 

Man soll berechnen: 

1. Die Coefficienten a, der Originalform f als Functionen von 
@, a, und den Leitgliedern der Formen J. 

2.- Die Coefficienten a, als Functionen von a,, a, und den je- 
weiligen beiden ersten Coefficienten der Formen J, (nur dass fiir eine 
gerade Ordnung 2 von f die letzte Form J2, sich auf ein einziges 
Glied reducirt). 

Es wird dargelegt, wie man jede der drei formulirten Aufgaben 
aus jeder der beiden andern ableiten kann, so dass die Behandlung 
einer einzigen unter ihnen geniigt. (§ 3). 

Verlangt wird die independente Aufliésung eines Systems von in 
ebensoviel Unbekannten C quadratisehen Gleichungen von der besondern 
Beschaffenheit, dass stets die x'° Unbekannte in der x‘ Gleichung 
nur linear auftritt (§ 6). — 

Man kann allerdings nicht diese rationalen Zahlen C als indepen- 
dente Functionen ihrer Indices ausdriicken, indessen gelingt es doch, 
jenes System von quadratischen Gleichungen in éin solches iiberzufiihren, 
welches aus Recursionsformeln besteht, welche die C nur linear ent- 
halten von der Art, dass, nachdem die einfachsten der C direct be- 
rechnet sind, fiir die tibrigen geschlossene Darstellungsformeln resul- 
tiren (§ 11). 

Die Moglichkeit dieser Ueberfiihrung ist darin begriindet, dass die 
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als urspriingliche Unbekannte fungirenden Coefficienten a gegen die 
Mitte hin zu Producten a,a,_, combinirt erscheinen. Zum Schlusse 
werden die gewonnenen Darstellungsformeln der C einer Reihe von 
besonderen Fallen angepasst und aus ihnen die wirklichen Zahlenwerthe 
der C berechnet. (§§ 12, 13). 


Sf 
Die einfachsten Covarianten einer biniren Form. 


Die einfachsten Covarianten einer bindren Form: 


f= aya," + (7) Q, 2%," 2, + (5) G_2,"-*2,? +++, 
= A," = b,” == (%," 
sind: 
Jey _— (h; fy’ ‘ai (a b)?” az"—2"b,*-*", 
Jeov4i ~— (4, f)*’, f) a (a b)?” (ac) az"—2*—1h," -2¥ c,"—! : 
Ihre Anfangsglieder, niimlich die Coefficienten der héchsten in ihnen 
auftretenden Potenz von z,, sind: 
(a b)?” a,» 5°-* ‘ 
(ab)?*(ac)a,"—**—"b.” wee-t, 
und der Coefficient der zweithéchsten Potenz von x, in (f, f)®” ist: 
(ab)* a,*-**—*a,b,"-*", 
In den Bezeichnungen: 
dy = v! Vy Ay’, 
(ab)* a,"—2"b,"-* == 2(2v)! ay?” tay = 2(2v)! ag?” jus, 





(1) (ab) a,” 2v- ay b,” vy == (2v+1)! ay?’tfer4, 
(ab)? ( ae)ay n-2» “1D, n we, G—l ons (2v+ 1)! a ot tie gs 
hat man die Relationen*): 
( fi Oyu," + NY, 2," 12yQq + N(M—1)v,4,"-* 2,7 a9? -- -, 
x=2) 
* ° i 
tay == Jay = 3 > (=! *UxV2y xy 
x=0 
(2) x=29-+1 
Jov4s = sae i) >\(- 1)* Ox V2r44 _x(2v+ l —-%), 
2 x=0 
F =r : 
a1 = D4 JiJav — Javti- 





*) Die Grésse v, = 0 ist hierin nur dér Homogenitiit nd eingefiihrt, die 
Gréssen j, und i, werden beide = %. 
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Die Gréssen ig, und iz,4: geniigen als Anfangsglieder von Covarianten 
einer partiellen Differentialgleichung*); setzt man nimlich: 


Ov, = Ve-1 ’ 


so wird: 

0 iz, — 0; Otznp1 = 0, 
und: 

7” ‘ . 2 ° 

(3) 0); — 1; Ojay — 0; Ojer4t = M41 Jer 
Als Beispiel hat man fiir die Indices 1 bis 9 die Formeln: 

jh a By, 

. a 
(4) 2h — F > 

, 1 

Jg = U3 — 3%» 


3 


*) In den urspriinglichen Coefficienten a lautet bekanntlich diese Differential- 

gleichung: 95 94 94 9 
t t ® t t 
Fa, + 2% Ge, tO Ge, tM Ge, = °- 

Jede in den a ganze, homogene und isobare Function C, welche der vorstehenden 
Gleichung geniigt, ist das Leitglied einer Covariante von f; a) und die 4,,, é,, 44 
sind die einfachsten Lisungen der Gleichung. 

Da im Texte das Problem erledigt wird, die a (bis auf eine Potenz von a 
im Nenner) als ganze Functionen der 

Go, toy, tents 

darzustellen', so hat man dadurch zugleich jede weitere Lisung C (von der be- 


zeichneten Art) der obigen Differentialgleichung durch die einfachsten Lisungen 
ausgedriickt. 


Ferner findet hierdurch noch eine fundamentale Aufgabe aus der Theorie der 
Differentialinvarianten ihre Beantwortung. Setzt man nimlich: (vgl. Forsyth 
Messenger of Math. New. Ser. No. 202. 1888): 

vl ay_y=y, =! (v—1)! 0, _,a)"—* 
so geht die Differentialgleichung fiir C in diese tiber: 


a0 so _ 
um (n— 1) "Yn—1 Gy an®, 


? 


Cc C 
12m Fe +239) £7 + 8-4yy- 


Lisst man nunmehr y, den »" Differentialquotienten einer Function y von « 
bedeuten und ist C wiederum eine ganze homogene und isobare Function der 
yy 80 wird C zu einer Differentialinvariante d. h. es erfiillt die Functional- 
gleichung: 





(a d— be)“ Cc ax + b 
Cy, «) (ex4-a" (y, cx+d P 
Ihre einfachsten Lisungen 7’ entstehen aus den¢ durch die Substitution der-y an 
Stelle der a. Jede weitere Lisung ist wiederum durch jene ausdriickbar, Dem- 
nach lassen sich die Differentialquotienten y, als Briiche darstellen, deren Nenner 


eine Potenz von y, und deren Zahlér eine ganze rationale Function der y,, 9: 
und der ¢’ ist. . 
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° 1 2 
J4 = % — Vg HF FZ V2’, 
° 3 1 
Is = % — F%4% + Ms, 
° 1 ‘ 
, Jo = Uy — 4%; + 2% — > 5", 
(4) 
° 5 3 1 
Jn = Uy — F 1% HF 2% — 7 MY, 
7 7 7 
° 2 4 
Ja = Vg — 0407 + 0,04 — 030, + zr v,’, 
or cs 7 5 1 1. 
{Ja = % — 7 1% + 5 2% — x %3% + > M4 
und: 
. _= 
ty = %— 5%’, 
° i 
ty =— 03 + YY —~ =F v,", 
; Sct 
ty = Uy — 403 + >, 
— 1 £4 1 . 
 — — 0, + 0,0, — — 0203 — E13 + | MM’, 
° 1 ‘ 
ig = Up — 1%; + 0,0, — J 05°; 
(5) | 
\ ‘ 3 1 2.3 2 
ty = — 17 HF MG — 7 M25 HF 9% — 7 1% Fe M12 % 
9 
— 7 1%"; 
. 1 ‘ 
by = Vy — 1,07 fF VQVg — 505 +z 4”, 
° 5 1 1 2. 
ty = — Vy Yj 0g — > VQ + 3 V3s%6e— > 0s — 5 1 2 
2 2 1 P 
pd ‘nee ‘ Rg 2 
HF 102% > M0305 > VM" 
§ 2. 
Die Schwesterformen. 
Die Schwesterformen G, sind durch die Formel definirt*): 
; (af) az"—* = (Gs; 
man kann durch sie mittelst der Identitat: 


f(ab) = bz (af) — az (bf) 


*) Dabei bedeutet der Klammerfactor (af) das symbolische Product 


(ab)b2—*. 
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alle Covarianten von f als Quotienten ausdriicken, deren Zahler eine 
ganze Function der G und deren Nenner eine Potenz von f ist. 

Wendet man diese Operation auf die Covarianten J.an, so erhiilt 
map die Formeln:*) 


x=2y 


f?"—1 Jo, =>. —1)* (21,) & Ger, 
means 
£2" Joyas => (*2 ) Gs Geoy4i—x 


und, wenn man die Bezeichnungen einfiihrt: 


Jy = 2(2v)! f?3av5 Sanya = (241)! fQer413 Ge = «! f* Hy: 
x= 2 
i 1 
aay = => (H1)* He Hays, 
x=0 
x=2v-+1 


~ 1 \) ° ‘ 
Seq = WerFp ("He Hevys-2(20-+1—2x). 
x=0 


Als Beispiele mégen die Formeln dienen: 


(J, =O, 

de _— H,, 

33 = 4;, 

% = A, +5 Hy, 


ow 1 

Js = A, + = H,4H,, 
(6) i. Ome, 
Sc = A, + H,H, — zr A;?, 

= A, + > H,H,.— ; H;H,, 


38 — Hi, + H, H, or H, H, +7 ; H,?, 





jo = H, + 5 H,H, — > H,H, + + H,H,. 


Sie entstehen aus (5), wenn man die j und v durch die % und H 
ersetzt, und dabei bemerkt, dass H, = 0 ist. 


*) Vgl. Gordan’s Vorlesungen II. Bd., pag. 360, wo an Stelle der im Texte 
gebrauchten Zeichen J,,, Jor41> G, steht G,, H,,, u,. 


2y? 
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§ 3. 
Berechnung der Coefficienten von f aus den j und i. 


Die Formeln (4), (5), (6) lassen sich successive nach den v und 
H auflésen. Hat man z. B. v,, v,...v,-1 aus den j berechnet, so 
liefern die Formeln (4) resp. (5), den Werth von v,. In dieser Weise 
erhalt man z. B. fiir die: 


, a ae 
die Werthe: ile : alates ’ 


% = ji» 
° 1 .. 
Y= jot en's 
° S ao 1. 
= Js +o Jide + ele 
° Sx — le: e » 
= Jy — Ze THids — GI'Se + ans 
° Ss 3 eo ss % .. 1 sas aa 
ds — 5 I2ds FF Iida — Gq Isd2? + FIs — | Jide 
a j 
+ ays 
. - wre fT ee is .., Bh sins 
Is — Iad4 + Is" + FZ Je* + Hids — FR IIIs F |p Isa 
19 .o. S «sae B eae S xe 
+ {50 Jt Je” + 3 j*4, — 72 i‘de + @r 91 
° 8 .. a 2 Kae 5 .. 1.. 
dt — | Sods + FZ Ssda + Fy 52753 + | Aide Hy Sids” 


i a 
a heal | +a hd? — 105 J1d2d4 + ZI1 Is — Zo Is Jods 





Ta) 5 sas WM seca, * 2h5 T o¢; 1. 
(7a) — 30 It's FH gg Ida? + gg Sa'Is — Beg Jude FGI" 


° — - 5. tT. «2 8 .e- 
5 — bode + isd, — ZI? — Se! — Fp Ids” + Zee 


nN. 
v 


es 2... 199 ..9- O-s 2s 3B .9- 
+ Sidr — Fy Isd2ds + Sq I1927I3 — Ge IiIada + qr Je 


V,= { 
ll 4. ; 89 ..4. 1 .9- 1 .a- 41.9. 
— 70 jPj2ds— i260 Ji Jo + that Ghis sa J J1Veds 














eT. 9 sacx at re - 
— ah iet gate + aeivh— Geiat aa’ 


j 


ss 


Bs Bin is re 37 . 9; 41... 

— gdshit shda— Gide + fei iop/2/3J4 
31.9. 7. 7... @7 ... eh os 41... 
—~= 2 31072 Js + sist 9 1I8— Sy I1I2I6FI1I3I5— gs 15a” 


1823. . 28. .e- 81... ee: 87.9. ; 
= 3590) 1J2° + jaI1d27Ja = 30/1J2d3° + 452%, - 7/1 Jods 
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~ BIS t sehr est iit iit Li iy 
y= — ah’ Jeo + sain'hs am sapjttinds _ at “Ss 

+ sieoh ie + Spite — git oi. 
%=%, 
v= t, + 9 Ys 


. eas eo 
V3 = — ts + 4,4, + eu 


° rr = 1 i. 
_ oe 5.2 ‘4 
—eMy— Fe —Aats ty "tp + a ti, 
a Oe ee eee ee ae oe er 
Uy = — ts + = tots + tt, — Fs 1% ” gt eth + BY 1? 


were sy rose e 
hats dill Et+s Shit ti? ay 











— 1 1 
vere rr 
—~ 7" i~—< *" is+5 Th e+ a uM 
, is Ss _ i oe 
—&+ 7 ht, — 7 3% — 7 2 ts Hite — Yd 
Sins err _— i ee 
silie 2 £432 48 tgs 
y= tzu t skh — ¥ 4's +354 "tty + = t,°4, 
1 wee; A wae A og. zt ’ 
acs 5 ze £8 k 7 
Ta *s bo a %y ts + 755 41 ia 7" ’ 
(7b) § | 
: See Ra» &. 3 .9- - 2 j 
f — %— te MP tg ts — | 0? — g 8st — wat Po > 0274, — i, 0, 
a Peer 
+7 alias ~ Fo iyi,? i, +> = 8,24 — = *1 2% 
= } 
gap ag Leaps tgs | 
+7 tits +4 Ty? — 6 1 4s + ai sila 4 
1 
43 5, 
—B a,” — mi t3-+ rt *$+a sri 
wu Yee es eee ee ee 
sb FZ hat > stg + 5 tt; — 136 2 aes sno 2° 2s 
Ra ee 2 8 — eo 2 re 
3 2 
. a i FH 705 8243 4a Fy ty — ty ty 8 +4, #54, — > Gy, 
5... rr , ee 1 .4- BS .e+s 
4 i.2 2 2 2 
— suet sit Oy 79 1 hats — Fn tat Gy tet 
— 1 1 a Pores 
— qt hig Tao '1° 4" is + Fry — ea —- ts 
+ — 1 3531s eee 4,54,” 
ig" hile 1291 23 T 1991 a0 
isi += 4,74 24s 
\ ~ 611 8 7 rw 
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H,=0, 
H,=%:; 
A,=8;, 


f,=—3.— ; 32’, 

H.=33—§ Sends 

(Te) | Hp=35—323i+ y I+ | Ses 

H, =3)— $ MMs +7 Ww It 7 MIs» 

Hy= 33 — 9236+ 939s — : ce © Se — 35 80s? + 3%, 


5 © oe. Di Seine oe 
Ay= 39 — Zeit |Z IsSe— 5 ends — 7eg02 eT JO 20304 





Oa ai te 

{ —~ 310 S232 6 ss” 

Die 3 Formelsysteme (7) sind dquivalent, man kann jedes aus den 
beiden andern ableiten. 


Die Formeln (7a) und (7b) gehen in einander tiber mittelst der 
Relationen (2): 


tay = Jovy ty 13 et + jovpt == Qr+1 U Jay (fiir v> 0). 
Die Formeln (7a) entstehen aus den Formeln (7b), indem man die.i 


. durch § und die v durch H ersetzt und dabei bemerkt, dass: 
3: = H,=0 


ist. 
Die Formeln (7b) entstehen aus den Formeln (7a) dadurch, dass 
man in dem Aggregat: 
H, +i Hi+ i Hat: 


die § durch die ¢-ersetzt. 
Ich wil) mich deshalb von jetzt ab nur noch mit den Formeln 
(7a) beschaftigen, also mit der Auflésung der Formeln (2): 


R=N 
jxn= > (— 1) vy_rvr, 
(8) ” bee 
jv = sy > (—1)*ov-noe(N —2 R) 
R=0 


nach den v, von denen die erste gilt, wenn die Zahl N gerade ist und 
die zweite, wenn N ungerade ist. 
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§ 4. 
Die Producte der je 


Die Werthe der vy, welche man durch Auflésung der Formeln 
(8) erhalt, sind ganze*) Functionen der j also Aggregate von gewissen 
Producten P dieser Grossen. 

Bezeichnet man die Indices der j, je nachdem sie gerade oder 
ungerade Zahlen sind, durch w und vy, so haben diese Producte P die 
Form: 


Ma ‘My My My n 
4 q P 4 4 e+e 9 @ 
J», J, J Yq ” 


P= ji jy, te “Jug 
Die Anzahl der Factoren j,-und j, in P ist: 


m= Mm, + M,... Mp, 

n= % + NM... My. 
Der Grad in den Coefficienten von f ist 
(9) N= mw, + my My + + + Mp Mp $F My Y, My Vy + + + Mg Vy = My + My, 
eine Zahl, welche mit gerade oder ungerade ist. 

Jedem Producte P entspricht ein Zahlensystem: 

1%, , My... My, 1%, My. Me, 
und umgekehrt entspricht jeder Lésung: 

M,) My... Mp, My, My... Me 
der Formel (9) ein Product P, welehes in dem Ausdruck von vy 
vorkommt. **) 

In den Formeln (8) treten in den Summen rechter Hand Producte 
UrUy—r auf; die Factoren vg und vy_z sind Aggregate von Producten 
P, und P, der j. 

Ist: 

P, = J, Jp, ee “Jus jy. Fm eer Jy ’ 
so wird: 


ae ee Mp — Tp gh aS, ag — 8g 
P, Jus Jus Juy Jy, Jvg J Ly , 


q 


Die P, und P, haben in den j, und j, und den Coefficienten v 
von f die Grade 


*) Denkt man sich diese ganzen Functionen der j mittelst der Grisse j,=1 
homogen gemacht, so werden sie zugleich isobar. Ihr Grad und Gewicht wird 
dann gleich N. 

**) Dabei ist nicht ausgeschlossen, dass der numerische Coefficient eines 
solchen Productes P verschwindet; dies tritt jedoch, wie sich spiter zeigt, von 
einigen einfachsten Fillen abgesehen, nicht ein. 

***) Vgl. die Anmerkung zu Beginn dieses Paragraphen. 
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rer trys %p, 

S = 8, + S,+++ Sq, 

B= yy + Poly + ++ TpMlp + 8% A 8% +++ 89 Vy = Mu + S 
und: ' 

m—r, n—s, N—-R=m—",+n,—%. 


Die Zahlen R und S sind gleichzeitig gerade und ungerade. Im 
ersten und letzten Gliede der Summen in den Formeln (8) tritt das 
Product auf: . 

. UNV) = UN. 
Die tibrigen Glieder sind Producte von Gréssen v, deren Indices kleiner 
als N sind. Um alle P zu erhalten, welche gleichzeitig auf der rechten 
Seite der Formeln (8) vorkommen, wenn man fiir die v ihre Werthe 
in den j eintrigt, kann man zwei Wege einschlagen. 

Der erste besteht darin, dass man die Gleichung 


N=m + ”% 
auflést und zu jeder Liésung 
My» My, ++ 6, Mp, My, Mz, -~ oy My 
das zugehérige P bildet. 
Auf dem zweiten Wege stelle man alle Liésungen 
7 te ae eee 
M, — Ty) My —%o +++ My —Tpy Ny — Spy My — Sy ++ +> Mg — Sy 
der Gleichungen: 
R=r"+s; N-—-R=m—~u+m —% 
auf und bilde zu jedem die Producte P, und P,, 
Wenn man fiir R der Reihe nach alle Zahlen: 
3 eee 
nimmt, so bilden die Producte P, P, gleichfalls alle zur Zahl N 
gehérigen P. 
Die beiden Wege verhalten sich so zu einander, dass man auf dem 
ersten Wege P nur einmal erhilt, wihrend auf dem zweiten Wege die 


Factoren P, und P,, also alle Zerlegungen der P in zwei Factoren 
P, P,, erhalten werden. 


§ 5. 
Die Coefficienten C. 


Durch Auflésung der Formeln (8) erhalten wir fiir die v Ausdriicke 


der Form: - 
pa D 
vwn=> Cin, my-++Mmy , my myromy P 
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welche wir auch, wenn es ohne Missverstiindniss angeht, kurz so 


schreiben wollen: 
oy = >) Onn P; 


oder, wenn im Besondern die Indices: 


1p My 2 os My 


UN => P. 


Die Bestimmung der P ist im vorigen Paragraphen angegeben 
worden; will man also die v in den j wirklich ausdriicken, so kommt 
es nur noch auf die Berechnung der numerischen Constanten C an. 

Da die in den P vorkommenden j nur Exponenten besitzen, welche 
positive ganze Zahlen (0 eingeschlossen) sind, so kommen auch nur 
solehe C vor, deren Indices positive ganze Zahlen sind. Fiihren wir 
der Bequemlichkeit der Rechnung halber auch C mit negativen Indices 
ein, so wollen wir ein fiir alle Mal festsetzen, dass jedes C verschwindet, 
bei dem auch nur ein Index negativ ist. 

Die einfachsten der Coefficienten C entnehmen wir den Formeln 
(7a). Der Coefficient desjenigen Productes P, bei dem alle Indices 
m, » verschwinden, hat den Werth 1; denselben Werth haben die 
Coefficienten derjenigen P, welche nur aus einem j bestehen: 


Cio = Con =1. 


Die Producte jrjy-r haben, wenn N eine gerade Zahl ist, den Coef- 
ficienten : 


verschwinden : 


Gai=(—1)" fir R $ cal ’ 
Oy: = (— 1). 5 fiir R=, 
und, wenn WN eine ungerade Zahl ist, den Coefficienten: 


= 
Cy, = (—1)?41 =>. 


§ 6. 
Die Bestimmungsgleichungen der Coefficienten C. 


Denkt man sich die v aus den Formeln (8) ausgerechnet und 
dann wieder in dieselben eingetragen, so erhilt man die in den j iden- 
tischen Gleichungen: 


29 —_ es (— 1) Cn—r, n—s C,.,s ?, 
2Njixv= > (— 1)* Cr—r, n—s Cr,» P(m, — 2r, + nm, — 25,), 





cs @e =s& *sS @& 
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von denen die erstere gilt, wenn N eine gerade Zahl ist und die letztere, 
wenn N eine ungerade Zahl ist. Die Summen sind tiber alle Zahlen: 


Pin yn » «Tg tay ss iy 
Oh Fy My — To. .- My — py nm, — S$, Ny — So. + + My — Sq, 
welche den Gleichungen geniigen: 


mts—=—Ry m+n—N 
auszudehnen, und R hat alle Zahlen von 0 bis N zu durchlaufen. 
Da auf der linken Seite nur ein j steht, so verschwinden in unsern 
Summen die Coefficienten derjenigen Producte P: 


m “™., mM, *Mo 7”. 
P=j,, - , Sug Sy, Jy, ee *Iyd > 
welche mehr als einen Factor besitzen, bei denen also: 
(11) m+n>tl 


ist. Ist Formel (11) erfiillt, so gelten zur Bestimmung der C, je 
nachdem N, also auch m gerade oder ungerade ist, die Relationen: 


(12a) Ps -~ 1)" Cn-r, n—s C,,, = 0, 
(12b) Z_ (— 1) Cae, oe Or,0 (ttn — 2% + 1% — 25,) om 


in denselben sind die Summen iiber die r,, s, von 0 bis m, und n, 

auszudehnen. Jedem Zahlensysteme: 

hag Mg . .- Mipy 0,» Mg... Mey 

bei dem: 
m+n>tl1 

ist, entspricht eine solche Relation. 

Sind alle m,, m,—0, so geht der Ausdruck linker Hand in 
Formel (12a) in 1 iiber; verschwinden alle m, und alle m bis auf 
eines der letzteren, welches den Werth 1 hat, so erhiilt dieser Aus- 
druck den Werth 2; verschwinden endlich alle m , », bis auf eines 
der letzteren etwa ”, welches den Werth 1 hat, so hat der Ausdruck 
linker Hand in Formel (12b) den Werth 2. 

Die Formeln (12) sind, wie oben bemerkt, in der That Be- 
stimmungsgleichungen fiir die Coefficienten C; sind nimlich alle C, 
bei denen kein Index grésser und mindestens einer kleiner ist, als 
die Zahlen: 

19, hg... Mp, My, Heo My 
bereits berechnet, so liefern sie den Werth von C,,,». 

Ein Umstand tritt aber hier erschwerend auf, nimlich der, dass 
die C in den Formeln (12) in der zgweiten Dimension auftreten. Um 
diesen Uebelstand zu beseitigen, will ich aus ihnen lineare Bestimmungs- 
gleichungen fiir die C ableiten. 
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§ 7. 
Die Summen S,,, Sma, Tnn- 


Die Summen, welche in den Formeln (12) auftreten, will ich 
durch Sn, Sn,n, Tm,» bezeichnen, diese Formeln also so schreiben: 


Sn= Rs C..~2 C, —_ 0, 
Sn, a= P (— 1) Cu—r,n-s C,,s —_ 0, 
Tn, a= >) (— 1) Gur, ns Crsa(tthy — 24 + Mt, — 28) — 0. 


Sie gelten, wenn: 

m+u>ti 
ist und zwar die zweite, wenn m eine gerade Zahl ist, und die dritte, 
wenn ” ungerade ist. Ist jedoch: 


m+n<l, 


a Baas » 
von 0 verschiedene Werthe. 


Fiir m = 0 und m = 1 wird S,, = 1 bez. 2, also auch S,,,,,, wenn 
nm =O und zugleich m = 0 oder 1 ist. 
Ist m = 0 und » = 1, so verschwinden von den Indices: 


so haben die 


By, My 2 - 2 Me 
alle bis auf einen etwa m), welcher den Werth 1 erhilt; 7,,,, ist in 
diesem Falle = 29. 

Wir haben allerdings im vorigen Paragraphen festgesetzt, dass 
sich die Summation der: 


Ba, Baas > 
iiber alle Indices: 
Pua Ve «+ «Ging Mey Meee oh 
erstreckt. Wir diirfen sie aber auf alle Zahlen von —oo bis +00 aus- 
dehnen. Es treten dann nimlich nur solche Glieder hinzu, bei denen 
einer der Factoren C mindestens einen negativen Index besitzt, welche 
also verschwinden. 


§ 8. 
Identische Relationen zwischen den-C,, und den C,,,,. 
Die Differenzen: 
Me—2re und % — 2p, 
also auch die Differenzen: 
m—2r und n— 2s 
aindern ihr Vorzeichen, wenn man die Indices: 
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7p Vy soo %py Oy Sys 0 oh 
durch: 


M, — 1, M, — 1... Mp — Tp, , — 8,, My — Sy... My — Sy 
ersetzt. Durch diese Operation erhilt die Summe: 
>) (= 1) (sme — 219) (1g — 280)" Cnr» Ons 
den Factor: 
(— 1; 
sie verschwindet identisch, wenn der Exponent: 
n+i+t x 
ungerade ist. — 

Zuniichst folgt hieraus, dass S,,, verschwindet, wenn die Zahl n 
ungerade ist, und dass 7’, , = © ist, wenn » gerade ist. Das Product 
No Sm,n verschwindet fiir alle Indicessysteme. 

Man kann diese Bemerkung aber auch dazu benutzen, um Aus- 
driicke, bei denen in den Coefficienten der C die Gréssen m, in 
hoher Dimension auftreten, in solche umzuformen, bei denen sie in 


niedrigerer Dimension vorkommen. 
So hat man z. B.: 


Me Be == 2 7 Yo Cn—r C,, 
m SS, = 2 > i ey 


ferner, wenn die Zahl » gerade ist: 
neue =! (— 1 0 Canes Gre =O, 
T's -»> (= 1) C.-no-s Sls — 2 +e — 8) 
also, wenn ¢ ein beliebiger Factor ist: 
cSa. = > (— 1)? Cr—r,n—s Cr,s(Me — 2, + vr, — 2s, + 0). 
Ist m ungerade, so ist: 


No » — 2 > (- 1)s So Cn, r,n—s Cy, 5 (My ss 27 u 4. = 2 8»). 





§ 9, 
Verainderung der Indices. 
Analog den friiheren Abmachungen will ich diejenigen Coeffi- 

cienten C, welche die Indices haben: 

11) To 20+ Vet, Tot 1, ror, Tepa---%p, 9, 0,0..., 

yy Yore e+ py Sy Sy ~ + Sot, SoA 1, Soti, Sppe. ++ Sy, 

%, — Vy, Ty — Voy es Mp — Vpy Sy SQ ++. Sy 

Mathematische Annalen, XI, 34 
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durch C,41, C,,s41, Cp»,, und die Summen: 

{Sma => Cn—r Cri; 

Sunt = >) (— 1) Gar, we Ones» 

§ Dm,n1 = a (— 1)* Cu_+,n—s Cy, s41 (Mp — 27, + n, — 28,— vp), 


Sa—x.n = > (— 1) C, m—r,n—s G,. “,3)> 


\ Ta~a q = Pi (- 1) C, m—r, n—s Gus s (Mx —2r,z -+- n,— _ %u) 


durch: 





Sm+4t) Sm,n-+1> Panett, Ba—a,u: Fane 
bezeichnen. Die x sind beliebige ganze Zahlen, deren Summe ich 
gleich: 


H+ M%... ep = 
setze. 


Hierbei gehen die Formeln des vorigen Paragraphen in eine etwas 
andere Form iiber. 


Ebenso wie friiher die Summen 
a, Saas Zan 


fir nur wenige Indicessysteme von Null verschiedene Werthe hatten, 
so gilt ein Gleiches fiir unsre neuen S, T: 


Das Product (mg-+ 1) Sn4: verschwindet stets, ausser fiir m — 0, 
wo es gleich 1 wird und geniigt der Formel: 


(13) (me + 1) Sys = 2 5S) (re + 1) Cur Crs 


Ist » =, so haben die S,_,,,, je nachdem entweder die Differenzen: 
Mm, —1,, M, — T,... Mp — Tp 

simmtlich verschwinden, oder alle bis auf eine, etwa m, — rg ver- 

schwinden und diese gleich 1 ist, die Werthe 1 und 2; ist » ungerade, 

so verschwinden-die S,_x,,, und ist m gerade, so geniigen sie der 


Gleichung: 
(14) ¢:Sn—x,n =>\(- 1) Cr—r,n—» Cr—x,s (Mp — 2 tub My— 2 Sy-+ Hy-+ Cx), 


worin die ¢, beliebig sind. 


Das Product (m + 1) Sn,n41 verschwindet fiir alle Indicessysteme 
und geniigt, wenn » ungerade ist, der Relation: 


() m+ Dawu 2> (— 1P (ee + 13) Cano Guage: 


Das Product (% + 1) Tn,n41 hat, wenn alle Indices: 
190,» 10g . oo Mp, My, My ano Me 








et 











at 
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verschwinden, den Werth — 2, und geniigt, wenn m gerade ist, der 
Relation: 


(16) (+1) Trap = 2)’ (— 1) (S++ 1) Cn—rn—» Cros 


. (m, — 2ry, ++ m% — 28, — v%). 
Es verschwindet, wenn: 


m+n20 
ist. 


§ 10. 
Relationen zwischen den S und den 7. 


Die S und die JZ haben, ebenso wie ihre Aggregate, nur fiir 
wenige Indicessysteme von Null verschiedene Werthe. Man kann diese 
Aggregate so wahlen, dass sie entweder fiir alle Indicessysteme ver- 
schwinden oder doch fir einen grossen Theil derselben und dadurch 
Relationen zwischen den C erzielen. 


Wir wollen drei solcher Relationen aufstellen, eine erste, welche 
nur die S, enthalt; eine andre zwischen den S,,,,, und endlich eine 
dritte zwischen den Sp,» und Z'p ». 


I. Der Ausdruck: 


See ge +e 1 


verschwindet fiir alle Indicessysteme: 


$y» hg 2. 2 My 
und liefert nach Formel (13) die Formel: 


(17) > (e+ 1) Ci + (27 = 1) Cr) Cn = 0. 


Il. Die Grosse = Sm,n4i verschwindet fiir alle Indicessysteme, 


und S,»—x,. wenigstens fiir diejenigen, bei denen  ungerade ist. Ftr 
die letzteren ist daher: 


n 


+1 " 
: 2 Sin, nt + R dy Sa-n,0 = 0, 
fiir beliebige Werthe d,, also nach Formel (15): 
(18a) Ps (= 1) Cn nn-o((S@ 1) Crest + Zz dy C,-1,1) = 0. 
Ill. Die Summe: 


Qnin = (= 20 (uy, 2...) Sane 


moége iiber alle Indicessysteme: 





34* 
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Bay qe 
von 0 bis: oar i 

M,, My... Mp 
erstreckt werden. Ist n20, so ist Onn = 0. 


Ist n=O, m>O, so giebt es in Qn. nur wenige von Null 
verschiedene Glieder, nimlich dasjenige Glied, fiir welches alle Diffe- 
renzen : 

Mm, — %,, My — HX ... My — Kp 


verschwinden und die Glieder, fiir welche alle diese Differenzen ausser 
einer, etwa mg — %g, verschwinden und diese eine gleich Kins ist. 

Diese nicht verschwindenden Glieder haben die Werthe 1 und 2 
und somit Qm,, den Werth: 


m 
Qm,n a (— 2)" * My ..- 7 


o=p 
2 — 2-1 ( m— 1 )=0. 
+ 2 ( ) ™,, My Tas Me—1, Me + 1, Me+1 eee Mp 


Ist endlich m=O, n=O, so reducirt sich Q»,, auf ein Glied, 
das den Werth 1 hat. 


Qm,n Verschwindet also fiir alle Indicessysteme ausser demjenigen, 
bei dem die Indices: 


$9, 5 hg.» . My My Me 2 0 Me 
verschwinden und hat fiir dieses den Werth 1. 

n, +1 

Da das Product — As 


verschwindet die Summe: 
‘ D\x % J 
(ty + 1) Taywets + 2% >) (— 2" (4. . ,) Sern 


fiir alle Indicessysteme. 

Tragt man hier fiir das Product (m+ 1) 7in,,4: und fiir die 
‘Sm—x,» ihre Werthe aus Formel (16) und Formel (14) ein, so erhilt 
man die Relation: 


- Pnn4i dieselben Eigenschaften hat, so 


(18b) |S) (— 1) Cnn as {(S— + 1) Cr, 41 (tm. — 24 + tty — 25» — m) 
1 —2)* 6 
+ > Cr—n, 0 — .. bs xp) (My — 2p My— 2 By uP od = 0, 
welche gilt, so lange die Zahl » gerade ist, 




















~ 
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§ 11. 
Die linearen Bestimmungsgleichungen der C. 
Aus den Formeln (17) und (18): 


(17) > (e+ 1 Cas +@r—1) G) Cae = 0, 

(18 b) a (— 1) Cmarnns( (Set 1) Cy, 241 (tM — 21% + My — 28, — Vp) 
> "Di - ia. a. i ap Cr—x, s(M—2 rut 25+ Mt Cr) =, 

(18a) >) (—1)' Cnnns ( (59 + 1) Gns4a + 2 dy Crs) =0, 





von denen die erste fiir alle Indicessysteme besteht, und die zweite 
und dritte gilt, je machdem m» gerade ist oder ungerade, lassen sich 
leicht die linearen Bestimmungsgleichungen der C herstellen. 

Die erste liefert wnmittelbar die Formel: 








(19) (ro + 1) Cua + 2r —1)G,—0. 
Setzt man in den Formeln (18): 
(— 2)*» x" 
oe ee ae Cy : ™ Ho - ni 


so gehen sie in diese tiber: 
a (— 1)' On—r,n-s(m@, — Bry ++ my — 28, — v) 


x ((s—+ 1) Cy, s44 —» >) oe "ie as na) cies. 


> (1) Curses (8q+1)C,,041— Me SP (a5) hand 


und liefern die Relation: 


rs — 2)* x" 
(20) (Se + 1) 6,41 = » > (. ra ul Cr—x,s5 


. Met. 
welche durch die Substitution: 


m,! Mo)... 1%! Cn» = Dan 





in die etwas einfachere tibergeht: 


, pol —* % 
(21) Dy, 144 = % > rete, a w ii al Dn, + 


x 








522 P. Gorpan. 


In ihr sind die D,,,, die Coefficienten der Producte: 


“my JM, My My Me Mo 
bp J», Jn wes Jv" 


= ral ml. my Fas Jay °° 


Die Coefficienten C, und C, haben den Werth 1; die iibrigen C,, 


lassen sich aus der Formel (19) berechnen und sodann die D,,,, aus 
der Formel (21). 


Die gewiinschten linearen Bestimmungsgleichungen fiir die Coeffi- 
cienten C sind somit durch die Formeln (19) und (21) dargestellt. 


§ 12. 
Eintheilung der Producte P. 


Die Formeln (19) und (21) nehmen in gewissen Fallen, wenn die 
Producte P, deren Coefficienten C,, und D,,,, berechnet werden sollen, 
besonders einfache sind, eine iibersichtlichere Form an. Um dieselbe 
anschaulich zu machen, will ich die P in die folgenden 9 Classen 
eintheilen und fiir jede Classe diejenige Formel hinschreiben, welche 
zur Berechnung der C am zweckmissigsten erscheint, 


1'e Classe. 
P, =ji. 
Hier ist! n=O; p=1; m> 1. 


2'e Classe. 
P, — Jur Jur 
Fir sie ist n=O; p=2; m =—1, m—1. 


3' Classe. 


P my My My 
ew Iu, Iss mi Iuy , 


Fiir sie ist: n=O; p>1; m> 2. 


4'e Classe. 


1 my Me . 
P, _ “my! Me! vee Mal Jy, Ivg Eak Jog" 


Fiir sie ist: m= 0. 


5te Classe. 
P; = jujv: 
Fiir sie ist: m—1 und n—1. 








lie 


be 
on 
he 





Fiir sie ist: 


Fiir sie ist: 


Fiir sie ist: 


P, = 


Fiir sie ist: 
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6'e Classe. 
m=1, p=1 und gq—1, n>1. 


Te Classe. 
™q 


+ %y Me . 
P,; = Judy, : == 's Jv, 7 
mil; qg>1. 


8'e Classe. 
i 1 nm sm Mo 
Po= imi cmt Inde dn + Soy” 


p= 1, q>0, m> 1. 


Y'e Classe. 


1 Jy My My mh Me Ng 
ml ml... 0, Ips Ins + * Sug In In ++ Ivy 
p>1,n>0 
§ 13. 


Specielle Falle der Formeln (19) und (21). 
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Fiir jede der Classen P eignet sich zur Berechnung der Coeffi- 
cienten C, D eine besondere Form der Formeln (19) und (21). — 
Der Coefficient C,, von: 


P, _ j. 


fe 


wird aus der Formel bestimmt: 


(22) 


(ry + 1) Gai + (2r — 1) 0, = 0. 


Der Coefficient C,, des Productes: - 


P, = Jur Jus 


hat, wie die Formel: 


Cy+tO,=0 . 


zeigt, den Werth — 1. — 
Die tibrigen (C,,, also die Coefficienten der Producte: 


wm, Ny Mp 
Ju, Jug siti Iuy 


P, = 


muss man aus der allgemeinen Formel: 


(19) 
berechnen. 


(re + 1) Cri + (27 — 1) 0, = 0 
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Die* Coefficienten D, der Producte: 


1 ™ .%q 
= My! Mg... My! nn, * I 94 
bestimmt man aus der Formel: 
Dass = D,; 


sie haben simmtlich den Werth 1. 
Die Coefficienten D,,, der Producte: 
° ° 1 « 1 ° my Mo A 
Py = Suds, Po= ar Indes Pr rag In In dn + In 
berechnet man aus der Formel: 


x=1 


- ap D = 
1, n+1 = Vo rte, r—x,3 = Fhe m + 


x=0 


Aus derselben ergiebt sich im Besonderen fiir die D,,, der Werth: 








—1—2 9) "ere. 
Din=1 i +e 
Im Speciellen haben die Coefficienten D,, der P; den Werth: 
oo f22 
Du "pF 
und die der P, den Werth: 
2nv 
a. Os 
Zur Bestimmung der Coefficienten C der Producte: 
1 mm Mm Mo A] 
Bo! my! +2 My! Iu IndJn ***Ivq 
dient die Formel: 
oA *=Y (= 2)" 
D,, s+1 = Vo 2 oF by D,~x,3; 
und zu derjenigen der Producte P, die allgemeine K'ormel (21): 
‘ v— ‘es 2)" x 
(21) Dy, s41 = Ve < Mot ty a Bag vee «i Dr—n,s. 
§ 14, 


Die Producte P in den Formeln (7a). 


Zur Bestiitigung unsrer Formeln entnehmen wir den Formeln (7a) 
die Producte P gemiiss der Kintheilung des § 12 und schreiben unter 
sie jedesmal die in Formel (7a) berechneten Coefficienten C,, und Dp, ». 
Sie befriedigen in der That die Formeln des vorigen Paragraphen. 
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' Producte P, in den Formeln (7a). 
Jo, Jo®s Jo*s j2 mit den Coefficienten : 
: = 5 1 


— = —ay =e 


2? 2? 


Producte P, in den Formeln (7a). 


Jods» Jot, mit den Coefficienten: — 1. 


Producte P,; in den Formeln (7a). 


joj, mit dem Coefficienten: La 


Producte P, in den Formeln (7a). 
Poe Boe Boe Bae 3 ee Be Bie © ee 
or A’s ar 41° il Ji4s prvi} er "3 a As ers gr 413 Ji Js3 
Rite Bite Bi Bie eee 2 ane 
ari J3i gpd Iss Gy di Jas Bp ss Jai Gp 1 F383 JtJ5d Op Jt Js) 
re ee ee ee oe = _ 
gr Ji dei Grit ds3 Ji Jas Gp I Its gy Iss Gray Ai 87s Brgy Ai? Js 
or ee ie 
Jsds3 JrIsdsi gy Js* 
Sie haben simmtlich den Coefficienten 1. 
Producte P,; in den Formeln (7a). 
Ji Jos Di Jas D1 de3 Jt D835 JoJsi J2ds3 Jodvs Is Jai Js Joi Ja Js 


mit den Coefficienten : 


z 3, 5. 7, 
3’? 6? 7? 9? 


» oe 
? 7 ? 9 H 7? 


| 


cow 
5 


Producte P, in den Formeln (7a). 
err Se eee ee a ee 
gr 41 Jes Bp Ji Jes Gps Jos Bp di Jos Gps Jas gy di Je? Gp Iv Jas 
ree ore are oe ee ee 
gr 41 Jas Gy Jas Bye Jas Gp Ji Jos Gy Ji Jos GyJ2Js 
mit den Coefficienten : 


1 7 1 1 
wg Bye ee eg eR ae ee eG ee ey 
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Producte P, in den Formeln (Ta). 
CE Parag For a Fey eee 
JiJ2J35 Jidodss JiJ3Jai Gy J1 J2J3i Bp Ji JeJ3i Gp Ji J2J35 
Sek 2. 
or 41 J2Js3 
mit den Coefficienten: 
i wa 
a 


rw rr 
ar 41 J3sJa3 By JiJ2Js 


ee ek a a a oe 2 
35? 15? 6° “16°? 88? 

Producte P, in den Formeln (7a). 
oe Ee ek Ee ke DS oe Eudes ye Ee 
S325 oe IP IPs ay FP F275 Gr Jit de" 5 er di Je" Jy D9; aT Jy? d9°5 
gr Ides Sid ets S105 Je? I3i AI I33 Gp IVP IP 33 J Is3 28s 
mit den Coefficienten: 


Al 19 37 27 8&8 


1, . 37, 27, 83, 103, 89, 3197 1823, 41, 
30° 90° 30? 10’ 18? 210? 630? 1890 ? 2520? 90’ 
1, 199, -293. 37. 81 


70? 210) 126° 126? 210° 


Producte P, in den Formeln (7a). 

Sido I43 JoJsJa3 Ji Jo Je3 
mit den Coefficienten: 

— Se 

105? 105? 


eS Sa ae eee 
at Sodas By Jr Sodas Ji Je Ja 


67, _ AL, 29, 23 
63” 357 35° 14 
Erlangen, im December 1891. 




















Zur Theorie der Systeme linearer Differentialgleichungen mit 
einer unabhingigen Veriinderlichen. I. 


Von 


J. Horn in Freiburg i. Br. 


Ein System linearer Differentialgleichungen 


dy, wi 
ae > Fes (z)-ye (a, B—1,...,m), 
B 


dessen siimmtliche Lésungen sich an der singuliren Stelle « = 0 regulir 
verhalten, wollen wir kurz ein an der singuliiren Stelle «= 0 regulires 
System nennen. Bezeichnet man ein Differentialgleichungensystem von 
der Form 


dy, , ” " 
‘a > (dap + das + dap? +-+-)yp (a, B=1,---,m), 
8 


wie es im ersten Theil dieser Arbeit*) behandelt wurde, als ein 
kanonisches System, so besteht der Satz, dass sich jedes regulire 
System durch eine Reihe von Substitutionen von der Form 


Ye = hast (a, B=1,...4m) 
und von der Form . 
Yo = Lhq («@ eine der Zahlen 1,..., m) 

in ein kanonisches System tberfiihren lisst. Dieser Satz ist zwar 
bereits von Herrn Sauvage und Herrn Koenigsberger ausgesprochen 
worden**), aber meines Wissens ist noch kein vollstindiger Be- 
weis fiir denselben erbracht, weshalb mir eine erneute Behandlung 
dieses Gegenstandes nothwendig erscheint. Zweck des Folgenden ist 
die Entwicklung einer Methode, welche jedes reguliire System in ein 
kanonisches iiberzufiihren gestattet und zugleich einen Beweis fiir die 

*) Math. Ann. Bd. 39, 8. 391. 

**) Sauvage, Ann. de l’Ec. norm. 1889. (S. 166 ist der Fall, dass die De- 
terminante (3) identisch in r verschwindet, ausser Acht gelassen.) — Koenigs- 


berger, Lehrbuch der Theorie der Differentialgleichungen, Cap. 6, II. (S. 448 
ist nicht bewiesen, dass F(x) fiir «=a von Null verschieden ist.) 
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Mégltichkeit dieser Ueberfiihrung enthalt. Die Methode griindet sich 
auf die Weierstrass’sche Theorie der bilinearen Formen und ist ver- 
schieden von dem Verfahren, welches ich friiher bei zwei speciellen 
Fallen angewandt habe.*) 


§ 1. 
Nothwendige Bedingung fiir die Regularitit. 
Wenn das Differentialgleichungensystem 


dy, 
Ty = >) Fas (2) -yp (a, B=1,...,m) 
8 


an der singuliren Stelle « = 0 regular ist, so kénnen die Coefficienten 
F'.g(x) nur eine endliche Anzahl negativer Potenzen von « enthalten. **) 
Setzt man demgemiiss 
Gog t Gyg% + af, a% + --- 
Frag (a) = EF — ae ’ 
x 

wo h eine ganze positive Zahl oder. Null bedeutet, so erhialt das 
System (1) die Form 


d 
ght ai O14 +. eo a Aim Ym + eesy 
(2) 


a 
gett a a Ami Y; + = ii + Omm Ym + eS 7 


Der Fall h =O ist im ersten Theil behandelt worden, wir nehmen 
jetzt, h > O an. : 

Das als regular vorausgesetzte System (2) besitzt jedenfalls eine 
Lésung von der Gestalt 


Y, = 2PM, * + * Ym = LP Um, 


WO %,,--.%m Potenzreihen 


Na = a + bg + & “?+-:-:- 

sind, deren Anfangswerthe ¢,,... &, nicht sammtlich verschwinden. 

Durch Einsetzen der angegebenen Lésung in das System (2) 
erhalt man, wenn man nach Division mit 2? x =O setzt, die Glei- 
chungen 
*) Habilitationsschrift § 3 und § 4. 
**) Kénigsberger’s Lehrbuch 8. 446, 
***) An Stelle der Punkte am Ende stehen hier wie spiiter lineare homogene 


Functionen der abhingigen Veriinderlichen, deren Coefficienten durch « theilbare 
Potenzreihen sind. 
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Gy, 8 +++> + Ginén = 9, 


Gm &, + + + + Ammém =0, 
woraus die Bedingung 


| yy - + + Gim | 
== () 





Omi +++ Amm 

hervorgeht. Wenn das System (2) eine regulire Lisung besitzt, ist also 
G4; —S .. . im | 

=0, mod.s. 


m1 «+ + Gmm—S 


Wir wollen nun beweisen, dass das Vorhandensein von «& reguliiren 
Lésungen die Relation 


ay,—Ss fee Aim 
= 0, mod. s 
Amt - ++ Ann—S 
zur Folge hat. Wir zeigen, dass dieser Satz, wenn er fiir einen 


gewissen Werth von wu richtig ist, auch fiir w + 1 gilt. 
Wir nehmen ¢,, von Null verschieden an. Die Gréssen*) 


y Yn— 
eat. = Ymy*** &m—1 = Ym—1 — ag ” 
geniigen dem Ditterentialgleichungensystem 
41 4%; 
ahh Lm by 8 Et imam oy 


a 
htt = Dn—1, 14; + +a + bn—2, m—148n—2 +- sic 


worin 


& 
bap = Gep —_ = On p (a, B=1,---m—1) 


ist, Hieraus folgt die Beziehung 


Gy, —S .- + Aim by —S Dima | 


=—s|, ‘ | 
Ami e+ + Amm— § | Om—t,1 ote bm—1,m—1— 8 


Da, wenn man von }),,...1m absieht, jeder reguliren Lisung y, ,...Ym 


*) Vgl. Koenigsberger und Sauvage. Es ist jedoch zweckmiissig, ),,..., 14 
nicht wie dort in den Nenner zu bringen. 
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des Systems (2) eine reguliire Lésung 2,,... 2m-1; des 2-Systems ent- 
spricht, so hat letzteres System w reguliire Lésungen, wenn das System 
(2) deren u + 1 besitzt. Dann besteht aber die fiir den Werth u als 
richtig angenommene Beziehung 


\Diy—S. «Dims 


/=0, mod. s*, 
| 
| Om—1,1 eee Ou—1,00—1 -§ 
folglich ist 
| Gay —S$. Aim 
l. ° = (), mod, s“t, 
| mt «++ Amm— § | - 


Wenn das System (2) m regulire Lésungen besitzt, ist hiernach 


ayy —S eee Aim 


| 
| = 0, mod. s”. 
| 





Ami +++ Amm— § 
Wir kénnen also den Satz aussprechen: 
Ist das Differentialgleichungensystem (2) regulir, so ist 


|Ay,;—-S... Aim | 

Sette we 4 == (— ])™gm 
ih 1s. 
| 


(3) A(s) = 





Omi + «+ Amm—S 


Die Determinante A(s) besitet also lauter Elementartheiler von der 
Form :s*. 


§ 2. 
Gang der weiteren Untersuchungen. 


Die Determinante A(s) mége 7 mehrfache Elementartheiler s“,s*’, 
... 8 besitzen, wobei wir ¢ >e”--- > e annehmen, und ausser- 
dem k einfache Elementartheiler s. Die Gesammtzahl der Elementar- 
theiler der Determinante A(s) ist also gleich i+ k, folglich ihr Rang 
gleich m—i—k. Wir wollen die Determinante-A(s) die charakte- 
ristische Determinante des Differentialgleichungensystems (2) nennen 
und die Zahl i+ ihrer Elementartheiler einfach als Zahl der 
Elementartheiler des Systems (2) bezeichnen. 

Durch Transformation der Variablen y,, ... Ym, wie sie in § 4 
und § 5 auseinandergesetzt wird, fihren wir das System (2) in ein 
anderes iiber, fiir welches dié Zahl der Elementartheiler grésser ge- 
worden ist, Durch wiederholte Anwendung dieses Transformations- 
verfahrens gelangt man zu einem System von der Form (2), dessen 
Determinante m Elementartheiler besitzt, die natiirlich von der Form s 














~~ WA rm © 
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sein miissen. Dann sind aber simmtliche Coefficienten a,, gleich Null, 
so dass die Zahl h um 1 erniedrigt werden kann. Das beechriebene 
Verfahren wird so lange fortgesetzt, bis h = 0 wird, bis man also zu 
einem kanonischen System gelangt. 

Die Transformation, durch welche ein regulires Differentialglei- 
chungensystem von der Form (2) in ein anderes mit grésserer Elementar- 
theilerzahl iibergefiihrt werden kann, mdége zuniichst einmal kurz 
skizzirt werden. 

Zuerst wird das System (2) in ahnlicher Weise in die Normalform 
iibergefthrt, wie in § 1 des ersten Theils das dort mit (1) bezeichnete 
Differentialgleichungensystem. Unter Einfiihrung der Unbestimmten 
Uy,--.Um Werden die m Differentialgleichungen (2) zusammengefasst in 


dS u,4, , 
htt _ ae Staten + (a, B=1,...m). 





Vermittelst linearer Transformationen fiihren wir an Stelle von w,,... tn} 
Y;,+--Ym Gie neuen Variablen U,,...Um; Y;,...¥m, die wir auch mit 


, r. = (é) , {k) 
SK... HB; .. 4 OP... Ree 
, , i) ) , k 
Ky. TR ag .. Ee 


bezeichnen, in solcher Weise ein, dass das bilineare Formenpaar 


a@ ap 


. . . * 
in die Weierstrass’sche Normalform, also unter unseren Voraus- 
setzungen in 


A=i 
Yet WU = SUPP e+ VAR) SU, 
« a a=1 

a=i 


> eateys =>) (UP YO +~+09 Ya.) 


ap A=1 
iibergeht. Die zusammenfassende Gleichung wird hiernach 


d SU,Y, 
(4) yy (4) (a) (a) 
ght! o = du: Y' ++ UR Yin +: : 
a 


wegen der Unbestimmtheit von U,,... Um zerfallt sie wieder in m 
Gleichungen. 
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Das System (2) wird also durch eine lineare Transformation 


inn il — m> 
(4) 


aecte®, ne ete 


mit constanten Coefficienten in die Normalform 


ay) 


git) a +.-.., 
dy ‘ 
ght “de = Y,® 4..-, (Aq—l,---i) 
(5) ‘ 
ay, a a 
e (2) 
gh tl a. = Yn at roe, 
ay” 
git == +--+, (w=—1,...h) 
iibergefiihrt. 


Nun ist aber die lineare Substitution (4) nicht vollstindig be- 
stimmt; man sieht, dass man auf Y noch gewisse lineare Transforma- 
tionen, z. B. beliebige lineare Transformationen der Gréssen Y’,... Y® 
unter sich, anwenden kann, ohne dass das Differentialgleichungen- 
system die Normalform (5) verliert. Man kann nun die Variablen 


Y’,... Y so bestimmen, dass das System (5) durch eine Substitu- 
tion von der Gestalt 


@) eg (a) _ a) @  .@ ™ : 
6) Y= 28, » Ya —aey » Yan fay (A=1,...#) 
Y’ mas, ... YX ae, Y (1) oe ptt, YH ee gt) 


in ein anderes System iibergeht, dessen Elementartheilerzahl grésser 
ist als diejenige des Systems (2). . 

Die Hauptschwierigkeit liegt in der zweckmiissigen Bestimmung 
der Variablen Y der Normalform. Da in § 4 und § 5 ohnehin eine 
Reihe linearer Transformationen ausgefiihrt werden muss, um die 
Gréssen Y’,... Y“ zu ermitteln, so richten wir es so ein, dass das 
g-System in der Normalform erscheint, aus welcher die Zahl seiner 
Elementartheiler unmittelbar zu ersehen ist. 

Die bisherigen Behauptungen fassen wir in folgenden Satz zu- 
sammen: 

Das als regulir vorausgesetete Differentialgleichungensystem (2) 
wird durch zwei Transformationen (4) und (6) in ein Differential- 
gleichungensystem mit grdsserer Elementartheilerzahl iibergefiilirt. Die 
wiederholte Anwendung dieses Transformationsverfahrens fiihrt zu einem 
kanonischen Differentialgleichungensystem. 

Der Beweis dieses Satzes beruht auf einem Hilfssatz, welcher in 
§ 3 behandelt wird, 
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§ 3. 
Beweis eines Hilfssatzes. 


In einem Theil der Differentialgleichungen der Normalform (5) 
kann die-Zahl h + 1 auf h erniedriyt werden. Fiir derartige Systeme 
gilt der folgende Satz: 

Ist das Differentialgleichungensystem 


dy ; . x 
iti ox SHAY be FO Ye FA wt Yat es st aimYm +: 


dy, 
we = =A 4 Be Fue Yu Haut Yutt Aes + aya Ym $e: 


(7 
(4) a dY 41 ae ; 
ah Mpa Eo Met, Ye HF My, et Yep bo da pt,mYmb sy 
, 29m 
. Yagami Ni Ht Fine Yue Fy Yutr ott Gnm Ym +e 
) 
‘ an der singuliiren Stelle «= 0 regulér, so ist die Gleichung 
l | Ay; 0+ Nn 1, w+ + + «Aim 
- | . 
Cy 2 0 bi a << allem 
(8) A(s) =| ul M Hye u ai 
’ ; Gupis + + Atije Oeti,upi—S. + -Aetim | 
Ls 
r | Ami + + +Amu Am, w+ «+ *Omm— §| 
identisch in s erfiillt, 
Wenn wir die u ersten Differentialgleichungen als solche der ersten 
e Art und die m — w letzten als solche der zweiten Art bezeichnen, so 
e ist nach §1 die Gleichung (8) erfiillt, wenn keine Differentialglei- 
8 chungen der zweiten Art vorhanden sind, wenn m— pu =O ist. Wenn 
T der Satz richtig ist, wenn m—m—1 Differentialgleichungen der 
zweiten Art vorhanden sind, so gilt er, wie wir jetzt zeigen wollen, 
I auch dann, wenn die Zahl derselben m — w betriigt. 
Das Differentialgleichungensystem (7) besitzt jedenfalls eine Lésung 
2) . von der Form 
Z. ’ ” 
ie Ya = 2a, Na = ba + fat + Eau? +--+ (a=l,...m), 
m worin &,...&m nicht simmtlich verschwinden. 
Hat man gleichzeitig &.41 =, ... m= 0, so kénnen &,... & 
in : vicht siimmtlich verschwinden. Man findet durch Kinsetzen der Lésung 


in das System, (7) 


Mathematische Annalen. XL, 35 








~~ 
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Oy, & Hees + Gis = 9, 

Omi &y ++ Amp ie = 9; 
folglich sind alle aus den m ersten Colonnen der Determinante A (s) 
gebildeten Unterdeterminanten m'= Grades gleich Null, so dass A(s) 
unabhingig von dem Werthe von s verschwindet. Sind &41,...&m 


nicht simmtlich Null, so mége etwa «,, von Null verschieden sein. 
Die Gréssen : 


b) Ym—1 
4~= . Ym ** * 2m—1 = Ym-1 — i Ym 
m 7m 


geniigen dem Differentialgleichungensystem 
dz, 


Poel 21 ta en Se a 


dz, 


“Ie ur bee bout A Opuprtuts eet bpm ema 


de 44 








Ban Owe yb bette HE Opps, opr Burts Fe Opps, mem + 


dz 





worin im Falle h > 1 
bap = dap, 


Eq" 


bap = Ga’p — —— Amp » 
im Falle h = 1 


‘wae ay aegis 
B=1,...m—1 
ba'p = Qe Bs —-* CORT 
é,” 
ba’ p = Gg" — Gama — Ou pp B—=—1,...m—1 
ist. Setzt man 
Day eee bry Diu eae Di m—1 
A’ (s) te Dut eee Du Du, ut eee Dujm—1 
Duttts + + Duttyu Dutt, up S++ + Ops, ma 


Dm—1,1 eee Den—1, 4p Om—t, ptt eee bm—1,m—1— S| 
so ist im Falle h < 1 in Folge der Beziehungen zwischen a3 und bag 
A(s) = — sA‘(s). 


7 = Dm—1,1 24 +:: Omi utp + Dm—1,u-41 Sepa-+ ++ Dm—1,m—1 &m—1 $+ 














oh 


htt 
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Aus A’{s)=0 folgt also A(s)==0; wenn der ausgesprochene Satz 
fir das z-System gilt, so gilt er auch fiir das y-System. 
Fir h = 1 ist 
A(s)=—sM'(), 
wenn man ¢ = s — p setzt. Gilt nun der Satz fiir das 2-System, so 
ist A’(¢) = 0 fiir alle Werthe von ¢, also auch A’(s—p) — 0 fir alle 
Werthe von s; mithin verschwindet A(s) fiir alle Werthe von s. 


g 4. 
Erster Theil der Transformation. 


Das Differentialgleichungensystem (2) sei durch die lineare Sub- 
stitution (4) auf die Normalform (5) gebracht. Ausfiihrlicher geschrieben 
moge dieselbe lauten: 





ay 
ght de — “(Pras Y, +++++ Pam Ym) +°", 
ay a) ’ , 
gett de = Y; + 2(PaN ++ Pin Ym) +°, 
(A=1,...4) 
(9) - ' ‘ 
= (a) 
at Pt Ft a(PYY YY, ++ PLY) +, 
(«) 
a (Qu Yr e+ Que Em) 
on (u=1,...h). 
Durch die Substitution 
a a a (a) (a) (4) . 
(10) Y, ms a2, Pa iui Yn. = %2,a)_,, Ysa = 4a (A=1,...4), 
Yue gu) . . (w=1,...k) 
erhilt man ein Differentialgleichungensystem von der Form 
da” . (i) 4 
a Ante t+ Arty +Buet o+-- 
+ Ba,2)+ eee 
ae ae (#) , 
de =—2,9 + Ane +: Ae 2 Ai) + Bue +++: 
+ Bye... 
de jy a | 4), 
a 1 =i) Ale Va) gy. — + Al 2) a + Be a) gf 4... 


+ Bi (a) ia + fae 


35* 
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(a) 
d 8,12) (a) (2) (i) (a) 
ah may FA ep pA) fg + BED e po + BY Dem, 
(Aasl,...0 
de wis () ; 
- J = Curte eo + Cuib gay FDur! et Dare 
; (u— 1,...%), 
welches in 
dz\4) F (i) . 
ght 7 = Agree -+» + Aritjg + Bare ++--+ Bye +--. 
dz) 
an al” +e, 
dz @) 
A — (a) 
(hl) a+ i= 2 4a)_¢ +4 
(a) 
dz a) @) . 
“a Om... + °° 
A=1,...1) 
ds). y C4 , (k) 
a —— = Curte +o + Cu it + Due +--+ +Dyure+--+, 
(u=1,...2) . 


tibergeht, wenn man an Stelle von 
2g, 4- dren hi inal “eee 


(4) 
dy 
syy_, + 40” D gy. + Be e+ van 
(2) (4) 
neue Variable einfiihrt, die wir wieder z, ,...¢,4)_, nennen. 


Wir wenden nun den fiir das Sake (7) bewiesenen Hilfssatz (8) 
auf das System (11) an. Da die Colonne der Coefficienten von 
#,%(Aanl,...6; gael,.. ain > nur das einzige Element 1 enthilt, 


dz 
welches in der der Ableitung oer entsprechenden Zeile steht, so 


kénnen in der Determinante As) die angegebenen Zeilen und Colonnen 
gestrichen werden, so dass die Gleichung (8) iibergeht in 


| Ay eee Aj; By eve Dy 
| Aj ... 4 Ba —s _ 
Cun... . Gi Dy—s... Du ro" 


Cu... Gi Du -» +» Da—s | 
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daraus folgt aber 
| Ay... Aig | 
(12) i - » fan®, 


Ain coe Aj; 
Der Rang dieser Determinante, der hiernach kleiner als i sein muss, 
sei p, und es sei g,,...@, die niedrigste aus den Zeilennummern 


1,...¢% gebildete Combination*); zu welcher eine von Null verschie- 
dene Determinante p'*" Grades, etwa 


Age’ «++ Agg, | 
R=|-- +--+. | 
Ao, @ eee Ao, ep | 
gehort. Unter dieser Voraussetzung sind, wenn mau 

, (i) ° 
Ag & + o% fe Ajit) = P, (A==1,...4) 


setzt, die Gréssen P,,,... Pj, unabhiingig von einander. Die Zahlen- 
reihe 1,...¢ zerfalle einerseits in die beiden Gruppen @, ,...@)} 6; ,-..6, 


andererseits in die beiden Gruppen @,,... Qp} 6;,-..6,, SO dass 
p+q=i ist. Es besteht die Gleichung 
| Po, Agr --+ Ag.p 
Pe, Ag, ,1 6% Ao,» =0 
| Po, Ag, 1 tee Aos,» 


oder 


RPo, = R®” P,, +-:-+ R® Pas 


wo Reine aus den Zeilen 9,,...Qa-1, 6%) Qat1,+++ Qp des Systems 
der A gebildete Determinante p' Grades ist. Wenn 6, zwischen @, 
und @Qa41 liegt, so ist im Falle a >a die Combination Q,, ... Qe-1, 
63, Qati, +++ Qp niedriger als die Combination @,,...@); denn wenn 
man die Zahlen der ersteren Combination ihrer Grésse nach ordnet, 
so schreibt sie sich @,,.-..- Qa, 6s-.-, Wihrend die zweite @,,.-. Qa, 
Quai... lautet, wo 6% < Qu41 ist. . Mithin ist R® —0 fir a> a. 
Setzt man . 





8 
RY = RJ”, 
so wird 
(8) (p 
Pog = J," a +.--+d, Po, 
*) Wir nennen eine aus den Zahlen 1,...% gebildete Combination ot ee a, 
niedriger als eine andere o”,...«’,, wenn die erste der Differenzen a, —o,",. 


.- a — a, welche nicht verschwindet, einen negativen Werth hat. 
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Setzt man nun 


ul” —_ ay’, 
(a) (e) 
(13a) Uda). = 2(0)_1) (a==1,...p) 
i) ’ 
w= Agity ++ + Agitg + Bad +:+- + Bas, 


indem man unter g die Zahl 9, versteht und f an Stelle von e(¢) 
schreibt, setzt man ferner 


(8) (8) ,(e.) 

vo = 3 — (Jel? . rr TP ahead) , 

() () (8), (@) (8) ,( a) 

06) -1= #40)_1—(J; Sat +9, #40)_1)") (6=1,...q) 
(8) (o’) 

vo = 249) **) 


wo g® an Stelle von e("8) gesetzt und unter 6 die Zahl os, unter o 
die Zahl 6g zu verstehen ist, so geht die erste Gruppe der Differential- 
gleichungen (11) tiber in 








du™ 
I. ght) = fie is, 
du\*) 
ght! — = al") 4... 
du) 
(14a) att! ——— =u) +.++, (a=l,...p) 
d wie) incall (a) ; 
grt - - = 4 (@) il 4 pide 
gon SF ‘Lp Lys” 
° — pie +-+-+ Lye +---, 
dv) 
(14b)  at+! = = vif) 4+.-., 
» 
(8) 4 (8) 
ght ae = 6) fos, 
dy?) 
(14e) TIL. att! ST +.-- (Be=l,...9). 


(@g) . as 
*)e °8) ist dér in §2 gemachten Voraussetzung gemiiss nicht grésser als 
(@.) (@a) 
C pee OO’ 


, a 
**) Es treten also w’,...u” an Stelle von #8) (Amo,’,.. Qs Oyen. yl) 


a 
an Stelle von 24) (A= oy, ... 62), 
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Das Coefficientensystem 
In... Du, 


(15) 


° La eee Lit 

habe den Rang gq’ <q, und es sei B,’,... By die niedrigste Zeilen- 
combination , zu welcher eine von Null verschiedene Determinante vom 
Grade q’ gehért. Die tibrigen Zahlen B bezeichnen wir mit 6,",... 8)", 
so dass g’-+ qg” —q ist. Unter den Functionen 


Led +-+>+ Lge = Qs (B—1,...9) 
bestehen Relationen von der Form 
Q pr = Ey to + BOs, 


wobei angenommen ist, dass B” zwischen 6, und Bots liegt. Setzt 
man, indem man r statt k schreibt, 


w) = Dnrg +---+Lye®, (y=—1,...9’) 











wn wi) == gir), (y=q'+1,...r), 
setzt man weiter 
i=b ; 
of fiir vo Pee > Kk" y?, 
jan 1 
(13 b”) oe ee — s « Want...) 
(8") (8") 6) 
vie"), fiir ve) _- Se Ot » 
i=1 
| so gehen die Differentialgleichungen (14b) tiber in 
dv) 
| I. ott = ae 4.<s, 
d (8) 
(14b’) ht te mv f-+., 
(B=6,’,.--Bg,) 
(8) * 
dv 
(8) — (6) 
git on 0,18)» 4 .-., 
dv) 
Wot SF = dees, 
dv?) 
(14b”) ght = =v) +---., 
(B=B,",..- Bg") 
de @ 
(6) — (@) 
gph 9 me vip) at 
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und die letzte Differentialgleichung (11) erhalt die Form 


; (y) 
(14d) IV. ah Om Anal f+ + Appt) + Bad +--+ By vid 
+ On w +--+ Cyw +--+. | (y=l,...r). 


Wir haben somit auf die Normalform (9) des gegebenen Differential- 
gleichungensystems (2) die Substitution (10) angewandt und das da- 
durch erhaltene Differentialgleichungensystem (11) vermittelst der 
linearen Substitutionen (13) wieder auf die Normalform gebracht, 
welche aus den Differentialgleichungen (14a), (14b’), (14b”), (14e) 
und (14d) besteht. Wir wollen dieses Differentialgleichungensystem 
kurz mit % und seine einzelnen Gleichungsgruppen mit I, II’, II’, II, 
IV bezeichnen. Da das System &% die Normalform besitzt, so sind 
seine Elementartheiler unmittelbar ersichlich. Den Gleichungen I ent- 
sprechen p Elementartheiler s/“) (#1, ...p), den Gleichungen II” 


q” Elementartheiler 9°”) —1! (6 =£,",...8/), der Gleichungen III g ein- 
fache Elementartheiler s, zu den Differentialgleichungen IV 
dw'?) : ’ , 

gets ae eee mb's. 8%) 
in Verbindung mit den Gleichungen II’ gehéren g’ Elementartheiler 
x (B=B,’,...By) und schliesslich zu den tibrigen Gleichungen 1V 
d (y) ” ye 
OW (By Bes IAL) 
y —q’ einfache Elementartheiler s. Die Gesammtzahl der Elementar- 
theiler des Systems Y betrigt somit p+ q-+*7-+q”, wihrend sie 
urspriinglich gleich ¢ + k =p -q-+r war. Von den urspriinglichen 
Elementartheilern s/ (a= 1,...p), 8?’ (B=1,...q), s(y=1,...1) 
hat sich # (B—=6,”,... By) in s!-1 und s zerlegt, wihrend die 
iibrigen unveriandert geblieben sind. Die Elementartheilerzahl hat sich 
somit im Falle g” > 0 vergréssert, waihrend sie im Falleg” — 0 un- 
veraindert geblieben ist. 

Die Elementartheilerzahl des Differentialgleichungensystems (2) wird 
vergrossert, indem man das System (2) durch die Substitution (4) in 
die Normalform (5) oder (9) iiberfiihrt wnd auf diese die Substitution 
_ (10) anwendet, vorausgesetat, dass q' = q ist, oder, was auf dasselbe 


herauskommt, vorausgesetet, dass der Rang des in dem System (11) vor- 
kommenden Coefficientensystems 


Ay; eee A; Bu sre Bu, 


ght) - 


(16) 


Ai .- As Ba. . Bi 
kleiner als 4 ist. 

















-_ 
p= 


<a kK @Wese 


fer) 
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Das Coefficientensystem von 2%, welches dem Coefficientensystem ~ 
(16) von (2) entspricht, ist niimlich vom Rang p + q =i — q”, und 
man braucht nur zu zeigen, dass der Rang von (16) durch die linearen 
Substitutionen (13) nicht geiindert worden ist. Da die Coefficienten’ 
Aj,..- Axi, Bar,... Bax durch Hinzufiigung linearer Verbindungen 


, a . : ° 
von %y,.. ay) d;...2 zu 2 nicht beeinflusst werden, so sind 


es nur lineare Transformationen der Gréssen 2,’,... 2, unter sich, 
sowie lineare. Transformationen der Gréssen 2), . .. re Pe 
e 


unter sich, welche hier in Betracht. kommen. 


§ 5. 
Zweiter Theil der Transformation. 


Im Falle g” = 0 sind noch weitere Transformationen néthig, um 
die Elementartheilerzahl des Systems 2% zu vergréssern. In diesem 
Falle hat das System % die Gestalt: 





dul) 
lL att aes =+..,, 
du 
git i= = y(@) fees, 
(a) 2 
(17a) dus (a==1,...p) 
. ght 7 = ule) -f o 8% ? 
du” 
ati f%-1 ta) Bite 
x _ wre) : 4+. 
dvi?) 
Il. ah! - a = wh) t..., 
we dv (8) + 
a pee ae = v eee 
- (17b) dz 1 , (6 =1,...q) 
av” 
g\P)—1 
yh+l g aT (p) e 
" da 2 
r dv?) % 
(17¢) Hl. att — =4.... (6 =1,...9) 


© (1Ta) TV, ah Ay ef App MO) 4 By vf $ Byq Vi 
+ Cy w+ + Cy, wo) +. 
° (y=1,...r). 
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Um den Hilfssatz des § 3 verwenden zu kénnen, miissen wir die 
erste Gleichung I und die Gleichung III etwas niher betrachten. 
Mit Riicksicht auf die letzte Formel (13a) und die letzte Forme! (13b) 
ergiebt sich 





(a) 
oh 8 ge ait + Meg tt + Bean d+ Bega 
(0) (a= 1,...p), 
(a) 
ah ad) __ {on) +--- (P=1,...Qq). 


* (o's) 1 


In der nach dem Muster von (8) aus dem Differentialgleichungen- 
system (17) — Determinante A(s) enthalten die Colonnen der 


Coefficienten von u” (a =1, - p), ols (B= 1,...q) 


og 1 
nur in denjenigen Zeilen von Null verschiedene Elemente, welche aus 
den Differentialgleichungen fiir w)(@—=—1,...p), v@(B=—1,...4q), 
also aus den soeben angeschriebenen Differentialgleichungen (0), her- 
vorgehen. Sonach ist die Determinante A(s) gleich dem Product aus 
der Determinante D der Coefficienten von uj_1,..., U/-1,-.. in den 
Gleichungen (0) .und aus der Adjuncte D’ dieser Determinante 
(p + q)' Grades. Beriicksichtigt man den durch die ee 


os und (13) festgestellten Zusammenhang zwischen 2/1... und 
Uy'1+.+ Ug-1-..+, 80 findet man aus (0) 
Ag,,e: oes Ag,,¢;, | | 
D=|---++.+\|=R. 
Ao, @ pte . Ao. | 


Da hiernach D von Null verschieden ist, so muss D’ identisch in § 
verschwinden. Da die Colonne der Coefficienten von u), u\”, . . Wa) 2 
v}”, .* Os ; wi jede nur ein einziges von Null verschiedenes 
Element, niimlich 1, enthalt und zwar in der Zeile, welche aus der 


(a) , uw ; 
Differentialgleichung fiir bezw. u\”, uf”, ... Wa) ‘ of’, .. Onn B vf 


hervorgeht, so treten in D’ nur die Coefficienten von v’,... v; 
wet), ... w aus den Differentialgleichungen fiir w’,... w) ai 
Die Identitit A(s) =O wird somit 
et a oe ath. 
. . . . . . + . . . . . . 
| Bu — ss C,, ¢qt+1 one Cy 
| Boys,1-. Betas O Hott =F ++ Cots, r 


| Bri eee Br ia eee i 
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und liefert die Gleichung 


| B,, te. Bi, 
(18): | ° . ° . . 
j Bu ee Bag 
Der Rang der Determinante (18) sei g—4(A > 0). Unter Ein- 
fihrung der Unbestimmten ¢’,...¢@ fassen wir die den Werthen 
y =1,...q entsprechenden Differentialgleichungen (17¢) zusammen in. 
aD tw 
gh —#—me op >, Bust v eae Ss ees 
ap 


-_~ 
_— 
- 


An Stelle von ¢@) und v6) kénnen wir vermittelst einer linearen 
Substitution neue Variable ¢‘” und 3) so einfiihren, dass 


> Bag t vi = EO Fat ... EM GW 
ap 
wird; dann werden die w in neue Variable w‘*) in solcher Weise 


transformirt, dass 
> £(@) apl) a > t wa) 
a a 


wird. Dadurch geht die obige Gleichung tiber in 
a> E (@) gl) 
wh —S ——___ ses ge) HA) 4... EMO 4...; 





sie zerfallt, wenn wir die Striche weglassen und auch den neuen 


Coefficienten wieder die urspriinglichen Zeichen geben, in die Diffe- 
rentialgleichungen 


a dw’ 





ada =A, w+- HQ, WH +G, WO, 
(19a) . ss © +e © here koe Gene eee eee 
a =A), w+-. +O weet, w+. 
(4-1) 
~, = Aris iw + vee yl) Cazisjrw’ + + Cry, pw, 
(19b) . ‘ 
4 dw (a) 1. we. ir) 
x a oe =A, w+ oly +Cn w +--+, w S 


Setzt man v*+),...v@ an Stelle von 
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vt!) es w+: es Coes r wr, 


v® + Cn w’ os = C,, wi, 
so gehen die Gleichungen (19b) iiber in 
(241) 
xh = = Agi +--+ + ottd+ ..., 
(19b’) * "eos 


dw) . “ 
ah ee 


y lees w+---+o +- 


Die Form der itibrigen Gleichungen (17) wird durch die vor- 
genommenen Transformationen nicht geiindert. 
Hat das in den Differentialgleichungen (19a) vorkommende Coeffi- 
cientensystem . 
C1, 941 see Gres 
(20) Be eee Rp aa 
Cio eee Cir 


einen kleineren Rang als 4, so sind, wie wir spiiter sehen werden, 
keine weiteren linearen Transformationen erforderlich. Ist der Rang 
des Systems (20) gleich 4, so setzen wir w+), ... wt) an Stelle von 


Ci, ott wrt) +: om Cre w', 


. Cn, et wet) ~ / Cust w), 


so dass die Differentialgleichungen (19a) iibergehen in 


ah me Aya fee $ Cy feet Cy wf ewe, 
(19a’)- 
. dw) 


aX 
dz 


= Agw +--+ Crm +e) + Gy, we + wet y+... 

Wir haben somit die q ersten Differentialgleichungen (17d) durch 
lineare Transformation der Gréssen vo?) und w'Y) auf die Form (19a), 
(19b’) gebracht. 

Weun man den Gleichungen (19a’) entsprechend Bayiayi = 1, 
Byg = 1,..., ferner Cyo41 = 1,... Cagpa= 1, die itibrigen Gréssen 
Big, ..- Bos; Giy...Cyy gleich Null setzt*), so geht die Identitat, 
aus weleher die Gleichung (18) hervorgegangen ist, tiber in 


*) Um diese Vereinfachung zu erreichen, war allerdings eine lineare Trans- 


formation der v'” néthig, wodurch sich die Form der zweiten Gleichung (0) ge- 


indert hat; die Determinante D bleibt aber von Null verschieden. 
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Borie. Baya Cornepays woe Cops 
Bojar > +++ Bopaa Copretap ves Copar 
Bozatir «++ Bopatia Copatiopapi— 8». Copagaye 


1 








B, eee B,. Cy, pats eee C.-—s 
und hieraus folgt 

| Boyar eee Bossa 
(21) ee 


-| = 0, 


| Bozar ... Bosaa 


Ist der Rang der Determinante (21) gleich 4—w(u > 0), 80 
lassen sich ahnlich wie oben die Gréssen w+, ... wt) und v’,... 0 
so transformiren, dass die Elemente der Determinante mit Ausnahme 
Von Bos wrap = 1,... Bya,—1 verschwinden. Dadurch werden 
die za y=q-+1,...q-+ 4 gehdrigen Differentialgleichungen (17d) 


dw@t)) ’ , 
-— -==Agii UE ++ + Boysaps VATDL woe te Cosi y Wet 
dw?) . ’ ; 
— Agtnr wo + Bopuraqr vet + Cetus Wap be, 
dwtte+) 





yh 7 = Agputii1W + veto Boswtiay path... tC pup, Weep oe, 
dwt") ' 2 +41) ’ , 
Ga Art WFO Bopaagy OOD Copa  W'peepens 


sie gehen iiber in 


h dwt) 
x 


Wg Art Wb t Opa bot Opt rt0 fooy 
(19¢) 
h dw\tth) , , C (r) 
at ——— Agi We Opty e+ Copy, rl, 
dwtteth : 
— = Ags ttyi u $+. vet : +.::, 
(19d) - 
Lw'e+4) F 
ah Ps = Ajtai Uu ++ ol +, 
wenn man v@+),... an Stelle von vt) + Qi yiii@ fees ees 7 
ferner wtt),... an Stelle von w+) — Boys api wet) — «+ oe 


setzt. 
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Ist der Rang des Coefficientensystems 
Copyep - ++ Copsey 
(22) oa as ak te 
Cotuotitt > ++ Cope 
gleich uw, so setzt man witt+*+), ... witt++ an Stelle von 


Cotm He wera) hall 


an ota-+t rit y 
und erhilt die Differentialgleichungen 


(9+1) 
” a — ==Agpar Wp Opps, Wt Cops, gpa WY wl) fon, 
(19¢’) 
pateies , ’ , : a A 

—— wm Aoin, 1 wu chet Corn, 1w see Cot, gpa wer yo wit HH) pee, 

dw'ttet+) F , 

a, OER fe oe a Oe 
(19d’) - 


dwt) . 
a PO ee ee 


Das beschriebene Verfahren wird so lange fortgesetzt, bis man 
unter Anwendung der Bezeichnung 
Smet eres ---+e@, 
imepid et +--+ ote 
zu einer Gruppe von Differentialgleichungen von der Form 


dw*t) , , 
— ae =A,41, 1 u + +Cy1 1 fee + Oy pW +s, 





(19m) - 
_— ’ , 
ah —— = Asie U eee + Cy 210 tee + Cue rp OM+--, 
dw*tt+) 
ah <0 = Aneta Wp oof OH fone, 
(190’) - 


wo” 


ot — = Ags uv +.. 
gelangt, wo der Rang « des Coefficientensystems 


aeed . a r) 
(23) 


Ore, i is 











(19m 


(19n' 





Systeme linearer Differentialgleichungen II, 547 


kleiner als t ist. Dies tritt spiitestens dann ein, wenn t=—~r ge- 
worden ist. Nun kénnen wir die Variablen w+), ..., w+? und 


w+), ..., w”) so linéar transformiren, dass die Gleichungen (19m) 
iibergehen in 


Iwet) : : 
oh OA WO Wp Oops 0) pe on, 


(19 m’) 





dw'*t) ’ , 
a << — a Agins Wn Wb Oa, WO Leolttot..., 
Ls te+t) 5 : . 
A, — = Aggeg 1 Uf Cy egs 10 of Cop eg, 0 +e, 
) ta. 
+ ’ (19n’) oe ee ae ee ee “eee a, a er i ee ee ee er ae ee 
i ‘4 uw LO ee 5) (s a 
dag Aste WH Oe Wot Oye: W + 
Hope, 


Das Differentialgleichungensystem Y ist somit durch lineare Trans- 
formationen tibergefiihrt in das System %’, welches besteht aus den 
Differentialgleichungen (17a), (17b), (17c), den zu y=t+1,...7 
gehérigen Gleichungen (17d) und den Gleichungen (19a’), .. . (190’). 
Durch die im gegenwiirtigen Paragraphen ausgefiihrten linearen Trans- 
formationen ist die Normalform des Systems % nicht verloren ge- 
n gangen, das System % lisst aber gewisse Gréssen w’,... w?, lineare 
Verbindungen von Y',... Y®, hervortreten. 

* Wir fiihren nun die Substitution 





(24) w= 20',... w= ew 


° aus und setzen, um das entstehende System sogleich auf die Normal- 
form zu bringen, fiir 


w’ — Ay, —-+-- — Aj, u,!?), 


WO An,’ —-++ — Asp Uy!” 


wieder w’,...w. Dadurch geht das System 2’ tiber in das System 8 





du 
git 73 _ os, 
ght du (a) 
(25a) —_ or +" (@—=1,...p) 
ul”) 
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(25b) 


(25) 


(25) 


(25 e) 


(25f) 
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dv?) 
Po Ree 
—sS salad 
dol?) 
wee ot ae 
ig =) +--- 
advil 
ght 9-2 ig) 
dx et *° 
git a0 
< ~~ * 
(z) 
ght) dv" io 
dz = hae 
itt) 
git 2] ile 
dz oa a 
9) 
ait dv _ 
ax rs + ste 
git 20 
dx eT - 
(a) 
en Se 
dx as 7 
php awl 
“i = 
(q+) ; 
aH — 
<< ~~ 5 thle 
dw? tet) 
gil ae a 
dx Mar ae 
dwt) 
git Ge —_ 
—s ts 
(4-1) 
gett ss —~ = vt) 4. 
dw@ 
htt Sy 4 
dw @te+) 
att SO wet 4, 


. 
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dwtt 
gr eee = yl) eh 
dx " + ? 
autor 
ght SA es (#41) 
(25 f) oe es GR vy, 
dw 
“eo = oo &@ + eee 
a da intitle , 
(34-1) 
git __ an wet) -..., 
x 
(25g) . <_ * 
dwt) 
ght) Gz = wit) 4... 6: 
lw tt) 
SS a +... 
dz 
(25h) Pe 
dw*t®) 
ht ‘a {axe 
* dx - ’ 
peridot) al 4 = 
“x bani > 
(251) . 
dw”) 
ee 
a dx + 


Da das System 8 die Normalform besitzt, so ist seine Elementar- 
theilerzahi unmittelbar zu erkennen. Zu (25a) gehéren die p Elementar- 


theiler s/”’ (a=1,...p), zu (25b) die g Elementartheiler an 
(6 =1,...q), zu (25d) in Verbindung mit (25f) die g—t Elementar- 
theiler s*, zu (25h) in Verbindung mit (25g) die ¢ Elementartheiler s? 
und schliesslich zu (25d), (25e) und (251) die r + 27 — q — 2¢ ein- 
fachen Elementartheiler s. Das System 8 hat demnach p-+-q-+-r-+-1t—e 
Elementartheiler, wihrend die Elementartheilerzahl des urspriinglichen 
Systems p-+q-+,r betrug. Die Elementartheilerzahl hat sich ver- 
gréssert, da t > é ist. 

Die Elementartheilerzahl des Systems (2) wird stets vergréssert, 
wenn man dasselbe durch lineare Transformation auf die Normalform 
(5) bringt, auf diese die Substitution (10) und nach Ausfiihrung ge- 
wisser linearer Transformationen die Transformation (24) anwendet. 

Man kénnte die angegebenen Transformationen in anderer Reihen- 
folge ausfiihren. Die nach Anwendung der Substitution (10) und vor 
Anwendung von (24) ausgefiihrten linearen Transformationen haben nur 
den Zweck, die Gréssen w’,...w" zu ermitteln, auf welche die Sub- 


Mathematische Annalen, XL, 36 
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stitution (24) anzuwenden ist. Es sind, wenn wir die friihere Be- 
zeichnung benutzen, lediglich lineare Transformationen der Gréssen 


mw... = , (A == 1,...¢%) unter sich und lineare Transformationen 
a 


der Gréssen Yy,... st Y’,... Y® unter sich. Man kann daher 
e 


die letzteren Transformationen schon vor der Substitution (10) an- 


, : ‘ a a 

wenden und ebenfalls vorher die Gréssen Y{”,... rr , ebenso 
e*) — 

transformiren, wie wir nachher die Gréssen 2”, . . . ¢' A : transformirt 


haben; es sind dies alles Transformationen, durch welche die Normal- 
form (5) nicht verloren geht. Nach Ausfiihrung derselben kénnen die 
Substitutionen (10) und (24) gleichzeitig, oder was dasselbe ist, es 
kann eine Substitution von der Form (6) angewandt werden, um die 
Elementartheilerzah! zu vergréssern. Wir kéunen somit unser Resultat 
in der am Schluss von § 2 angegebenen Form aussprechen, sowie 
auch alles in den Satz zusammenziehen: 

Jedes regulire Differentialgleichungensystem (2) kann durch eine 
Reihe von Substitutionen, theils von der Form 


Y =h,, a, + pil + him 2m) 





. 


in = Doma a + wale + Ninm 2m, 
theils von der Form 


Yy SH BE, oe Yu SH Thuy Yup = Sut, +--+ Yu = Sm 


auf ein kanonisches System guriickgefiihrt werden. 


Freiburg i. B., 23. November 1891. 














Abbildung der Mannigfaltigkeit aller Kegelschnitte einer 
Ebene auf einen Punktraum. 


Von 


E. Srupy in Marburg. 


In der Abhandlung ,,Ueber die Geometrie der Kegelschnitte “ 
(Math. Ann. Bd. 27, 8. 58 u. ff.) hat der Verfasser die von den Kegel- 
schnitten einer Ebene gebildete algebraische Mannigfaltigkeit mit den 
Hiilfsmitteln der Invariantentheorie niher untersucht. Der Kegelschnitt 
wurde hierbei gleichzeitig als Ort von Punkten und als Ort von Linien 
aufgefasst, entsprechend dem Principe der Dualitit, das Punkte und 
gerade Linien als gleichberechtigt erscheinen liisst. Die Mannig- 
faltigkeit der so definirten Kegelschnitte konnte zwar nicht auf die 
Punkte, wohl aber auf gewisse durch eine quadratische Transformation 
verbundene Elementenpaare eines linearen fiinffach ausgedehnten Raumes 
abgebildet werden; und in dieser Abbildung bestand das wichtigste 
Hiilfsmittel der durchgefiihrten Untersuchung. 

Hier soll in aller Kiirze eine andere Abbildung derselben Mannig- 
faltigkeit besprochen werden, eine Abbildung auf die Punkte eines 
hdheren Raumes. Diese vermeidet gewisse begriffliche Schwierigkeiten, 
die der erstgenannten Abbildung anhaften, und gewihrt so einen 
besseren Einblick in das Wesen der Sache. Dies wird an einem 
Beispiel niher ausgefiihrt, an dem sogenannten Charakteristiken- 
problem. 

Man kommt zu der fraglichen Abbildung durch Betrachtung der 
Connexe (2, 2).*) Ein Connex (Z X)?(U A)’, dessen lineare Covariante 


(LA) (LX) (UA) — = (LA). (UX) 


identisch verschwindet, hiingt von 28 Constanten linear und homogen ab, 


*) Wegen der zu verwendenden Bezeichnungen, und wegen mehrerer Einzel- 
heiten, die hier nur angedeutet sind, vergleiche man des Verfassers ,,Methoden 
zur Theorie der terniiren Formen“, insbes. II, § 3, 11, 12, 


36* 
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Man kann also die Mannigfaltigkeit dieser besonderen Connexe 
eindeutig-umkehrbar auf die Punkte eines Gebietes 28't Stufe, eines 
Raumes R,, von 27 Dimensionen abbilden. Hierdurch wird der Gruppe 
aller co® collinearen und dualistischen Transformationen der Ebene 
eine Gruppe des Raumes R,, zugeordnet, die aus zwei getrennten 
Schaaren von collinearen Transformationen besteht. Bei dieser Gruppe 
bleiben zwei verschiedene lineare Punktmannigfaltigkeiten in Ruhe, 
entsprechend den beiden noch iibrigen Entwickelungsgliedern der 
Gordan’schen Reihe 


(LX)*(UA)? = | (LX)*(UA)? — 4 (LA. (UX) |+ + (LA). (UX), 


die erste ein linearer Raum M,, von 26 Dimensionen, die zweite ein 
einzelner Punkt. 

Ein sehr specieller Connex der von uns betrachteten Art entsteht 
nun, wenn man (LX)? —0O die Punktgleichung und (UA)? =O die 
Liniengleichung eines und desselben Kegelschnittes bedeuten lisst. 
Da ein Kegelschnitt durch seine Punktgleichung und seine Linien- 
gleichung zusammen in allen Fallen véllig bestimmt ist, so liefert uns 
die Abbildung der Connexe (2, 2) zugleich eine Abbildung der Mannig- 
faltigkeit aller Kegelschnitte in der Ebene auf die Punkte einer ge- 
wissen fiinffach ausgedehnten algebraischen Mannigfaltigkeit M, des 
Raumes R,,, wobei jedem Kegelschnitt ein Punkt von M, entspricht, 
und umgekehrt.*) 

Die Mannigfaltigkeit M, hat die Ordnung 102. Durch sie kinnen 
197 linear-unabhingige Mannigfaltigkeiten 2. Ordnung hindurchgelegt 
werden, und sie ist als gemeinsamer Durchschnitt aller dieser Mannig- 
faltigkeiten vollstindig definirt. 

Unter den Kegelschnitten der Ebene sind dreierlei ausgeartete 
Jurven enthalten: cot Linienpaare, oof Punktepaare, und oo* Kegel- 
schnitte, die Beides zugleich sind, niimlich aus einem doppelt zihlen- 
den Punkt und aus einer mit diesem vereinigten doppelt zihlenden 
Geraden bestehen. Da die Figur eines Punktes und einer Geraden in 
vereinigter Lage von Herrn 8. Lie als ,,Linienelement“ bezeichnet 
worden ist, so wollen wir die letzte Kegelschnittausartung Linien- 
elementkegelschnitt: nennen. 

Den besprochenen Ausartungen sind nun drei auf M, verlaufende 
algebraische Mannigfaltigkeiten M,, M,’ und M, zugeordnet, von vier, 
vier und drei Dimensionen. 


*) Es ist nicht schwer, die Abbildung sammt ihrer Umkehrung durch ent- 
wickelte Formeln auszudriicken. 

Die Hiilfsmittel zum Beweise der nachfolgenden Siitze, soweit sie nicht un- 
mittelbare Anwendungen der Charakteristikentheorie sind, findet man in der nach- 
folgenden Abhandlung ,,Ueber Systeme von Kegelschnitten“. (S. 8. 563 u. ff.) 
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Jede der Mannigfaltigkeiten M, wnd M, hat die Ordnung 51. Sie 
bilden zusammen den volistiindigen Durchschnitt von M, mit der 
invarianten linearen Mannigfaltigkeit M,,, und sie durchdringen sich 
in der Mannigfaltigkeit M,. M,, M, und M, konnen ebenfalls definirt 
werden als Durchschnitt von Mannigfaltigkeiten 2. O., und zwar M, und 
M,' als Schnitt von je 225, und M, als Schnitt von 253 linear-unab- 
hingigen Mannigfaltigkeiten 2. O. des Raumes M,,. 


Die Geometrie auf der Mannigfaltigkeit M,; nun ist ein treues 
Abbild des besonderen Kreises geometrischer Forschung, dessen Inhalt 
der Verfasser als Geometric der Kegelschnitte bezeichnet hat. Die Dar- 
stellung des Kegelschnittes in der Ebene durch den Punkt von MM, 
kann verglichen werden mit der bekannten Darstellung des Punkte- 
paares zweier binirer Gebiete durch den Punkt auf einer Fiche 
2. Grades, mit deren Theorie die Theorie der Mannigfaltigkeit MM, 
iiberhaupt eine gewisse Aehnlichkeit hat. Wie die F’? des gewéhn- 
lichen Raumes zwei Reihen von geraden Linien triigt, von denen je 
zwei nicht derselben Reihe angehérige durch eine Ebene verbunden 
werden kénnen, so trigt M, zwei Reihen von je co® vierfach aus- 
gedehnten Riiumen der Ordnung 51, von denen je zwei nicht derselben 
Reihe angehérige in einem ebenen Raum von 26 Dimensionen liegen. 
Von den besprochenen co collinearen Transformationen von M, lasst 
die eine Schaar, die eine Gruppe bildet, beide Mannigfaltigkeitsreihen 
ungeindert, die andere vertauscht sie; u. s. w. In anderen Stiicken 
versagt die Analogie. Insbesondere haben die beiden ausgezeichneten 
Mannigfaltigkeiten M, und M,’, die nicht zu jenen beiden Reihen ge- 
héren, nichts Aehnliches in der Geometrie einer F'*, 

Stellt man zwei algebraische Mannigfaltigkeiten nur dann in eine 
Classe, wenn sie ohne irgendwelche Ausnahmepunkte eindeutig-um- 
kehrbar auf einander bezogen werden kénnen, so gehdren die Ebene 
und die Fliche 2. Grades verschiedenen Classen an; und ebenso gehért 
unser Kegelschnittraum MV, in eine andere Classe als der lineare Raum 
von fiinf Dimensionen. Lisst man aber Ausnahmepunkte zu, so kénnen 
beide Mannigfaltigkeiten auf einander abgebildet werden. Genauer wird 
das Verhiiltniss durch den folgenden Satz bezeichnet: 


Die Mannigfaltigkeit M, kann durch eine im Allgemeinen eindeutig- 
umkehrbare Abbildung auf einen linearen Raum R, von fiinf Dimen- 
sionen so bezogen werden, dass die achtgliedrige projective Gruppe von M, 
wieder in eine projective Gruppe dieses Rawmes iibergeht; und swar 
gibt es zwei verschiedene Abbildungen dieser Art. 

Im einen Fall entsprechen den Punkten von M, in R, die Punkte 
einer Mannigfaltigkeit 3. Ordnung, mit einer aus Doppelpunkten be- 
stehenden singuliren Fliche F,' 4. 0., die Mannigfaltigheit M, aber 
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zieht sich in eben diese Fiche F,4 zusammen; im anderen Fall haben 
die Mannigfaltigkeiten M, und M,' thre Rolle gewechselt. 

Eben wegen des Auftretens von Ausnahmepunkten findet die 
Geometrie der Kegelschnitte bei Benutzung des Raumes M, oder einer 
in dem angegebenen Sinne zu derselben Classe gehérigen Mannigfaltig- 
keit einen weit vollkommeneren Ausdruck als bei der Darstellung durch 
einen linearen Raum, bei der man, um Eindeutigkeit zu erreichen, zu 
Elementenpaaren seine Zuflucht nehmen muss. 

Es hat Interesse, naher zu untersuchen, als was fiir Gebilde sich 
die einfachsten Systeme von Kegelschnitten bei der Abbildung auf die 
Mannigfaltigkeit WM, darstellen, insbesondere die Systeme, die zur 
Definition der Charakteristiken dienen. Wir wollen aber hierbei nicht 
verweilen, sondern wollen uns darauf beschrinken, das sogenannte 
Charakteristikenproblem selbst von dem hier gewonnenen Standpunkt 
aus einer Besprechung zu unterziehen. Die neue Anschauung von der 
Geometrie der Kegelschnitte gesiattet niimlich, das Higenthiimliche 
der vom Verfasser vertretenen Auffassung jenes Problems klarer hervor- 
treten zu lassen, als es friiher, bei Gebrauch einer weniger einfachen 
Vorstellung und Ausdrucksweise méglich war. 


Es sei vorgelegt ein einfach ausgedehntes Kegelschnittsystem mit 
den Charakteristiken g und q’, und ein vierfach ausgedehntes mit den 
Charakteristiken 4 und 4’. Dem ersten entspricht in M, eine Curve 6, 
die M, in 0=2q—q' und MUM, in 0' = 2q’ — gq Punkten trifft, 
dem zweiten eine vierfach ausgedehnte Punktmannigfaltigkeit M,, die 
von den auf M,, bez. M, verlaufenden geraden Linien in A bez. 4’ 
Punkten getroffen wird. Die Frage nun, die der vom Verfasser dar- 
gelegten Auffassung des Charakteristikenproblems entspricht, ist ein- 
fach diese: 

In wievielen Punkten schneiden sich die Curve © und die Mannig- 
faltigkeit M, ? 

Die Antwort ist gegeben durch die Chasles’sche Formel 4q’ + 4'q, 
wobei man natiirlich jeden einzelnen Schnittpunkt mit der gehérigen 
Multiplicitat in Anschlag zu bringen hat, gerade wie bei der Bézout’- 
schen Aufgabe, deren genaues Analogon unser Problem vorstellt. (Vgl. 
den Schluss dieser Abhandlung, 8. 556, 557). 

Die von Halphen behandelte Aufgabe muss, wenn man seine 
eigene Ausdrucksweise bei der Uebertragung so weit als méglich bei- 
behalten will, ebenso ausgesprochen werden, wie die unsere. Der 
Sinn ist aber ein anderer. Halphen dachte sich das System QM, fest 
gegeben, und dann der Gesammtheit der oo® linearen Transforma- 
tionen unterworfen, die den collinearen Transformationen der Ebene 
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entsprechen, wihrend er die Curve © festhielt. ,,Schnittpunkte“ von 
© und W,*) heissen nach ihm nur solehe € und I, gemeinsame 
Punkte, die bei den genannten Transformationen innerhalb © ihre 
Lage iindern. Die Bestimmung der Zahl dieser, wie ich sage, (bei den 
Halphen schen Transformationen) beweglichen Schnittpunkte ist Halphen’s 
Aufgabe. Es ist leicht zu sehen, dass diese Zahl unter Umstinden 
einen kleineren Werth hat, als der Chasles’sche Ausdruck. Denn wenn 
die Curve © die Mannigfaltigkeit M, trifft, und wenn gleichzeitig M, 
durch M, hindurchliuft, so wird mindestens ein Schnittpunkt von © 
und Yt, nicht beweglich sein. 

Um meine eigene Stellung zu Halphens Theorie genau zu _ be- 
zeichnen, ist es nothwendig, auf die analytische Formulirung des 
Problems niiher einzugehen. Sei Layxj%,—O0 die Gleichung eines 
Kegelschnittes ia der Ebene, so wird ein Kegelschnittsystem mit den 
Charakteristiken 4, 4’ dargestellt durch eine Gleichung vom Grade 
4+ 22 in den Coefficienten aj,. Diese Gleichung nun stellt die 
Mannigfaltigkeit M, nicht reim dar. Sie bedeutet vielmehr eine Mannig- 
faltigkeit, die aus Yt, und aus der 4 mal ziihlenden Mannigfaltigkeit 
M,; besteht. Die Zahl der Schnittpunkte der Curve © mit dieser zer- 
fallenden Mannigfaltigkeit I, +4’ MU,’ kann nun (nach de J onquiéres) 
ohne Weiteres angegeben werden. Sie hat den Werth g’(4+22’). 
Hiervon sind abzuziehen zuniichst 4’'(2q’—q) auf WM,’ fallende Schnitt- 
punkte. Es bleiben die 4g’ -+-4’q Punkte der Chasles’schen Formel, alles 
Punkte, die der Mannigfaltigkeit IN, selbst angehéren. Von diesen 
sind dann nach Halphen noch abzuziehen die erwaihnten nicht beweg- 
lichen Schnittpunkte. 


Wie man sieht, hat man, um zu Halphens Ergebniss zu kommen, 
zwei Reductionen von sehr verschiedenem Charakter auszufiihren, die 
nur darin itibereinstimmen, dass die beseitigten Punkte beidemal aus- 
gearteten Kegelschnitten entsprechen. Bei der ersten Reduction werden 
Punkte weggelassen, die der Mannigfaltigkeit It, gar nicht angehéren, 
bei der zweiten solche, die St, zwar angehéren, aber bei den Halphen’- 
schen Transformationen nicht beweglich sind. 

Es versteht sich, dass in den Formeln Halphen’s, der die zweite, 
weitergehende und schwierigere Aufgabe gelést hat, die Verschieden- 
heit der besprochenen beiden Reductionen auch irgendwie zum Aus- 
druck kommen muss. Man kénnte daher auf den Gedanken kommen, 
dass die von mir befiirwortete Ansicht der Chasles’schen Formel noth- 
wendig bereits in den Schriften Halphens enthalten sei. Diese Meinung 


*) Vgl. Journal de I’Ecole polytechnique 1878 (t, 45) p.6 die Worte: ... la 
courbe ... vient passer 4 l’origine des coordonnées et, par suite, ne coupe pas 
en un méme nombre de points les deux droites ci dessus... 
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wird indessen sogleich widerlegt durch den Hinweis auf Halphen’s 
Kritik des Chasles’schen Satzes, die bei einer solchen Voraussetzung 
iiberhaupt ganz unverstiindlich wire. 

Um uns Rechenschaft davon zu geben, wieso Halphen an dem von 
uns eingenommenen Standpunkte vorbeigehen konnte, miissen wir uns 
erinnern, dass der von uns zu Grunde gelegte Kegelschnittbegriff nicht 
der einzig mégliche ist. Man kann den ,,Kegelschnitt‘‘ auch einfach 
definiren durch eine einzige quadratische Gleichung zwischen Punkt- 
coordinaten. Die Mannigfaltigkeit aller ,, Kegelschnitte“ kann dann 
nicht mehr eindeutig-umkehrbar abgebildet werden auf unseren Raum 
M,,, sondern auf einen linearen Raum von fiinf Dimensionen; und das 
vorhin hervorgehobene Zerfallen der durch eine einzige Gleichung dar- 
gestellten Kegelschnittsysteme in der Form It,-+A’ MU,’ findet nicht statt. 

Wiewohl nun Halphen in seiner Analyse den von uns zu Grunde 
gelegten Kegelschnitthegriff ebenfalls verwerthet hat, so ist er doch 
bei seiner Problemstellung von dem anderen, einfacheren und historisch 
iilteren Kegelschnittbegriff ausgegangen. Dadurch aber ist fiir ihn die 
Nothwendigkeit weggefallen, die beiden besprochenen Reductionen von 
vorn herein zu trennen: Sein Problem lautet, in unsere Ausdrucks- 
weise iibersetzt, genau genommen nicht: 

,,ln wievielen beweglichen Punkten schneiden sich © und WM, ?“ 
sondern: 

» In wievielen beweglichen Punkten schneiden sich © und 
M, + a’ M,'?“ 

Halphen hat also die besprochenen beiden Reductionen ebenfalls 
getrennt, aber erst auf einer spiiteren Stufe der Entwickelung, und in 
anderer Weise, als.es von uns geschehen ist. Er konnte dies thun, 
weil er sich nur fiir die zuletzt iibrig bleibenden, bei gewissen 
Aenderungen von Mt, oder von WM, + 4’ M,’ beweglichen Kegelschnitte 
interessirte, deren Bestimmung nach seiner Ansicht genau das 
Chasles’sche Problem war. 

Die principielle Verschiedenheit jener Reductionen ist aber durch- 
aus nicht gleichgiiltig, wenn es sich um eine historische Wiirdigung 
der Chasles’schen Leistung handelt. 

Eben die erste Reduction fiihrt zu der auf 8. 554 formulirten 
Deutung des Chasles’schen Satzes, wonach dieser als ein Seitenstiick 
zum Bézout’schen Theorem aufgefasst wird. Wenn aber eine solche 
Auslegung méglich ist, so war es gewiss nicht richtig, den Chasles’- 
schen Satz — fiir gewisse Fille — als falsch hinzustellen, wie es 
Halphen versucht hat. Dies ist der Punkt, in dem ich mich in einem 
entschiedenen Gegensatz befinde zu den Anschauungen Halphens und 
der Mathematiker, die ihm beigepflichtet haben. 

Ich sehe iiberhaupt nur einen Weg, auf dem man versuchen 
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kénnte, sich der Logik unserer Folgerung zu entziehen. Man kann 
sagen, Chasles hat offenbar die im Allgemeinen nicht ausgearteten 
Kegelschnitte gemeint — oder die Kegelschnitte eines einfach aus- 
gedehnten Systems, die einer Bedingung eigentlich genitigen — oder 
er hat eine gewisse Unabhdngigkeit zwischen den beiden einander 
gegeniibergestellten Kegelschnittsystemen vorausgesetzt. Hiergegen 
habe ich Nichts einzuwenden. Aber was heisst das, ,,im Ailgemeinen‘‘ 
und ,,eigentlich, worin besteht diese Unabhingigkeit? Chasles selbst 
hat es nicht erklairt, und fiir uns Spiitere sind wohl noch verschiedene 
Auffassungen moglich. 

Halphen hat zuerst eine bestimmte Erklirung gegeben, die 
darin besteht, dass er das vierfach ausgedehute System von vier ver- 
iinderlichen Hiilfspunkten oder von acht Parametern abhiingig macht. 
Man kann aber statt der acht Parameter auch eine kleinere Anzahl 
von verinderlichen Gréssen setzen: dann entsteht ein anderes Problem, 
mit einer geringeren Zahl von Lésungen. Oder man kann (was das 
Einfachste ist) bei dem vierfach ausgedehnten System alle N(A, 4’)—1 
Constantenainderungen (vgl. S. 567 u. ff.) zulassen, bei denen es seine 
Charakteristiken 4 und 4’ behalt —- dann kommt man wieder auf die 
Chasles’sche Formel. 

Also auch dann, wenn man den Kegelschnitt durch eine einzige 
Gleichung zwischen Punktcoordinaten definirt, und die Frage nach 
den beizubehaltenden Lisungen von ihrer Beweglichkeit abhingig 
macht, kommt man nicht ausschliesslich zu dem Halphen’schen Problem, 
und man ist nicht gendthigt, den Chasles’schen Satz als in gewissen 
Fallen unzutreffend zu bezeichnen. 

Wir fassen nun das Gesagte noch kure zusammen. Halphens 
Fragestellung und die meinige weichen beide von der Chasles’schen 
nothwendig ab, weil diese der hinreichenden Schiirfe entbehrte. 
Halphen’s Problem, insofern dieses zur Definition der ,, Unabhingigkeit* 
beider Systeme gewisser acht Parameter bedarf, von denen sich in 
der iiberlieferten Fragestellung keine Andeutung findet; das meinige, 
insofern es auf einem Kegelschnittbegriff beruht, der erst spiiter aus- 
gebildet worden ist. 

Halphen’s Problem geht weiter als das meinige, da die natiir- 
liche Reihenfolge beider Aufgaben diese ist: 

1) In wievielen Punkten schneiden sich © und M,? 

2) Welche unter diesen sind beweglich? 

Aber sowohl das Interesse, das das Problem 1) als Analogon des 
Bézout’schen Problems in Anspruch nehmen darf, als auch die 
Forderung der historischen Gerechtigkeit néthigt uns, die Aufgabe 1) 
wirklich als Durchgangspunkt zu nehmen, da diese der Chasles’schen 
Fragestellung am nichsten steht, und das Halphen’sche Problem von 
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vornherein in zwei Schritte zu zerlegen, mit dem Bewusstsein von 
deren giinzlich verschiedener Bedeutung. 

Halphen’s Kritik des Chasles’schen Satzes ist hiernach nur soweit 
gerechtfertigt, als sie sich auf dessen mangelhafte Formulirung bezieht, 
und seine eigene Theorie lisst die von uns angegebene Ergiinzung 
nicht als iiberfliissig erscheinen. Diese Ergiinzung aber kénnte, wie 
ich gerne hinzufiige, nachdem ihre Nothwendigkeit einmal erkannt ist, 
auch aus Halphen’s eigener Analyse abgeleitet werden. 











Entgegnung. 
Von 


E, Srupy in Marburg. 


Die im 27. Bande der Math. Annalen aufgestellte und in der 
vorausgehenden Abhandlung in etwas anderer Weise, aber im Wesent- 
lichen iibereinstimmend aufs Neue dargelegte Ansicht von dem so- 
genannten Charakteristikenproblem der Kegelschnitte ist vor einiger 
Zeit von Herrn Zeuthen bekiimpft worden (Math. Ann. Bd, 37, 8. 461.) 
Wenn ich auch der ganzen Streitfrage nicht gerade die Bedeutung 
beimessen kann, die mein Gegner — nach der Lebhaftigkeit seines 
Angriffs zu urtheilen — ihr zuzuschreiben scheint, so veranlasst mich 
doch das Ansehen, dessen sich Herr Zeuthen in der wissenschaftlichen 
Welt erfreut, zu einer ausdriicklichen Erwiderung. Dass diese erst 
so spit erfolgt, bitte ich mit anderer Arbeit zu entschuldigen. 

Man wird wohl erkennen, dass meine Polemik gegen Halphen 
sich nicht auf dessen positive Leistung bezieht (der ich alle Anerkennung 
zolle), sondern nur auf seine Kritik des Chasles’schen Theorems. Rein 
sachlich ist also die Meinungsverschiedenheit geringfiigig genug. 

Herr Zeuthen indessen verlangt durchaus, dass man Halphen in 
allen Stiicken Recht gibt. Hat dieser doch lingst schon tiberhaupt 
Alles gesagt, was zu diesem Problem nur irgend gesagt werden kann. 
Er erklairt meine Auffassung des Chasles’schen Satzes fiir trivial: Sie 
habe sich allen Denen darbieten miissen, die sich mit dem Charakte- 
ristikenproblem beschiftigt haben (S. 462 Anm.). Indessen hat er 
weder aus den Schriften Halphen’s, noch aus seinen eigenen Arbeiten, 
noch aus der sonstigen ausgedehnten Litteratur des,Charakteristiken- 
problems eine Stelle angefiihrt, in der diese Auffassung vorkommt; 
und er wiirde dies gewiss nicht unterlassen haben, wenn ihm eine 
solche bekannt gewesen wiire. 

Im Grunde kommt wohl wenig darauf an, ob man die besprochene 
Ansicht nachtriglich trivial findet oder nicht. Mehr ist daran gelegen, 
ob sie richtig ist; und in der That ist dieses der eigentliche Differenz- 
punkt, Herr Zeuthen beruft sich auf das Zeugniss der Mathematiker, 
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die nach dem Erscheinen von Halphens Arbeiten deren Inhalt zu- 
gestimmt hatten. Indessen glaubt er wohl selbst nicht, dass man 
diese Thatsache im Ernste als einen Grund gegen mich ins Feld fiihren 
kann. Er sucht daher seine abfillige Kritik meiner Aufstellungen noch 
in anderer Weise zu stiitzen. Er sucht zu zeigen, dass meine eigene 
Fragestellung tiberhaupt gar nicht unter dem Charakteristikenproblem 
mitbegriffen werden kann, dass ich vielmehr das Problem abgeiindert 
habe. 

Es handelt sich dabei um nichts Anderes, als um den Begriff eines 
Kegelschnittes, genauer um die dritte Kegelschnittausartung, die von 
uns als ,,Linienelementkegelschnitt“ bezeichnet worden ist. (Vgl. 8. 552) 
Herr Zeuthen vertritt die Ansicht, dass dieses Gebilde durch seinen 
Punkt und seine Linie noch nicht vollstindig definirt ist. 

Hat man niamlich eine einfach-unendliche Schaar von Kegelschnitten, 
in der die besprochene Ausartung vorkommt, so wird sich der Quotient 


zweier passend gewiahlter Potenzen der Hauptaxen a und b eines 


Kegelschnittes der Schaar beim Uebergang zu der ausgearteten Curve 
einem bestimmten (von Null verschiedenen) Grenzwerth nahern. Dieser 
Grenzwerth muss, so will es Herr Zeuthen, mit zum Begriff des 
Linienelementkegelschnittes gezogen werden, so dass dieser ausgeartete 
Kegelschnitt erst dann vollig bestimmt ist, wenn man seinen Punkt, 
seine Linie und ausserdem noch den zugehérigen Grenzwerth kennt. 
Daraus folgt dann wirklich, dass die Zahl der ,,Kegelschnitte“ einer 
einfach-unendlichen Reihe, die einer gegebenen Bedingung geniigen, 
nicht immer durch die Chasles’sche Formel dargestellt wird. 

Gesetzt, man kénnte den eigenthiimlichen Kegelschnittbegriff, auf 
dem diese Folgerung beruht, an sich gelten lassen, so fehlt in der 
Schlusskette doch noch ein Glied: Es miisste gezeigt werden, dass 
wenigstens von einigen der Vorgdnger Halphens diese oder eine dhnliche 
Begriffsbildung verwendet worden ist; denn doch nur dann kénnte von 
mir, der ich von einem anderen Kegelschnittbegriff ausgegangen bin, 
mit Recht gesagt werden, dass ich das Problem abgeindert habe. 
Diesen Nachweis hat mein Gegner nicht angetreten. Er hat sich also 
selbst des Fehlers schuldig gemacht, den er mir mit Unrecht vor- 


wirft*): eine Behauptung hinzustellen ohne auch nur den Versuch des 
Beweises. **) 





*) I n’est pas permis de nous traiter sans prewve.. . 

**) Ein solcher diirfte ihm auch schwerlich gelingen. So viel ich weiss, kann 
nur eine einzige gelegentliche Bemerkung zu Zeuthens Gunsten angefiihrt werden 
(Schubert, Bull. de la Soc. Math. de France, 1880, t.8, p.61). Aber diese ist 
spiiteren Datums als Halphens Arbeiten, und sie war seither ganz ohne Folgen 
geblieben. Der von mir zu Grunde gelegte Kegelschnittbegriff kann dagegen 
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Aber Zeuthens Kegelschnittbegriff ist tiberhaupt gar nicht zulissig. 

»WVous étions des naifs, en n’observant pas qu'une conique infiniment 
applatie & sommets coincidents dans un systéme depend, non seulement 
des trois constantes qui déterminent la droite double et le sommet, mais 
aussi d'une quatriéme constante finie: le rapport de puissances convenable- 
ment choisies des deux axes de cette conique singuliére . . .“ 

Wirklich bin ich so ,,naiv“, zu finden, dass dem Linienelement- 
kegelschnitt unter keinen Umstinden mebr als drei Constanten beigelegt 
werden diirfen, und dass jener Inbegriff von unendlich vielen Kegel- 
schnittsystemen, den Herr Z. als ,,conique applatie dans un systeme“ 
bezeichnet, gar nicht von vier, sondern von fiinf Constanten abhingt: 
Die fiinfte ist der Quotient der Exponenten, das Verhiiltniss m:n, das 
bei algebraischen Kegelschnittsystemen noch jeden rationalen Werth, 
und bei transcendenten Systemen iiberhaupt jeden beliebigen Werth 
annehmen kann. 

Will man also dieses Gebilde, wie es Herr Zeuthen thut, und wie 
es fiir seinen Schluss auch durchaus nothwendig ist, einen Kegelschnitt 
nennen, so kommt man zu der — gelinde gesagt — paradoxen 
Folgerung, dass ein specieller ,,Kegelschnitt“ von gerade so vielen 
Constanten abhiingt, wie der allgemeinste. 

Wenn eine solche Begriffsbildung erlaubt ist, dann verlieren alle 
Mannigfaltigkeitsabzihlungen der Geometer ihren Sinn; dann hat es 
keinen Sinn mehr gu sagen, dass der Raum, in dem wir leben, drei 
Dimensionen hat. 

Mit Zeuthen’s Kegelschnittbegriff fillt aber auch die darauf ge- 
griindete Folgerung. — 

Auch der Auseinandersetzung iiber den Begriff der uneigentlichen 
Lésung, die Herr Zeuthen seiner Beweisfiihrung vorausgeschickt hat 
(soviel ich sehe ohne zwingenden Grund), kann ich nicht. ganz zu- 
stimmen. 

»Une solution sera impropre si Von peut Veéviter par wne autre 
formulation de la question.“ 

Unmiglich kann Herr Zeuthen hiermit sagen wollen, dass es 
erlaubt ist, ein Problem nach Belieben anders zu formuliren: Dann 
kénnte es leicht geschehen, dass man einmal nur einen Theil der ge- 
suchten Lésungen erhielte. 

Jede Aufgabe muss klar formulirt vorliegen, so dass gar kein Zweifel 
dariiber bestehen kann, was man Lisung nennen soll und was nicht. 
Wo uns etwa eine unvollkommen formulirte Aufgabe iiberliefert ist, 





genau in derselben Form in der ilteren Litteratur nachgewiesen werden: In 
Clebsch’s Vorlesungen iiber Geometrie [Bearbeitet von Lindemann, Bd. I, 8, 119. 
(1876)] werden der Figur des Linienelementkegelschnittes ausdriicklich drei Con- 
stante zugeschrieben. 
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miissen wir diesen Mangel gleich von vorn herein zu beseitigen suchen, 
Kommt man nun bei der Analyse eines bestimmten Problems auf eine 
Gleichung, deren Wurzeln nur theilweise Lésungen geben, so kann 
man die anderen Wurzeln oder die ihnen entsprechenden geometrischen 
Gebilde ,,uneigentliche Lésungen“ nennen, wenn man das Wort 
Lésung hier iiberhaupt noch anwenden will. Dabei ist es offenbar 
ein nebensiichlicher Umstand, dass bei einem etwaigen anderen 
Ansatz sich vielleicht andere ,,uneigentliche Lésungen“ einstellen. Ein 
hierauf zu griindendes Kriterium der uneigentlichen Lésungen scheint 
mir weder einem vorhandenen Bediirfniss zu entsprechen, noch auch 
iiberall anwendbar zu sein, — 

Die Darstellungsweise des Herrn Zeuthen kann bei einem mit dem 
Gegenstande nicht vertrauten Leser leicht die Meinung hervorrufen, 
dass er ganz und gar den Standpunkt seines einem friihen Tode anheim- 
gefallenen Freundes vertrete. Herr Zeuthen hat sich offenbar selbst 
in diesem Glauben befunden. 

Dem gegeniiber muss ich hervorheben, dass Herrn Zeuthens Auf- 
fassung der Halphen’schen Theorie meiner Ansicht nach auf einem 
Missverstindniss beruht. Herr Zeuthen hat Gréssen, die bei Halphen 
nur die Bedeutung eines analytischen Hiilfsmittels haben, irrthiimlicher 
Weise mit dem Begriff des Kegelschnittes selbst verschmolzen. Halphens 
Theorie muss vielmehr so aufgefasst werden, wie es in der voraus- 
gehenden Abhandlung dargelegt ist. Die gegenwirtige Kritik richtet 
sich also nicht gegen Halphen, sondern nur gegen die Darstellung, die 
dessen Theorie durch Herrn Zeuthen erfahren hat. 

Wenn diese Ueberlegungen richtig sind, so diirften die Griinde 
Zeuthens wenig geeignet sein, die Sprache zu entschuldigen, in der 
er seine Gedanken vorgetragen hat. Weder die Vertheidigung Halphens 
noch der Angriff gegen mich ist ihm gelungen. Er selbst hat Nichts 
beigetragen , was geeignet wire, irgendwie zur Aufkliirung zu dienen, 























Ueber Systeme von Kegelschnitten. 
Von 


E. Srupy in Marburg. 


In gegenwirtiger Abhandlung sollen die Anschauungen, die vom 
Verfasser in seiner Schrift ,,Methoden zur Theorie der terniren Formen“ 
(Leipzig 1889) dargelegt worden sind, auf ein besonderes Problem aus 
der Geometrie der Kegelschnitte angewendet werden. 

Zuniichst wird die Gleichung eines vierfach ausgedehnten Kegel- 
schnittsystems in eine solche Form gebracht, dass man alle invarianten 
linearen Mannigfaltigkeiten soleher Systeme ohne Weiteres tibersehen 
kann. Die gewonnenen Resultate werden sodann angewendet auf die 
Theorie der Fliiche F,‘ des fiinffach ausgedehnten Raumes, deren 
Projection in den gewohnlichen Raum die Steiner’sche Fliiche ist. 

Nach derselben Methode und mit fhnlichem Erfolg kann man 
noch zahlreiche andere Gegenstiinde behandeln; z. B. die Theorie der 
Systeme von Flichen 2. Grades, und die Theorie der Fliichen m, O. 
des Raumes, unter Zugrundelegung der projectiven Gruppe einer Raum- 
curve 3.0. Einige auf den erstgenannten Gegenstand beziigliche Sitze, 
die den hier entwickelten analog sind, hat der Verfasser bereits hin- 
gestelit, freilich in einem ganz anderen, besonderen Forderungen an- 
gepassten Gewande.*) Die Theorie der Raumcurve 3. 0. aber soll 
das Thema einer spiiteren Untersuchung bilden. 


1. 
Analytische Darstellung eines Kegelschnittsystems. 


Um ein System von Kegelschnitten in einfacher Weise analytisch 
ausdriicken zu kénnen, fassen wir den Kegelschnitt zuniichst nur als 
Curve 2. Ordnung auf. 


*) S. die Abhandlung ,,Zur Theorie der Kummer'’schen Configuration und 
der orthogonalen Substitutionen“, Sitzungsber. d, K. Siichs, Academie, Sitzung 
vom 9, Mai 1892, 
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Wir bezeichnen mit (I X)* eine terniire quadratische Form, mit 
(U Av=s (LL’ U)* ihre quadratische Covariante, und mit J= qb A)? 
ihre Invariante. 


Bekanntlich kénnen in jede Form, die einen symbolischen Factor 
vom Typus (LZ L’U) hat, mit Hiilfe der Identitat 


(1) (LL'U) (LX) (L’ Y) =(UA) (AXY) 
Symbole A eingefiihrt werden; und ausserdem wird jede Form, die 


einen symbolischen Factor (LA) oder (AA’ X) enthilt, reducibel ver- 
moége der Identitiiten 


(2) (LA) (LX) (UA) = (UX). d, 
(3) (AN X) (UA) (VAN) = (LX) (LUV). d. 

Hat man daher eine simultane Invariante der Form (ZX)? und 
beliebiger anderer terniirer Grundformen zu bilden, so darf man an- 
nehmen, dass in ihr symbolische Factoren der drei Typen 
(LL'U), (LA), (AN X) 
nicht vorkommen. 

Wir betrachten jetzt das allgemeinste Kegelschnitisystem, das 
durch eine Gleichung vom Grade 1’ zwischen den Coefficienten der 
Form (LZ X)* vorgestellt wird. Ein solches System kann durch den 
gleich Null gesetzten symbolischen Ausdruck 
(4) ((ZT1)?} 
dargestellt werden, sofern man annimmt, dass die Coefficienten der 
terniiren quadratischen Form (UTT)? Symbole héherer Ordnung sind, 
die erst zu je l’ vereinigt eine wirkliche Bedeutung erlangen. 

Wenden wir auf die Form (4) den Evectantenprocess J’ mal an, 
so entsteht eine gewéhnliche ternire Form mit 1’ verschiedenen Ver- 
anderlichen U,...U,, deren jede quadratisch auftritt. Entwickeln 
wir diese Form nach Elementarcovarianten, und fiihren wir nach- 
triiglich wieder Symbole Z ein, so geht (4) iiber in eine Summe von 
simultanen Invarianten der Form (I X)* und einer Reihe von Normal- 
formen, wobei in jedem Gliede der Summe nur eine Normalform linear 
auftritt. 

Die wirkliche Durchfiihrung dieses Gedankens diirfte ihre Schwie- 
rigkeiten haben (ausser bei kleinen Werthen der Zahl 1’), wegen der 
verwickelten Rechnungen, zu denen sie Anlass bieten muss. 

Man kann aber das Ergebniss, soweit es ftir unseren Zweck noth- 
wendig ist, tibersehen, ohne die Reihenentwickelung wirklich vor- 
zunehmen. 

Die Form (4) ist, wie gesagt, darstellbar als Summe von 
simultanen Invarianten der Form (ZX)* und je einer Normalform 
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(BX)" (U P)", worin diese Normalformen immer nur linear auftreten. 
Es gelingt nun ohne Weiteres, die allgemeine Gestalt einer solchen 
Invariante hinzuschreiben. Da ein Factor (BP) nicht auftreten kann, 
da ferner nach Obigem auch Factoren der Typen (LL'U), (LA), 
(AA X) ausgeschlossen werden kénnen, so wird die fragliche Invariante 
ein Product von Factoren der Typen (LA)*, (BA)*, (LP). Daraus 
folgt, dass in unserer Reihenentwickelung nur solche Normalformen 
eufizaten , deren Ordnungszahlen m und m beide gerade sind. Setzen 
wir also m = 2j’, n =.2j, so nimmt der Ausdruck (4) die Form 

(5) > PLP (BA) 

an, worin man sich die Symbole B und P zur Unterscheidung der 
einzelnen Glieder noch mit den beiden Indices j und j’ ausgestattet 
denken mag. Die Summe (5) ist zu erstrecken iiber alle von einander 
verschiedenen Werthsysteme der Zahlen j, j’, k, die der Bedingung 
(6) j+2j +3k—=0 

geniigen; denn es entspricht auch umgekehrt jeder so beschaffene Aus- 
druck von der Form (5) einem Kegelschnittsystem von der Form (4). 

Jedes Kegelschnittsystem, das durch eine Gleichung /’'" Grades 
in den Symbolen (oder Coefficienten) einer terniren quadratischen 
Form (LX)? dargestellt werden kann, kann demnach (wie unsere Her- 
leitung zeigt) auf eine und nur eine Weise dadurch erhalten werden, 
dass man einen Ausdruck von der Form (5) gleich Null setzt. 

Wir wenden uns nun zur Erklirung der Charakteristiken A, 4 
eines Kegelschnittsystems. 

Wir sagen, unser Kegelschnittsystem habe die Charakteristiken 
A, 4’, wenn 1’ =A-+ 22’ angenommen wird, die Summe (5) keinen 
Factor J hat, und der Ausdruck (5), kurz gesagt, im Grade 4d’ ver- 
schwindet, wenn man fiir (ZX )* das Quadrat einer wirklichen linearen 
Form setzt. 

Um die letzte Bedingung genauer auszusprechen, bezeichnen wir 
mit V eine Gerade von allgemeiner Lage, und mit (L,X)*?=—0 die 
Gleichung eines unbestimmten Kegelschnittes. Unsere Forderung ist 
dann die, dass bei Substitution von (VX)? + ¢(L,X)* an Stelle von 
(ZX)? in (5) die Potenz ¢*’, aber keine héhere Potenz von ¢ als Factor 
vor das Ganze tritt. 7+) 

Driickt man dies analytisch aus, so findet sich, dass in (5) nur 
solehe Glieder vorkommen kénnen, die der Bedingung 


geniigen, und dass mindestens ein Glied vorhanden | sein muss, das 


*) Vgl. Math. Ann. Bd. 27, 8, 86, 87. 


Mathematische Annalen. XL. 37 
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der Gleichung 2k +-j’ = 2 entspricht. Hierzu kommt noch die Be- 
dingung, dass ein Glied vorhanden sein muss, dem der Werth k = 0 
zugehort. 


Wir wollen nun zeigen, dass der dualistisch .entsprechende Begriff 
zu einem Kegelschnittsystem mit den Charakteristiken 4 und i’ ein Kegel- 
schnittsystem mit den Charakteristiken 4’ und 4 ist; wit anderen Worten, 
dass die Zahlen 4 und 4’ einfach ihre Rolle wechseln, wenn man nicht, 
wie wir es gethan haben, (UA)? als Covariante von (LZ X)? auffasst, 
sondern umgekehrt (ZX)? als Covariante von.(UA)?. 

Um diesen wichtigen Satz zu beweisen, stellen wir unsere bis- 
herige Grundform (ZX)? als Covariante einer Form 2. Classe (UA)? dar: 
(LX)?—= + (AN X)* = (LX). 

Dann wird 
(UA) = + (LL Uy = = (EA)*. (UN? =T . (UN), 
J= = (LAY =F. (LN =T*, 


wenn J = = (NP die Invariante der neuen Grundform (U A)’. be- 
deutet. , 


Setzen wir nun diese Werthe von (LX), (UA? und J in (5) 
ein, so entsteht zunichst die Summe — 


Sr (L PFy [Bay 
Hier lisst sich aber wegen der Bedingung (7) der Factor J“ ab- 
scheiden. -Setzen wir daher 
* (8) K—=2k+5'—24, also k= 2h +7 —A, 
so wird unser Kegelschnittsystem dargestellt durch die Summe 
(9) > 7* (EP (eny, 
worin die Zahlen k’, j, 7’ den folgenden Bedingungen zu gentigen 


haben: 
Ks ist fiir alle Glieder der Summe 
(10) J +2j+ 3h —l—’ +24, 
(11) 2h +724, 
und es ist mindestens ein Glied vorhanden, das dem Werthe k = 0, 
und mindestens ein Glied, das der Gleichung 2k + 7 = 4 entspricht 
Wie man sieht, ist die nunmehr gefundene Darstellung des Kegel- 
schnittsystems genau dualistisch zu der urspriinglichen: Es haben in 


allen unseren Bedingungsgleichungen und Ungleichungen einfach die 
Zahlen 4 und 4’, 7 und 7” ihre Rolle gewechselt; und an’ Stelle der 
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Zahlen k und Ul’ sind dabei neue Zahlen k’ und / getreten. Bedeutet 
also Y einen Punkt von allgemeiner Lage, und (UA,)* =0 die 
Gleichung einer unbestimmten Curve 2. Classe, so hebt sich bei Sub- 
stitution von (U ¥)?-+ ¢(UA,)’ an Stelle von (UA)’ in (9) die Potenz 
t?, und keine héhere Potenz von ¢ als Factor heraus. Dies ist der zu 
beweisende Satz. . 

Indem wir das Ergebniss unserer Untersuchung nunmehr zu- 
sammenfassen, bringen wir zugleich unsere Bedingungen in eine Form, 
bei der die’ vollkommene Dualitiit der beiden Darstellungen (5) und 
(9) klar hervortritt. 

Um das aligemeinste Kegelschnittsystem mit den Charakteristiken 
A und 2 zu finden, bestimme man alle Systeme von positiven ganzen 
Zahlen j, j’, k, k, die den Gleichungen geniigen 

, J +27 + 3k =A +22, 
(12) ae 27 + 3K U4 22. 
Bedeutet sodann (L X)* eine terniire Form 2. O., (UA)? ihre Covariante 
und J ihre Invariante, (UA) eine Form 2. Cl., (LX) ihre Covariante 


und J ihre Invariante, ist endlich (UP)? (B xy eine Normalform, 
so stellt jede der beiden Gleichungen 


>) Jt. (LPP (BAY =0, 

> T(E PY (BAY =o 
das fragliche Kegelschnittsystem dar; und ewar kann jede dieser beiden 
Gleichungsformen nur auf eine Weise hergestellt werden. 

Umgekehrt bedeutet eine Gleichung von der Form (13) ein Kegel- 
schnittsystem mit den Charakteristiken 2 und i’, wenn alle Glieder der 
Summe den Bedingungen (12) geniigen, und wenn ausserdem ein Glied 
vorhanden ist, das dem Werthe k = 0, und ein Glied, das dem Werthe 
k’ = 0 entspricht. 

Sind die beiden letzten Forderungen nicht erfiillt, so scheidet sich 
entweder bei der ersten Darstellung der Factor J oder bei der zweiten 
der Factor J ab, und die tibrig “bleibende Mannigfaltigkeit ist ein 
Kegelschnittsystem mit anderen Charakteristiken. 

Die Zahl der linear-unabhingigen Normalformen (U P)*/ (B X)*/ 
ist (27 + 1) (27° + 1) (7 +7’ + 1); also ist die Zahl der homogenen 
Constanten, die in (13) vorkommen, 


(4) NA )=— DS V+VS’+YV+ +H, 


die Summe erstreckt iiber alle Werthepaare (/, j’), die in den Lésungen 


der Gleichungen (12) vorkommen. Da diese Constanten in (13) nur 
linear auftreten, so folgt: 


(13) 


57* 
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Durch N(a, 4’) — 1 Kegelschnitte von hinreichend allgemeiner Lage 
liisst sich ein einziges Kegelschnittsystem mit den Charakteristiken A, 2’ 
legen. 


Die Zahl N(A, 0) = N(0, a) hat den einfachen Werth (74°); 


und es ist wahrscheinlich, dass die Zahl N(A, 4’) sich auch im all- 
gemeinen Falle als ganze rationale Function von A und 4’ schreiben 
lasst. ; 


2. 
Fortsetzung. — Besondere Kegelschnittsysteme. 


Die hier zu Grunde gelegte Definition der Charakteristiken 
eines Kegelschnittsystems ist im Wesentlichen dieselbe, von der der 
Verfasser bei seinen bereits erwihnten iilteren Untersuchungen iiber 
diesen Gegenstand ausgegangen ist; sie stimmt aber nicht iiberein mit 
der Darstellung bei Clebsch (Math. Amn. Bd. VI, 8S. 9 u. ff. (§ 5)). 
In der That sind die von Clebsch angegebenen Kriterien nicht richtig™). 
Wohl aber ist richtig seine Folgerung: 

Jedes Kegelschnittsystem mit den Charakteristiken 4, %' kann durch 
eine Gleichung dargestellt werden, die homogen ist vom Grade A in den 
Coefficienten von (IL X)* und homogen vom Grade a’ in den Coefficienten 
von (UA)’. 

Es geht das auch aus unseren jetzigen Formeln unmittelbar hervor. 

Um niimlich in (5) jedes Glied zuniichst mit méglichst wenigen 
Symbolen von (ZX)? und méglichst vielen Symbolen von (UA)? zu 
schreiben, haben wir folgende Mittel: 


1) Wir ersetzen méglichst viele Factorenpaare J .(L P)? durch je 
einen Factor + (AA P)?. (Vgl. Formel (3)). 

2) Wir ersetzen hierauf méglichst viele Factoren J? durch je einen 
Factor — (AN A’)?. 

3) Wir schreiben den etwa noch iibrigen Factor J in der Form 
+ (LA). 

Ist nun k <j, so wird die Zahl der Symbole von (UA)?=/j'+ 2h, 
also >A’, und sie wird insbesondere bei den Gliedern, die der Gleichung 


J’ +2k —2' entsprechen, geradezu = 4’. Ist ferner k > 7, so wird 
die fragliche Zahl 

9 ; o k—Jj “a . k—j-— 

= +2435 oder —j'+2)+35-42-' 41, 


*) Auf diesén friiher von mir iibersehenen Umstand wurde ich im Jahre 1886 
durch Halphen aufmerksam gemacht, 
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je nachdem 4 gerade oder ungerade ist; und dies ist wieder > d’ 
(Nr. 12, § 1). ; 


Ersetzt man dann unachtriiglich, soweit es ndthig ist, wieder 
einzelne Symbole von (UA)? durch Symbole von 4 (LL'U)*, so wird 


der ganze Ausdruck homogen in (ZX)? vom Grade 4 und in (UA)? 
vom Grade 4’; und zwar ist 4’ die grésste Zahl von Symbolen von 
(UA), die auf diese Art eingefiihrt werden kénnen, was auch von 
vornherein deutlich ist. — 

Die beiden Zahlen 4 und 4’ haben fiir ein System von Kegel- 
schnitten ganz dieselbe Bedeutung, wie etwa die Ordnung einer alge- 
braischen Fliiche (eines Systems von Punkten) fiir diese Fliche. Die 
Mannigfaltigkeit aller Kegelschnittsysteme mit denselben Charakte- 
ristiken ist zu vergleichen der Mannigfaltigkeit aller algebraischen 
Flichen von derselben Ordnung*). Ks besteht aber ein charakte- 
ristischer Unterschied. Wihrend niimlich in der linearen Mannig- 
faltigkeit aller Flichen ».O. keine kleinere lineare Mannigfaltigkeit: 
enthalten ist, déren Fliichen von den collinearen Transformationen 
des Raumes nur unter einander vertauscht wiirden, enthilt die lineare 
Mannigfaltigkeit aller Kegelschnittsysteme mit den Charakteristiken 
(A, 4’) thatsiichlich kleinere lineare Mannigfaltigkeiten, die gegentiber 
den ccllinearen Transformationen der Ebene invariant sind. Die Unter- 
suchung des § 1 setzt uns offenbar in den Stand, alle diese Mannig- 
faltigkeiten von vornherein anzugeben. Jede invariante lineare Mannig- 
faltigkeit von Kegelschnittsystemen ldsst sich durch Gleichungen oder 
Ungleichungen zwischen den in § 1 eingefiihrten Zahlen j, j’ kenn- 
zeichnen. 

Um dies durch ein einfaches Beispiel zu erliutern, wollen wir 
untersuchen, unter welchen Umstiinden ein Kegelschnittsystem (4, 4’) 
die Mannigfaltigkeit aller co* Linienelement-Kegelschnitte (s. 8. 552) 
s-fach enthilt, oder unter welchen Umstiinden die in der vorangehenden 
Abhandlung Nr. I (S..554) besprochene Mannigfaltigkeit IN,, das Bild 
unseres Kegelschnittsystems, s mal durch die invariante Mannigfaltig- 
keit M, hindurchliuft. 

Dazu ist nothwendig und hinreichend, dass von den 4 -+- 4’ Kegel- 
schnitten, die das System mit einem Biischel einander vierpunktig 
bertihrender Kegelschnitte gemein hat, sich s Kegelschnitte mit dem 
Linienelement - Kegelschnitt des Biischels vereinigen. Sei also V eine 
Gerade von allgemeiner Lage, und sei (LZ, X)? = 0 ein im Uebrigen 
unbestimmter Kegelschnitt, der die Gerade V beriihrt, so muss sich 


*) In diesem Zusammenhang miissen natiirlich die Systeme, von denen sich 


bei der Darstellang durch die Formeln (13), § 1 der Factor J oder J abscheidet, 
noch als (reducibele) Systeme (A, 2’) gezihlt werden, 
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bei Substitution von (VX)? + ¢(L,X) an Stelle von (Z X)* in den - 


Ausdruck (5), § 1 nicht nur der Factor ¢*, sondern der Factor ¢*++, 
aber keine héhere Potenz von ¢ abscheiden. Dies tritt dann und nur 
dann ein, wenn fiir alle Glieder unserer Summe die Bedingung 


j+3k>N+5s oder j+j' CiA+a—s 
erfillt ist, und wenn fiir mindestens ein Glied die Gleichung 
pti —Ati—s 
besteht. Soll diese Bedingung einem Kegelschnittsystem mit den 
Charakteristiken 4, 4’ auferlegt werden kénnen, ohne dass es zerfillt, 
d.h., ohne dass sich von der Mannigfaltigkeit It, eine der Mannig- 
faltigkeiten M, und M, abscheidet, so sind die Zahlen 4, 4’ und s 
nicht ganz willkiirlich. Es wird nimlich dann, nach dem Satze des 


§ 1, ein Glied vorhanden sein miissen, das dem Werthe k =O ent- 
spricht. Fiir dieses Glied hat man 


GH2j HAF2H, DU, Gti’ <dtU—s, 
und hieraus folgt 4 >2s. Ebenso ergibt sich 4° > 2s — ein Resultat, 
das auch unmittelbar aus der in der vorausgehenden Abhandlung I (S. 4) 
erwihnten geometrischen Bedeutung der Charakteristiken 4 und 2’ 
hervorgeht. Sind aber diese Bedingungen erfiillt, so gibt es auch 
wirklich Kegelschnittsysteme von der verlangten Art. Ein solches 
System ist z. B. jedes, in dessen Reihenentwickelung die beiden Glieder 
(GG=4—2s, jf —V +5), 
G=a4+s, jf =a — 2s) 
vorkommen. Wir haben also bewiesen: 

Ein Kegelschnittsystem mit den Charakteristiken 4 und 2’ (néimlich 
ein System, von dem weder die Mannigfaltigkeit aller Punktepaare, 
noch die Mannigfaltigkeit aller Linienpaare sich abscheiden soll), kann 
nur dann die Mannigfaltigkeit aller Linienelement-Kegelschnitte s-fach 
enthalten, wenn die Ungleichungen 
(1) A>2s, A>2s 
erfiillt sind. In der Reihenentwickelung eines solchen Systems kommen 
nur Glieder vor, die der Bedingung 
(2) jt+j S444 —s oder kK+K>s 
gentigen. 

Im Falle s = 1 verlangt dieser Satz nur das Verschwinden der 
einzigen Elementarcovariante: 

(OP) (BX): 

Die Forderung, dass ein System (a, 4’) die Mannigfaltigkeit aller 

Linienelement - Kegelschnitte enthalte, adhlt fiir * 








l 
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(24+ 1) (2a 41) (44a 4+1) 
lineare Bedingungsgleichungen. 
Ist s = 2, so wird das Verschwinden von zwei weiteren Elementar- 
covarianten gefordert, niimlich der folgenden: 
(UP) (BX)*#+2, (U P)4+2 (BX)2—4, 
man hat also im Ganzen 


12AV (A+ %) 4+ 210? + a’?) — 15(a + 4’) + 19 
lineare Bedingungsgleichungen zu erfiillen,.u. s. w. 

In ihnlicher Weise, wie wir hier die Bedingung dafiir gefunden 
haben, dass die Mannigfaltigkeit St, durch M, hindurchgeht, kann 
man weiter die Bedingung dafiir aufsuchen, dass sie M, oder M,’ 
noch ausserdem lings- M, beriihrt, u. dgl. m. 

Wir schliessen mit einem Zahlenbeispiel, indem wir alle Kegel- 
schnittsysteme mit den Charakteristiken (2, 2) hinschreiben, Sie werden 
dargestellt durch die Summe 


[(L Py]? ((ByA)'}? + > (LP)? (PANY + 4 [(B.A)? (B, LL’? 
+ 5 (LA): (LP,)* (BA)? + > (LAP - 6 


Die einzelnen Glieder hangen ab von einem Normalconnex (4, 4), 
einer Curve 6. Classe, einer Curve 6. Ordnung, einem Normalconnex 
(2, 2) und einer Constanten C,. Soll unser Ausdruck wirklich einem 
Kegelschnittsystem (2, 2) entsprechen, und nicht etwa einem System 
(3, 0) oder einem System (0,3), so muss entweder das erste Glied 
von Null verschieden sein, oder das zweite und das dritte Glied miissen 
beide zugleich von Null verschieden sein. Die Constantenzahl unseres 
Systems ist 
N(2, 2) = 125 + 28 + 28 + 27 + 1 = 209, 

d. h., durch 208 passend gewiihlte Kegelschnitte geht ein System (2, 2). 
Soll ‘aber das System die Mannigfaltigkeit aller Linienelement - Kegel- 
schnitte enthalten, so muss das erste Glied verschwinden, und man 
kann nur noch 208 — 125 = 83 weitere Kegelschnitte willkiirlich an- 
nehmen. Das System enthilt dann, ausser den Linienelement-  Kegel- 
schnitten, gar keine ausgearteten Curven mehr. 


3. 
Anwendung auf die Theorie der Fliche F,‘. 


Es ist eine interessante und in mancher Hinsicht wichtige Auf- 
gabe der Algebra, in einem Raum R, von » Dimensionen die alge- 
braischen Gebilde zu studiren, die sich als Durchschnitt von Mannig- 


faltigkeiten M:_, 2. Ordnung darstellen lassen. Auf wievielen und 








572 E, Srupy. 


welchen linear-unabhingigen Mannigfaltigkeiten M,_, r. Ordnung liegt 
ein solehes Gebilde? Auf welchen unter ihnen ist es mehrfach ent- 
halten? Diese und ahnoliche Fragen tibersteigen wohl in den meisten 
Fiillen die Krifte unserer heutigen Analysis. Es gibt aber eine Reihe 
solcher Gebilde, zu denen man von der Invariantentheorie aus gelangt, 
die einer verhaltnissmissig einfachen und in gewissem Sinn erschépfen- 
den Behandlung fabig sind. Zu ihnen gehért die in der vorausgehen- 
den Abhandlung I betrachtete Mannigfaltigkeit M, sowohl als die Fliche 
F,', die bei der Abbildung der Curven 2. Classe in der Ebene auf die 
Punkte eines‘ linearen R, den Punkten der Ebene entspricht. Sie beide 
kénnen mit den in § 1 und §2 gegebenen Hiilfsmitteln in obigem 
Sinn behandelt werden. 

Wir beschriinken uns hier auf den zweiten Fall, die Theorie der 
Fliche F,‘, weil er der einfachere ist, und weil er ausreicht, um die 
Tragweite der Methode zu zeigen. 

Wir beginnen damit, die in § 6 der Abhandlung ,,Ueber die 
Geometrie der Kegelschnitte‘‘ angegebenen und durch den Inhalt von 
§ 1 und § 2 der gegenwirtigen Untersuchung bestiitigten Sitze in eine 
neue Form zu bringen, die besonders geeignet scheint, den geometrischen 
Kern dieser Theorie klar hervortreten zu lassen. Wir gelangen zu 
der neuen Formulirung, wenn wir die mit 7’ bezeichnete quadratische 
Transformation mit den oo* dualistischen Transformationen des Raumes 
R, zusammensetzen , die den dualistischen Transformationen der Ebene 
entsprechen, und die die Mannigfaltigkeiten F’,4 und ,' mit einande: 
vertauschen. 

Wir kommen dann fast unmittelbar zu dem folgenden Satz: 

Mit der Fliche F,4 sind zwei Schaaren g,,h,, von je oo® Cremona- 
schen Transformationen verkniipft, die zusammen eine zur Gruppe der 
collinearen und dualistischen Transformationen der Ebene eindeutig 
isomorphe*) Gruppe bilden. 

Die Schaar 9, ist die Gruppe aller collinearen Transformationen 
der Fliiche F’,'; die Schaar }, aber, die den dualistischen Transforma- 
tionen der Ebene entspricht, besteht aus quadratischen Transformationen, 
deren singuliire Stellen die Punkte von F',' sind. 

Durch die Transformationen von }, wird eine Punkimannigfaltig- 
keit 1. Ordnung M,' von R,, die die Fliche F,4 A-mal enthiilt, diber- 
gefihrt in eine Mannigfaltigkeit l'. Ordnung M,", auf der die Punkte 


*) Wir gestatten uns fiir die eindeutig-umkehrbar isomorphe Beziehung 
zweier Transformationsgruppen den Ausdruck ,,eindeutig-isomorph anzuwenden, 
da nach den Definitionen von %. Lie fiir ,,holoedrischen‘t Isomorphismus ein- 


deutige Zuordnung der endlichen Transformationen der Gruppen nicht erforder- 
lich ist. 











en 
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von F,4 X-fach enthalten sind, wobei zwischen den Zahlen l,l’, a, 2’ 
die Relationen bestehen 


a ae ee) oe oe 


Dabei entsprechen linear-abhiingigen oder wnabhingigen Mannig- 
faltigkeiten M,! in gleicher Weise linear-abhingige oder unabhdngige 


- Mannigfaltigkeiten M,’. 


Es ist dies im Grunde nur ein anderer Ausdruck des Satzes, dass 
aus einem Kegelschnittsystem (A, 4’) durch eine dualistische Transforma- 
tion ein System (A’, 4) hervorgeht. 

Wir betrachten nun eine beliebige Punktmannigfaltigkeit 1. Ord- 
nung M,' in R,, und gleichzeitig eime R,'-Mannigfaltigkeit 1. Classe 
M,'. Diesen mégen in der Ebene die Kegelschnittsysteme 


(BAY}'=0 und [(LT}'=0 


entsprechen. Driicken wir aus, dass die Mannigfaltigkeiten WM,’ und 
M,! conjugirt sind, d. h., dass ihre zur allgemeinen projectiven Gruppe 
des R, gehérige bilineare Invariante verschwindet, so erhalten wir die 
folgende einfache Bedingungsgleichung 


((BT)2}' = 0. 


(S. a. a. O., $3, Formel Il), Uebertragen wir jetzt die beiden Reihenent- 
wickelungen, die nach Formel (5) und (6) des § 1 aus den Formen 
\(BA)*}! und [(LTT)*}' hervorgehen, in die Sprache der Geometrie des 
R,, so gelangen wir zu dem Satz: 

Jede Form t. Ordnung in R, lisst | Jede Form 1. Classe in R, léasst 
sich in bestimmter Weise als Summe | sich in bestimmter Weise als Summe 
von Formen darstellen, von denen | von Formen darstellen , von denen 
jede einzelne einer kleinsten bei den | jede einzelne einer kleinsten bei den 
Transformationen von g, invarian- | Transformationen von 9, invarian- 
ten linearen Schaar angehirt. | ten linearen Schaar angehért. 


Jedes Glied der Reihe links ist identisch conjugirt zu jedem Glied 
der Rethe rechts, mit Ausnahme des einen Gliedes, das ihm selbst 
dualistisch gegeniibersteht. 

Unter einer kleinsten invarianten linearen Schaar von Mannigfaltig- 
keiten 1. OQ. ist hier eine solche zu verstehen, in der keine lineare 
Schaar mehr enthalten ist, die ebenfalls invariant wiire, also einé 
Schaar, die (nach Ersetzung von l’ durch /) einem Lésungssystem der 
Gleichung (6), § 1 entspricht, 

Wir wollen von den zahlreichen Folgerungen des letzten Satzes 
nur eine einzige anfiihren, die sich auf das erste Glied der Reihen- 
entwickelung der Invariante [(BTT)?}' bezieht. 
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Durch eine jede auf’ F’,' gelegene Einer jeden Curve 41. Classe 
Curve 41. Ordnung kann eine ein- | der Mannigfaltigkeit >, kann eine 
sige Mannigfaltigket M,' |. O.  einzige Mannigfaltigkeit M,! 1. Cl. 
derart hindurchgelegt werden, dass -derart eingeschrieben werden, dass 
alle 9,‘ eingeschriebenen Mannig- | alle durch F,‘ gehenden Mannig- 


faltigkeiten M,? 2. Classe zw M,! | faltigkeiten M,? 2. Ordnung zu M,! 


apolar sind. | apolar sind. 


Die Gesammtheit aller so bestimmten Mannigfaltigkeiten 1. Ordnung 
(1. Classe) bildet eine bei den Transformationen von 9, invariante lineare 
Schaar, entsprechend der linearen Schaar aller ebenen Curven 21. Ord- 
nung (21. Classe); und zwar ist diese die einzige Kleinste invariante 
lineare Schaar, deren Mannigfaltigkeiten die Fliche F,' nicht enthalten 
(®,' nicht eingeschrieben sind). 

Die Mannipgfaltigkeiten M,! wnd M,! sind dann und nur dann con- 
jugirt, wenn die zugehirigen ebenen Curven conjugirt sind. 

Der grésste Theil vom Inhalte dieses Satzes ergibt sich so un- 
mittelbar aus dem Anblick unserer Reihenentwicklung, dass. wir nichts 
weiter dariiber zu sagen brauchen. Einer Erlaiuterung bedarf nur die 
eine Behauptung, dass die den ebenen Curven 2/. Ordnung (CX)?! = 0 
entsprechende Schaar [(CA)|' = 0 von Mannigfaltigkeiten M,' dadurch 
definirt werden kann, dass alle ®,‘ eingeschriebenen Mannigfaltigkeiten 
2. Classe zu M,! apolar sind. 

Dies kénnen wir auf verschiedene Arten einsehen. Ein erster, 
sehr einfacher Beweis ist der folgende. 

Die Schaar der zu den Curven (CX)?! = 0 gehérigen Mannigfaltig- 
keiten M,' kann nach dem vorigen Satze (8S, 573) definirt werden als 
die Schaar aller der Mannigfaltigkeiten M,', die conjugirt sind zu 
allen aus der Reihenentwickelung der Form [(ZTT)*]' hervorgehenden 
M,', mit Ausnahme derer, die aus dem ersten von einer Curve 2/, Classe 
abhingigen Glied entspringen. Alle jene M,' aber sind der Mannig- 
faltigkeit ©,‘ eingeschrieben, und daher in der Form F,%,+---+ F,%, 
darstellbar, sofern ®,..., die sechs ,‘ eingeschriebenen linear- 
unabhingigen Mannigfaltigkeiten 2. Classe bedeuten (Vgl, Math. Ann. 
Bd. 39, 8. 532). Daher kann unsere den ebenen Curven 2/. Ordnung 
zugeordnete Schaar von Y,' definirt werden als die Schaar aller der 
M,}, 2u denen , .:.®, apolar sind. ; : 

Umstiindlicher ist es, den Satz durch Rechnung abzuleiten. Wir 
wollen aber auch diesen Weg beschreiten, da die Rechnung selbst 
nicht ohne, Interesse, und, als Beispiel fiir solche Rechnungen iiber- 
haupt, hier sehr wohl am Platze ist. 

‘Wir bezeichnen die beiden Kegelschnittsysteme, die zwei Mannig- 
faltigkeiten M,' und M,' entsprechen, mit 
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(CAPy =O: aa 
(LT) = 0. 


Dann ist, wie bemerkt, die Bedingung des Conjugirtseins von 
M,' wad M,! diese: 


(1) - ((CTT)2}' = 0. 


Wir driicken nun aus, dass M,! zerfillt in eine M,'—*® und eine 
,* eingeschriebene M,?: 


und 


@) [LT*} = (LLG). (LQ). 
Die Gleichung (1) verwandelt sich dann in diese: 
(3) (CO’@)* [(CQ)"}-* = 0. 


Die Frage ist, unter welchen Umstiinden diese Bedingung identisch 
erfiillt ist, bei ganz beliebiger Wahl der Curve 2. 0. (GX)? = 0 und 
des Systems von Curven 2. O. [((ZQ)*]}-? = 0. 


Um dies zu entscheiden, denken wir uns [(CA)*|‘ durch Normal- 
formen ausgedriickt, 


4) ene = STL away f(t eany] ear’ 
Gj’ + 274+ 3% =) 


und fiihren dann, durch zweimalige Anwendung des Aronhold’schen 
Processes, neben dem Kegelschnitt (UA)? —0 einen weiteren Kegel- 
schnitt (UA)? = 0 ein: 


11) [(CA)}!* (CAE 
= Denny ls eany] Baye 
16K Reet Ok (k 1) Reset 2j ORE 
+ 45(J—1) To Rwe $5 AGRE + 4 ii" Gnnace ay 


(AN A)? (PAA)? Kj ” (AN A) (BA? 
+ 12k) ARK EARS + OF NF t: 


(AA’A”)2(BA) 
Wir ersetzen nun (CA)? durch (CQ)? und [(CA)?]}? durch (CC’ G)?. 


Dann wird, wenn (UH)? = 0, (UO)? = 0 beliebige Curven 2. Classe 
bedeuten 


(AHO)?(CA)? =(CGHO)?  - (Vgl. ,,Methoden“ 8. 77.) 
= (CH)? (@ ©)? —2(CH) (G@®) (C®) (GH) + (CO)? (GH)’, 
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(AHH)*(CA)?) = 2(CH)*(@H)? — 2[(CH) (GHP, 
(AHH’)? (AHO)? = (HH’0)?(GH)? + 2 (HH'H”)?(G0)’, 


(AHH)? = = (HH'H’) (GH, 

[((AH®)?/? = (HH'6)?(GO) + (0 0'H)*(GH)? 
— 2(HH’@)(80'H’)(GH)(GO)), 

(AA’H)? = 3(GH)?. : 


Mit Hiilfe dieser Formeln finden wir nun, unter Beriicksichtigung 


des Umstandes, dass die Formen (UP)*/ (BX )*’’ simmtlich Normal- 
formen sind, 


‘ 
(3) (Co @: (COE 
1 cna [1 no pp DaA\nN;: 
=D, eeey} [Feeer! wor 
r 25 +27’ + 2k) [an Fe" joo 
}L+ 25 + 25° + 2k) [3h ToGo +I weer | 
_ epg IBQEOE y 
8s Cg er Bers 

Das identische Verschwinden des Ausdrucks auf der rechten Seite, 
worin (4X)? = 0 und (UQ)*? =O veriinderliche Kegelschnitte vor- 
stellen, ist also aiquivalent mit dem Bestehen der Gleichung (3). 

Es ist von vorn herein deutlich, und der Anblick der Formel (5) 
macht es iiberdies augenscheinlich, dass man auf das Verschwinden 
einer Reihe von Normalformen gefiihrt wird, die zu den auf der rechten 
Seite von (4) auftretenden Elementarcovarianten des Kegelschnittsystems 
[(CA)?}' = 0 gehoren. 

Wir behaupten, dass in Folge des Verschwindens von (5) tiber- 
haupt alle Elementarcovarianten verschwinden miissen, mit Ausnahme 
der einzigen, die von der Curve 21. 0. (CX)?! abhiingt, so dass man 
(6) (Cay = [ (OXF, (UAYY | 
setzen kann, wenn [/’,®] das Zeichen fiir die letzte Ueberschiebung 
von F und ® ist. | 

Zunichst bemerken wir, dass diese erste Elementarcovariante 
thatsiichlich nicht verschwindet zufolge des Verschwindens von (5). 
Sie entspricht niimlich dem Werthepaar k’ = 0, 7’ = 0, und ein hierzu 
gehériges Glied kommt in (5) nicht vor. Alle anderen Elementar- 
covarianten treten aber in (5) wirklich auf. 

Wahlen wir die Form (GX )* speciell, als Covariante von (UQ)?: 


(GX)—= 5 (GX), 


(5) 
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so geht der Ausdruck (5) iiber in 
SD + 25+ 25 + 2K) G+3K) — Kj} - 
Li tp bine ; ? Pre? 
[ever [Leer] (wer. 


Der Zahlencoefficient irgend eines Entwickelungsgliedes ‘ver- 
schwindet hier nur dann, wenn hk =O, j =O ist; es miissen also 
wirklich alle Elementarcovarianten unseres Kegelschnittsystems ver- 
schwinden, mit-Ausnahme jener einen. 

Dies ist der zu beweisende Stutz. — 

Zum Schluss geben wir noch einige ganz specielle Folgerungen 
unserer Theorie, Siitze von der zu Kingang des § besprochenen Art. 


Die Fliche F,' liegt auf 
1+ 5 
C(o°)-ct+nerty 


linear-unabhdngigen Mannigfaltigkeiten M,' l. Ordnung. 

Man erhiilt diese Mannigfaltigkeiten, wenn man in der Reihen- 
entwicklung (4) das erste, dem Werthe j’—J/ entsprechende Glied 
weglasst. 

Verlangen wir weiter, dass jeder Punkt von J’,' ein Doppelpunkt 
von M,' ist, so wird ein weiteres Glied der Reihenentwickelung aus- 
geschlossen, niimlich das von der Normalform (BX)?4(UP)* ab- 
hiingige Glied. Es gibt also auch nur eine kleinste invariante Schaar 
von M,', die die Fliche F,‘ nur einfach enthalten, und wir kommen 
zu dem weiteren Satz: 


Die Fliche F,' ist auf 
f°) — (21—1) (41—1) 


linear-unabhingigen Mannigfaltigkeiten |. O. doppelt enthalten. 
Ebenso ergibt sich: 
Die Fliiche F,' ist auf 


‘ 
bad — 3(21—3) (31—4) 


linear-unabhiingigen Mannigfaltigkeiten M,' 1. O. (l > 3) in der, Weise 
doppelt enthalten, dass dic von den Sehnen von F',' erfiillte invariante 
Mannigfaltigkeit 3. O. lings der ganzen Fliche F',' von den M,! beriihrt 
wird (mit anderen Worten, dass der Tangentialkegel von M,' in einem 
Punkte von J,‘ tibereinstimmt mit dem Tangentialkegel jener invarianten 
Mannigfaltigkeit). 

Hier und in fibhnlichen Fallen erlaubt -unsere Analyse nicht nur 
Zahlen zu bestimmen, wie sie in den letzten Sitzen angegeben sind, 
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sondern auch die in Rede stehenden Mannigfaltigkeiten wirklich hinzu- 


schreiben. 


In derselben Weise, wie hier die Mannigfaltigkeiten M,' behandelt 
worden sind, die durch die Fliche F,‘ hindurchlaufen, kann man auch 
die identischen Relationen behandeln, die zwischen den Coefficienten 
einer terniiren, quaternairen oder senaren orthogonalen Substitution 


bestehen. 


Marburg, 21. April 1892. 


Berichtigungen zu dem Aufsatze: 


Ueber Covarianten ebener Collineationen von P. Muth 


in Osthofen (Rheinhessen). 


Seite 93, Zeile 16 v. o. ist nach dem mit dem Worte ,,an“ schliessenden Satze der 


» 98, » 20 
” 93, » 1 


” 94 ’ ” 8 
~ a 
»” 95 , ” 9 


” 95 ’ ” 24 


Sl 


” 97 , ”? 


Seite 150, Zeile 7 


v. 


folgende einzuschalten: Von einem Netze der im System 
fiir x=1, 4=0, u=—0 auftretenden identischen Collineation 
w, = 0 kann nicht gesprochen werden, da C;*(u,) = 0 ist; 
dieses ist im Folgenden stets zu beriicksichtigen. 

lies: = 4° statt = 1°. 


. ist das Eingeklammerte zu streichen, ebenso die hier ge- 


machte Anm. 2. 


. lies: die 3 Werthe statt die Werthe. 


lies: wf?(au) statt uf(au). 

sind die Worte ,,und siimmtlich zu abc“ iiberfliissig und 
deshalb zu streichen, 

lies: liegen in statt in. 

ist 2) und 

das Eingeklammerte zu streichen. 


Verbesserung zu Pasch. 


. ist am Ende hinzuzufiigen: von Null verschieden. 
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